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무한히 큰 냅킨


이 문서는 Evan Chen과 기여자들의 An Infinitely Large Napkin을 기계 번역 후 검토한 비공식 한국어 번역본입니다. 한국어 번역이라는 변경 사항이 적용되었으며, 원문과 마찬가지로 CC BY-SA 4.0에 따라 이용할 수 있습니다.
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새로운 아이디어를 접했을 때는 항상 왜 신경 써야 하는지 물어보십시오.

답을 당장 기대하지는 말되, 결국에는 요구하십시오.

— Ravi Vakil [VAK17]

 


이 책이 마음에 드셔서 저를 후원하고 싶으시다면, 커피 한 잔 사주시는 것을 고려해 주십시오!
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결국 저에게 이 책을 쓰게 만든 Brian과 Lisa를 위하여.

© 1980 Evan Chen.

본문은 CC-by-SA-4.0에 따라 라이선스가 부여됩니다. 소스 파일은 GNU GPL v3에 따라 라이선스가 부여됩니다.

이것은 (아직도!) 미완성 초안입니다. 수정 사항, 의견, 새끼 고양이 사진 등을 evan@evanchen.cc로 보내주시거나, https://github.com/vEnhance/napkin에서 풀 리퀘스트를 보내주십시오.

마지막 수정: January 1, 1980. 
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서문


”냅킨”이라는 이름의 유래는 저의 다음과 같은 말에서 비롯됩니다.


저는 아직 고등학생인 친구들 몇 명과 간단히 점심을 먹곤 합니다. 친구들은 제게 지난 몇 주 동안 무엇을 하고 지냈는지 물어보고, 저는 범주론을 공부하고 있었다고 말합니다. 친구들은 범주론이 무엇에 관한 것인지 물어봅니다. 저는 대상 자체가 아니라 그것들 사이의 구조를 보존하는 사상만을 살펴봄으로써 사물을 추상화하는 것에 관한 것이라고 설명합니다. 저는 표준적인 예시인 𝖦𝗋𝗉를 들어 설명하려 하지만, 그때 친구들이 준동형사상이 무엇인지 모른다는 것을 깨닫습니다. 그래서 준동형사상이 무엇인지 설명하기 시작하지만, 그때 친구들이 군이 무엇인지 배운 적이 없다는 것이 떠오릅니다. 그래서 군이 무엇인지 설명하기 시작하지만, 냅킨에 군의 공리를 다 적을 즈음에는 친구들은 애초에 제가 왜 군에 관해 이야기하고 있었는지 이미 잊어버립니다. 그리고 어느새 오후 1시가 되고, 사람들은 각자 갈 곳이 있으니, 저는 이렇게 생각할 수밖에 없습니다:

”이런, 40분이 아니라 40시간이 있었다면, 정말로 이 모든 것을 설명할 수 있었을 텐데.”



이 책은 처음에는 그 40시간을 채우려는 저의 시도였지만, 그 이후로 상당히 성장했습니다.





이 책에 대하여


무한히 큰 냅킨은 방대한 고등 수학에 대한, 가볍지만 대체로 자체 완결적인 입문서입니다.




저는 이 책이 전문 서적이나 강의를 대체하기 위한 것이 아니라는 점을 먼저 말씀드려야 합니다. 깊이의 정도는 비교할 수 없습니다. 반면, 이러한 ”가벼운” 접근법의 이점은 목표가 온전한 한 학기 강의를 모방하는 것이 아니라 단지 독자에게 특정 주제에 대한 느낌을 주는 것이기 때문에 더 많은 독자층이 접근할 수 있게 된다는 점입니다.




저는 처음에 재능 있는 고등학생들, 특히 수학 올림피아드 배경을 가진 학생들을 염두에 두고 이 책을 썼습니다. 그러한 문화적 편향의 흔적은 책 전반에 걸쳐, 특히 수학 경시대회에서 가져온 다양한 도전 문제들에서 여전히 느껴질 수 있습니다. 하지만 일반적으로 저는 이 책이 어느 정도의 수학적 성숙도와 호기심을 가진 누구에게나 좋은 참고서가 될 것이라고 생각합니다. 그 예로는 다음과 같은 이들이 포함되지만 이에 국한되지는 않습니다: 수학 학부 전공자, 물리학/컴퓨터공학 전공자, 자신의 전공이 아닌 분야에 대해 조금이라도 듣고 싶어 하는 수학 박사과정 학생, 수학 경시대회는 좋아하지 않지만 수학 자체는 좋아하는 상급 고등학생, 그리고 영어에 유창한 남달리 영리한 새끼 고양이들.







소스 코드


이 프로젝트는 https://github.com/vEnhance/napkin에서 GitHub를 통해 호스팅되고 있습니다. 풀 리퀘스트는 언제나 환영합니다! 저는 또한 이메일을 통한 제안과 수정 사항도 기쁘게 받겠습니다.







Napkin 접근법의 배경 철학


제가 아는 한, 고등학생을 위한 고등 수학은 두 가지 형태로 존재합니다.


	•

누군가가 ”구형 고양이의 털은 빗질할 수 없다”는 형태로 털 있는 공 정리에 대해 이야기해 주지만, 그것이 왜 참이어야 하는지, 실제로 ”빗질한다”는 것이 무엇을 의미하는지, 혹은 그 기저에 있는 이론에 대해서는 아무것도 알려주지 않아서, 당신의 머릿속에는 그저 막연한 개념만 남게 됩니다.




	•

당신은 수업을 듣고 모든 결과를 세세하게 증명하지만, 어느 순간부터는 교수가 무슨 말을 하는지 더 이상 신경 쓰지 않게 됩니다.






아마도 당신은 첫 번째 접근법이 얼마나 만족스럽지 못한지 이미 알고 있을 것입니다. 그래서 두 번째 접근법이 기본값처럼 보이지만, 저는 정말로 이 둘 사이에 어떤 중간 지점이 있어야 한다고 생각합니다.




대학과 달리, 이 책의 목적은 당신에게 연습 문제를 풀거나 증명을 작성하도록 훈련시키는 것이111이것이 문제 해결이 가치 없다는 뜻은 아닙니다. 저 자신도 본질적으로는 수학 올림피아드 코치입니다. 다만 그것이 이 책의 요점은 아니라는 것입니다. 아니며, 혹은 그 분야의 연구를 준비시키는 것도 아닙니다. 대신 저는 그저 흥미로운 수학을 보여드리고 싶을 뿐입니다. 제시되는 내용들은 기억할 만하고 마음에 담아둘 가치가 있어야 합니다. 그런 이유로, 증명 안에 눈여겨볼 만한 아이디어가 있다고 생각되지 않는 한, 일반적인 교과서에서라면 완결성을 위해 포함되었을 증명들은 여기서는 흔히 생략됩니다. 특히, 저는 정리의 증명을 적어내는 것보다 그 정리가 왜 참이어야 하는지를 설명하는 데 강한 중점을 둡니다. 이는 이 책에서 반복되는 주제입니다:


자연스러운 설명이 증명보다 우선합니다.






Napkin의 특정 장을 읽고 난 후, 다음과 같은 것을 얻을 수 있기를 바랍니다:


	•

주요 등장 개념들의 정확한 정의가 무엇인지 아는 것,




	•

정말로 중요한 몇 가지 예시들에 익숙해지는 것,




	•

유명한 정리들의 정확한 서술을 알고, 그것들이 왜 참이어야 하는지에 대한 감각을 갖는 것.






무언가가 왜 참인지 이해하는 데에는 여러 형태가 있을 수 있습니다. 이는 때로는 완전하고 엄밀한 증명으로 이루어지고, 다른 경우에는 증명의 아이디어로 주어지며, 또 다른 경우에는 몇 가지 핵심 예시와 함께 열렬한 응원으로 이루어지기도 합니다.




물론 어떤 분야에서 연구를 하고 싶다면 이것만으로는 전혀 충분하지 않습니다. 하지만 당신이 그저 호기심 많은 국외자라면, 저는 이것이 엘리베이터 피치나 위키백과 문서보다 더 만족스럽기를 바랍니다. 설령 어떤 주제를 진지하게 깊이 있게 배우고 싶다 하더라도, 저는 이것이 본격적으로 뛰어들기 전에 좋은 조망적 개관이 될 수 있기를 바랍니다. 왜냐하면 여러 의미에서 다루는 자료의 선택 기준은 ”누군가 내가 시작하기 전에 알려주었으면 했던 것”이기 때문입니다.







더 많은 교육적 논평과 참고 문헌


저의 교육적 결정 중 일부에 대해 장별로 이야기한다면 서문이 너무 길어질 것이므로, 그러한 논평은 대신 Appendix A에 담았습니다.




특히 저는 종종 구체적인 참고문헌을 언급하는데, 그 부록의 끝부분에는 더 많은 참고문헌이 있습니다. 따라서 더 읽을거리를 원하신다면 이곳을 살펴보시기 좋습니다.







역사적 및 개인적 소회


저는 하버드 학부 첫 학기를 마친 뒤인 2014년 12월에 이 책을 쓰기 시작했습니다. 그 후 약 18개월 동안 이것이 저의 주된 관심사가 되었으며, 그 시기에 저는 고등 수학에 깊이 몰두하게 되었습니다. 저는 사실상 수학 수업만 들었고(다른 졸업 요건들은 즐겁게 무시하면서), 그것을 최대한 많이(제가 여가 시간에 배운 다른 많은 수학과 함께) Napkin에 합쳤습니다.




하지만 2016년 8월 무렵, 저는 결국 힘이 다 빠졌습니다. 그때 최초의 공개 초고가 온라인에 올라갔고, 저는 한 발 물러서기로 결정했습니다. 약간 지친 상태로, 저는 고등 수학에서 잠시 손을 떼고, 남은 학부 2년222다르게 말하면: “… 그리고 애써 배운 모든 것을 잊어버리며 다음 2년을 보냈다”. 이는 Napkin에 남긴 과거의 노트들에 감사하게 만들었습니다! 동안 미국 수학 올림피아드 팀의 코치로 열심히 활동하며, 친구들이 졸업하여 각자의 길로 떠나기 전에 그들과 가능한 한 많은 시간을 보내려 애썼습니다.




그 2년 동안, 독자들은 제게 많은 감사의 따뜻한 말과 많은 오류 제보, 그리고 많은 추가 제안을 보내주었습니다. 그래서 수학 박사과정 첫 학기가 시작된 지 몇 주 지난 2018년 11월, 저는 제가 시작한 것을 끝내야겠다고 결심했습니다. 몇 달 후, 지금 이것이 그 결과물입니다.







감사의 말


저는 이 작업에 대해 헤아릴 수 없이 많은 분들께 빚을 지고 있습니다. 다음은 그 일부(분명 불완전한) 목록입니다.





	•

이 노트에서 다룬 내용의 많은 부분을 가르쳐주신 모든 선생님과 교수님들께, 그리고 제가 여기서 인용한 모든 참고문헌의 저자분들께 감사드립니다. 특히 큰 영향을 준 [GAI14], [LEI14], [SJA05], [GAT03], [LLO15], [ETI11], [KOE14], [VAK17], [PUG02], [GOR18]에 특별히 감사드립니다.




	•

또한 제 초고의 미리보기 사본을 읽고 오류를 지적하고 다른 제안을 해준 수십 명의 친구들과 낯선 분들께도 감사드립니다. 함께 천 개가 넘는 오류를 찾아준 Andrej Vuković과 Alexander Chua에게 특별히 언급하고자 합니다. 또한 많은 수정 사항을 알려준 Brian Gu와 Tom Tseng에게도 감사드립니다. (만약 여러분께서 직접 실수를 발견하시거나 제안이 있으시다면, 저는 그것을 듣고 싶습니다!) 또한 이 문서에 게스트 장을 기고해준 Royce Yao와 user202729에게도 감사드립니다.




	•

표지 작품을 만들어준 Jenny Chu와 Lanie Deng에게 감사드립니다.




	•

저는 또한 이 프로젝트가 진행되는 동안 받은 아주 많은, 정말 많은 따뜻한 말씀에 감사를 표하고 싶습니다. 이러한 너그러운 논평들 덕분에 저는 이 작업을 계속할 수 있었으며, 2018년 11월에 Napkin을 다시 업데이트하기로 한 저의 결정도 대체로 그 덕분이었습니다.









마지막으로, 냅킨(그리고 저)의 뿌리가 된 수학 올림피아드 커뮤니티에 큰 감사를 전합니다. 지난 세월 동안 받은 모든 열정과 격려, 감사의 메시지들이 애초에 제가 이 글을 쓰기 시작하게 만들었습니다. 그렇지 않았다면 저는 이런 프로젝트가 조금이라도 가능하리라고 감히 꿈꾸지 못했을 것입니다. 그리고 물론, IMO를 향해 제 꿈을 좇으며 겪었던 인생을 바꾼 여정이 없었다면 저는 오늘날의 이 자리에 결코 이르지 못했을 것입니다. 영원한 TWN2!








독자를 위한 조언



선행 지식


서문에서 설명했듯이, 주된 선행 지식은 어느 정도의 수학적 성숙도입니다. 이는 독자가 증명을 읽고 쓸 줄 알고, 논리적 논증을 따라갈 줄 아는 등의 능력을 갖추고 있기를 기대한다는 뜻입니다.




또한 독자가 집합과 함수에 관한 기본 용어(예를 들어 “전단사란 무엇인가?”)에 익숙하다고 가정합니다. 그렇지 않다면 Appendix C를 참고하십시오.







무엇을 읽을지 정하기


이 책을 순서대로 읽을 필요는 없습니다. 이 책은 수학의 온갖 분야를 다루고 있으며, 여러분이 택할 수 있는 경로도 다양합니다. 장 에서는 각 부에 대해 무엇을 기대할 수 있을지 간략히 개관합니다.




일단 여기서는 각 장이 서로 어떻게 의존하는지를 보여주는 간단한 도표를 제시합니다. 자세한 내용은 다시 장 를 참고하십시오. 의존 관계는 화살표로 표시되며, 점선은 선택적 의존 관계입니다. 저는 여러분이 그저 흥미로워 보이는 장을 하나 고른 다음, 가장 짧은 경로를 찾아보기를 제안합니다. 이를 염두에 두면, 전체 PDF의 분량이 위압적으로 느껴지지 않기를 바랍니다.




(아래 도식의 텍스트는 클릭 가능하며, 해당 부분으로 연결되어야 합니다.)





PDF판의 선수관계 도표를 웹에서 읽기 쉬운 순서로 풀어 쓴 것입니다.


	•

출발점: 추상대수학 입문과 기본 위상수학.




	•

선형대수학은 표현론, 양자 알고리즘, 미분기하학의 바탕입니다.




	•

군론과 갈루아 이론은 대수적 정수론으로 이어집니다.




	•

기본 위상수학과 군작용은 대수적 위상수학으로 이어집니다.




	•

범주론은 표현론, 대수적 위상수학, 대수기하학을 잇는 공통 언어입니다.




	•

미적분학과 위상수학은 복소해석학, 측도론, 미분기하학의 바탕입니다.






각 부와 장으로 가는 링크는 이 페이지의 목차에서 바로 열 수 있습니다.













질문, 연습문제, 문제


이 책에는 세 가지 위계가 있습니다:


	•

본문 중의  질문(question)은 어이없을 정도로 쉽게 만들어졌으며, 대체로 정의를 내면화하는 데 도움을 주기 위한 기회입니다. 만약 한두 개를 답할 수 없다면, 아마도 제가 설명을 잘못한 것이니 저에게 불만을 제기해야 합니다. 하지만 여러 개를 답할 수 없다면, 아마도 중요한 것을 놓쳤을 가능성이 크니 앞으로 돌아가 다시 읽으십시오.




	•

본문 중의  연습문제(exercise)는 질문보다는 내용이 더 있지만, “까다로운” 단계는 없어야 합니다. 종종 저는 정리와 명제의 증명이 유익하고 어느 정도 흥미롭다면 이를 연습문제로 남겨둡니다.




	•

각 장의 끝에는 좀 더 까다로운  문제들이 몇 개 실려 있습니다. 어떤 것은 적당하지만, 다른 것들은 정말로 어려운 올림피아드 스타일의 문제들입니다. ††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 더 어려운 문제들은 이 문단처럼 최대 세 개의 칠리 고추( [image: [Uncaptioned image]] )로 표시됩니다.




난이도 표시 외에도, 문제들은 전체적인 그림에서 얼마나 중요한지에 따라서도 표시됩니다.


	–

일반 문제는 재미있기를 바라지만 핵심적이지는 않은 문제입니다.




	–

단검(dagger) 표시 문제는 (대체로 흥미로운) 결과로서 알아두어야 하지만, 이후에 직접 사용되지는 않는 문제입니다.




	–

별표 문제는 이 책의 이후 부분에서 사용될 결과입니다.333이는 대학에서 종종 벌어지는 그 전형적인 “PSet 4 문제 8에서 끝난 것으로 한다”는 상황을 피하기 위해서인데, 마치 제가 그게 뭔지 기억이라도 하는 것처럼 말입니다.











여러 힌트와 풀이는 LABEL:app:hints and LABEL:app:sol에서 찾아볼 수 있습니다.





[image: [Uncaptioned image]]
이미지 출처: [GOO08]









종이


무뚝뚝하게 말할 위험을 무릅쓰고,


이 책은 연필과 종이를 가지고 읽으십시오.



그 이유는 다음과 같습니다:





[image: [Uncaptioned image]]
[38]에서 가져온 이미지






여러분은 신이 아닙니다. 모든 것을 머릿속에 담아둘 수는 없습니다.444https://blog.evanchen.cc/writing/와 위의 출처도 참고하십시오. 인쇄본을 출력했다면 여백에 메모를 하십시오. 종이를 아끼고 싶다면 공책 같은 것을 챙겨서 함께 가지고 다니십시오. 어떻게든, 무슨 방법으로든 필기를 할 수 있도록 하십시오. 감사합니다.







예시의 중요성에 대하여


저는 병적으로 예시에 집착합니다. 이 책에서는 모든 예시를 큰 박스에 넣어 강조하는데, 그 때문에 이 책의 어떤 페이지들은 그저 박스가 연이어 나오는 것으로만 이루어져 있습니다. 독자께서 이를 언짢게 여기지 않으시길 바랍니다.




또한 저는 일부 절에서 ”전형적인 예시”를 강조하는 경우가 많으며, 이러한 표시에는 빨간색을 따로 사용합니다. 그 철학은, 독자가 그러한 대상에 관한 정의나 정리를 볼 때마다 전형적인 예시에 견주어 검증해 보아야 한다는 것입니다. 만약 그 예시가 좋은 전형이라면, 왜 그 정의가 직관적인지, 왜 그 정리가 참이어야 하는지, 왜 그 정리가 흥미로운지 등이 즉시 명확해질 것입니다.




비밀 하나를 말씀드리겠습니다. 이 책에서 정의나 정리를 쓸 때마다, 저는 (꽤 형편없는) 기억력에서 정확한 서술을 떠올려야 했습니다. 그래서 저는 대신 전형적인 예시를 먼저 떠올리고, 그런 다음에야 비로소 그 정의나 정리가 무엇이었는지 기억해 내는 경우가 많습니다. 그런데 이것은 애초에 제가 모든 정의를 배웠던 방식이기도 합니다. 독자 여러분께도 이 방법이 유용하기를 바랍니다.







관례와 표기법


이 부분에서는 다소 낯선 표기법과 정의 몇 가지를 설명하고, 성가신 문제들(”0은 자연수인가?”)을 이번 기회에 확실히 정리합니다. 이들 대부분은 ”전문가를 위한 참고 사항”이므로, 이해가 되지 않는다면 지금 당장은 걱정하지 않아도 될 것입니다.




사용된 표기법의 전체 용어집은 부록에서 찾아보실 수 있습니다.





자연수는 양수입니다


집합 ℕ은 양의 정수의 집합이며, 0은 포함하지 않습니다. 집합론 장들에서는 책의 나머지 부분과의 일관성을 위해 대신 ω={0,1,…}를 사용합니다.







집합과 동치 관계


이는 전문가를 위한 상기용으로 간략히 서술한 것입니다. 자세한 내용은 Appendix C를 참고하십시오.




집합 X 위의  동치 관계란 대칭적, 반사적, 추이적인 관계 ∼를 말합니다. 동치 관계는 X를 여러 개의  동치류로 분할합니다. 이를 X/∼로 표기하겠습니다. 그러한 동치류의 원소를 그 동치류의  대표원이라고 합니다.




저는 ”동형사상” 유형의 관계(formally: 어떤 적절한 범주에서 동형사상인 관계)에는 항상 ≅를 사용합니다. 냅킨에서 ≃가 쓰이는 유일한 경우는 호모토픽 경로에 대해서입니다.




저는 일반적으로 ⊆와 ⊊를 사용하는데, ⊂와 달리 이들은 모호하지 않기 때문입니다. ⊂는 등호가 성립하지 않는다는 것이 명백하지만 이를 굳이 밝히면 오히려 산만해지는 드문 경우에만 사용합니다. 예를 들어, ”ℚ⊊ℝ”는 산만하기 때문에 저는 ℚ⊂ℝ로 씁니다.




저는 S−T보다 S∖T를 선호합니다.




S의 멱집합(즉, S의 부분집합들의 집합)은 2S 또는 𝒫(S)로 표기됩니다.







함수


이는 전문가를 위한 상기용으로 간략히 서술한 것입니다. 자세한 내용은 Appendix C를 참고하십시오.




X→𝑓Y를 함수라고 합시다:


	•

fpre(T)란  원상을 의미합니다




	
	fpre(T)≔{x∈X∣f(x)∈T}.
	





이는 세상 다른 곳에서 쓰이는 f−1(T)와 대조되는데, 저는 f−1를 오직 역함수에만 사용합니다.




표기의 남용으로, fpre({y})를 fpre(y)로 줄여 쓸 수 있습니다. fpre(y)를  올이라고 부릅니다.




	•

fimg(S)란  상(image)을 의미합니다




	
	fimg(S)≔{f(x)∣x∈S}.
	





세상의 거의 모든 사람들은 f(S)를 사용합니다(다만 f[S]도 어느 정도 쓰이며, 논리학에서는 f′′(S)가 자주 사용됩니다). 하지만 이는 표기법의 남용이며, 저는 강조를 위해 fimg(S)를 선호합니다. 이 상(image) 표기법은 표준이 아닙니다.




	•

S⊆X라면, f의 S로의  제한은 f↾S로 표기하며, 즉 이것은 함수 f↾S:S→Y입니다.




	•

때로는 함수 f:X→Y가 단사이거나 전사일 수 있습니다. 이를 강조하기 위해 각각 f:X↪Y 또는 f:X↠Y로 쓰기도 합니다.












순열의 순환 표기법


또한 유한 집합 위의 순열은 https://en.wikipedia.org/wiki/Permutation#Cycle_notation에 설명된 것과 같은 순환 표기법으로 나타낼 수 있습니다. 예를 들어 표기 (1234)(567)은 1↦2, 2↦3, 3↦4, 4↦1, 5↦6, 6↦7, 7↦5인 순열을 가리킵니다. 이 표기법의 사용은 대체로 문맥상 명확할 것입니다.







환


별도로 명시하지 않는 한 모든 환은 곱셈 항등원 1을 가집니다. 일반적인 환에서는 0=1을 허용하지만, 정역에서는 허용하지 않습니다.




별도의 언급이 없는 한 모든 환은 가환환입니다. 코호몰로지 환을 다루는 장에서만 사용되는, 가환이 아닌 환에 이름을 붙이기 위한 정교한 스킴이 있습니다:







	
	등급
	등급이 없음





	1이 필요하지 않음
	등급 유사환
	유사환



	반가환, 1이 필요하지 않음
	반가환 유사환
	해당 없음



	1을 가짐
	등급환
	해당 없음



	1을 갖는 반가환
	반가환환
	해당 없음



	1을 갖는 가환
	가환 등급환
	환








반면 대수는 항상 1을 가지지만, 가환일 필요는 없습니다.







선택


저희는 선택 공리를 받아들이며, 이를 자유롭게 사용합니다.









더 읽을거리


부록 Appendix A에는 제가 좋아하는 자료 목록과 각 장에 대해 제가 내린 교육학적 선택에 대한 설명이 담겨 있습니다. 꼭 한번 살펴보시기를 권합니다.




특히, 이곳이 바로 여러분이 더 읽을거리를 찾아야 할 곳입니다! Napkin에서 다루어져야 하지만 저의 무지나 게으름으로 인해 다루어지지 않은 주제들이 있습니다. 이 부록에 제공된 참고 문헌들이 저의 누락을 부분적으로나마 만회하는 데 도움이 되기를 바랍니다.
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0.1 기초



	I.

시작하기.

첫 번째 부에는 대수학과 위상수학이 조금씩 다 들어가야 한다는 설계상의 결정을 내렸습니다: 그래서 이 첫 번째 장은  군을 정의하는 것으로 시작하고, 두 번째 장은  거리 공간을 정의하는 것으로 시작합니다. 그 의도는 초심자들이 다소 다른 맥락에서 ”추가 구조를 가진 집합”의 두 가지 다른 예시를 보게 하고, 이러한 종류의 정의가 계속해서 반복해서 등장할 때를 대비해 최소한의 소양을 갖추게 하려는 것입니다.111특히, 군 동형사상을 본 뒤에 위상동형사상이 무엇인지 배우는 것이, 그리고 연속 사상을 본 뒤에 준동형사상이 무엇인지 배우는 것이 더 쉽다고 생각합니다.




	II.

기본 추상대수학.

대수학에 더 마음이 끌리는 사람은 그다음 더 다양한 종류의 대수적 구조로 파고들 수 있습니다:  군에 대한 몇 가지 추가 세부 사항, 그다음 ℤ, ℚ, ℝ, ℂ를 일반화할 수 있게 해줄  환과  체입니다. 그렇게 하여 대수학에 등장하는 온갖 다른 명사들에 익숙해지는 법을 배우게 되며, 전에는 이야기할 수 없었던 온갖 대상들의 세계가 열리게 됩니다.




우리는 또한 여러분이 알고 있을 법한 ℤ에서의 최대공약수를 일반화하는  아이디얼에 이르게 될 것입니다. 예를 들어, gcd(3,5)=1이므로 ℤ에서 모든 정수는 a,b∈ℤ에 대해 3a+5b의 형태로 쓸 수 있다는 것을 알고 있을 것입니다. 우리는 이 진술이 실제로는 아이디얼에 대한 진술, 즉 ”ℤ에서 (3,5)=1”이라는 것을 보게 될 것이고, 따라서 어떤 상황에서 이것이 일반화될 수 있는지, 예컨대 다항식으로 일반화될 수 있는지 이해하게 될 것입니다.




	III.

기본 위상수학.

더 해석학적으로 마음이 끌리는 사람은 대신 위상수학으로 넘어가 공간에 대해 더 배울 수 있습니다. 우리는 ”거리 공간”이 실제로는 너무 특수하며, 이른바  열린집합에 기반한  위상 공간을 다루는 것이 더 낫다는 것을 알게 될 것입니다. 그런 다음 여러분은 몇 가지 기하학적 아이디어의 싹이 트는 것을 보게 되고, 실해석학을 작동하게 만드는 강력한 개념인  콤팩트성이라는 정말 훌륭한 개념으로 마무리하게 됩니다.




지금 여러분을 유혹할 콤팩트성 응용의 한 예시입니다: 연속 함수 f:[0,1]→ℝ는 항상 최댓값을 달성합니다. (반면, x↦1/x로 정의된 f:(0,1)→ℝ는 그렇지 않습니다.) 우리는 그 이유가 [0,1]이 콤팩트하기 때문이라는 것을 보게 될 것입니다.












0.2 추상대수학



	IV.

선형대수학.

고등학교에서 선형대수학은 종종 정말 만족스럽지 않습니다. 여러분은 이 숫자들의 배열을 받고, 그것들은 별로 말이 되지 않는 방식으로 다루어집니다. 예를 들어, 행렬식은 마치 허공에서 나온 것처럼 보이는 여러 곱의 합으로 이루어진 이상하게 생긴 식으로 정의됩니다. 그것은 어디서 오는 것일까요? 왜 det(AB)=detAdetB가 그토록 기이한 공식으로 성립할까요?




자, 이 모든 것을 설명할 수 있다는 것이 밝혀집니다! 그 비결은 선형대수학을 행렬의 학문으로 생각하지 않고, 대신 선형 사상의 학문으로 생각하는 것입니다. 앞선 장들에서 우리는 ”풍부한 구조를 가진 집합”과 ”그 사이의 사상”을 이야기함으로써 훌륭한 일반화를 얻었다는 것을 보았습니다. 이번에 우리의 집합은  벡터 공간이고 우리의 사상은  선형 사상입니다. 우리는 행렬이 실제로는 선형 사상을 숫자의 배열로 적어 내는 하나의 방법일 뿐이라는 것을 알게 될 것이지만, ”본질적인” 정의를 사용함으로써 고등학교에서 배운 모든 이상한 공식들의 신비를 벗겨내고 그것들이 어디서 오는지 보여드리겠습니다.




특히, 우리는 열 계수가 행 계수와 같다는 것, 행렬식이 곱셈적이라는 것, 대각합이 대각 원소들의 합이라는 것의 쉬운 증명들을 보게 될 것입니다. 우리는 내적이 어떻게 작동하는지 보고, ”고유-”로 시작하는 모든 단어들을 배우게 될 것입니다. 벡터 공간에 익숙해지는 것만으로도 모든 큰 유행어들을 설명할 수 있음을 보여주는 푸리에 해석에 대한 보너스 장까지 있을 것입니다.




	V.

군에 대하여 더 알아보기.

여러분 중 몇몇은 군에 대해 더 관심이 있을 수 있는데, 이 장은 여러분에게 더 나아가 탐구할 방법을 제공할 것입니다. 이는  군의 작용에 대한 탐구로 시작하여, 모든 군을 분류하려는 시도를 가능하게 해주는 도구인  실로우 정리에 대해 조금 다룹니다.




	VI.

표현론.

G가 군이라면, 우리는 그것을 행렬로 구현함으로써, 즉 매입 G↪GLn(ℂ)을 고려함으로써 이해하려고 시도할 수 있습니다. 이것들은 G의  표현이라고 불립니다; 이것들은  기약 표현으로 분해될 수 있다는 것이 밝혀집니다. 놀랍게도 우리는 그것들 전부를 기본적으로 특징지을 수 있다는 것을 알게 될 것입니다: 그 결과는 짧으면서도 완전히 예상치 못한 것으로 밝혀집니다.




예를 들어, 우리는 주어진 유한군 G의 기약 표현이 유한개만 존재한다는 것을 알게 될 것입니다; 그것들을 V1, V2, …, Vr이라고 표시하면, 우리는 r이 G의 켤레류의 개수라는 것을, 그리고 더 나아가 다음이 성립한다는 것을 알게 될 것입니다




	
	|G|=(dimV1)2+⋯+(dimVr)2
	





이는 난데없이 튀어나옵니다!




이 부의 마지막 장은 여러분에게 몇 가지 예상치 못한 따름정리를 보여드릴 것입니다. 그중 하나는 다음과 같습니다: G를 유한군이라 하고 각 g∈G에 대해 변수 xg를 만듭니다. |G|×|G| 행렬 M은 (g,h)번째 원소를 변수 xg⋅h로 설정하여 정의됩니다. 그러면 이 행렬식은 인수분해된다는 것이 밝혀지며, 그 인수들은 위에서 설명한 Vi에 대응됩니다: dimVi번 나타나는 차수 dimVi의 기약 인수가 존재하게 됩니다.  프로베니우스 행렬식이라 불리는 이 결과는 표현론을 탄생시켰다고 전해집니다.




	VII.

양자 알고리즘.

 쇼어 알고리즘이 무엇인지 궁금했던 적이 있다면, 이 장에서는 지금까지 쌓아온 선형대수를 이용해 그것을 알려드립니다!












0.3 실해석학과 복소해석학



	VIII.

미적분학 101.

이 부에서는 거리 공간과 위상 공간에 대해 쌓아온 지식을 이용하여, 고등학교 미적분학에서 전형적으로 다루는 정의와 정리들을 짧고 엄밀하게 제시합니다. 즉,  극한,  급수,  도함수,  적분에 관해 여러분이 이미 보아온 거의 모든 것을 실제로 정의하고 증명합니다.




이것이 다소 벅차 보일 수 있지만, 사실 이 장을 시작할 즈음이면 어려운 작업은 이미 끝나 있습니다: 극한, 열린집합, 콤팩트성이라는 개념이 있으면 AP 미적분학에서 대충 넘어갔던 부분들을 손쉽게 처리할 수 있습니다. 따라서 대부분의 증명은 실제로 상당히 짧을 것입니다. 우리는 뒤로 물러앉아, 앞서 위상수학을 꼼꼼히 공부한 것에 대한 보상으로 모든 조각들이 서서히 맞춰지는 것을 지켜보게 됩니다.




그렇긴 하지만, 만약 잠시 의구심을 접어둘 의향이 있다면, 여기 나오는 미적분학의 정확한 세부 사항을 몰라도 다른 부의 대부분을 실제로 읽을 수 있으므로, 어떤 의미에서 이 부는 ”선택 사항”입니다.




	IX.

복소해석학.

 정칙 함수(복소미분가능 함수)는 지금까지 나온 것 중 거의 가장 좋은 것에 가깝다는 것이 밝혀집니다: 이들은 테일러 급수로 주어진다는 것이(즉, 본질적으로 다항식이라는 것이) 밝혀집니다. 이는 정칙 함수 ℂ→ℂ에 대해 비합리적일 만큼 좋은 결과들을 증명할 수 있게 해준다는 것을 의미합니다. 예를 들면


	–

이들은 단 몇 개의 입력값만으로 결정되고,




	–

이들의 등고선 적분은 모두 영이며,




	–

상수가 아닌 한 유계일 수 없다는 것 등입니다,




	–

….






이어서 정칙 함수의 몫과 같은  유리형 함수를 소개하고, 평면에 단순히 고리를 그려 그 위에서 적분함으로써 그 영점을 검출할 수 있음을 알게 됩니다: 여기서 유명한  유수 정리가 등장합니다. (연습 문제에서, 이것이 다른 방법으로는 계산할 수 없는 실적분을 계산하는 방법까지도 제공한다는 것을 보게 됩니다.)




	X.

측도론.

측도론은 적분의 업그레이드 버전입니다. 리만 적분은 여러 용도에서 실제로 충분하지 않습니다; 예를 들어, f가 유리수에서는 1이고 무리수에서는 0인 함수라면, 우리는 ∫01f(x)dx=0이기를 바라겠지만, 리만 적분은 이 함수 f를 다룰 수 없습니다.




르베그 적분은 일반적인 공간 Ω에 측도를 부여하여 이를  측도 공간으로 만듦으로써 이러한 문제들을 해결할 것입니다. 이를 통해 위 적분이 ”유리수는 측도가 0이다”라는 사실 때문에 실제로 0이 되는 더 풍부한 적분 이론을 전개할 수 있게 됩니다. 측도의 개발 자체도 하나의 성취인데, 왜냐하면 이는 넓이와 부피 같은 개념이 의미하는 바를 —ℝn뿐 아니라 어떤 공간에서든— 엄밀하고 완전하게 논할 방법을 개발했다는 뜻이기 때문입니다! 따라서 예를 들어 르베그 적분은 우리가 어떤  측도 공간 위에서든 함수를 적분할 수 있게 해줄 것입니다.




	XI.

확률 (작성 예정).

측도론의 도구들을 이용하여, 우리는  확률에 대해서도 엄밀한 정의를 제시하기 시작할 수 있습니다. 우리는  확률 변수가 실제로는 세계들의 측도 공간에서 ℝ로 가는 함수임을 알게 되며, 이는 그 확률에 대해 엄밀하게 이야기할 방법을 제공합니다. 그런 다음 우리는  큰 수의 법칙과  중심 극한 정리 같은 결과들을 진술하기도 쉽고 증명하기도 간단한 방식으로 실제로 서술하기 시작할 수 있습니다.




	XII.

미분기하학.

다변수 미적분학은 온갖 편도함수 때문에 종종 혼란스럽습니다. 하지만 선형대수에 대한 좋은 이해로 무장하면, 우리가 실제로 보고 있는 것은  전미분이라는 것을 알게 됩니다: 함수 f:ℝn→ℝ의 모든 점에서 우리는 편도함수라는 개념을 하나의 대상으로 담아내는 선형 사상 Df를 대응시킬 수 있습니다. 이렇게 설정하면,  미분 형식과  스토크스 정리의 버전들을 보게 될 것이며, 마침내 표기법 dx가 실제로 무엇을 의미하는지 알게 될 것입니다. 마지막으로, 다양체 일반에 대해서도 조금 이야기하겠습니다.












0.4 대수적 수론



	XIV.

대수적 정수론 I: 정수환.

왜 3+5는 3−5의 켤레일까요? 펠 방정식에서 사용되는 노름 ∥a+b5∥=a2−5b2이 왜 하필 곱셈적일까요? 왜 ℤ[i]에서는 소수로의 인수분해를 할 수 있는데 ℤ[−5]에서는 할 수 없을까요? 이 모든 질문과 그 이상이 이 부에서 답을 얻게 되는데, 이때 우리는 ℚ와 ℤ를 ℚ(5)와 ℤ[5] 같은 것들로 일반화한  수체에 대해 배우게 됩니다. 우리는 소 아이디얼로의 유일 인수분해가 성립함을, 여기에 실제로 곱셈적 노름이 관여하고 있음을, 그리고 그 밖의 것들을 알게 됩니다. 또한 펠 방정식이 이 이론으로부터 자연스럽게 도출됨을 보게 됩니다.




	XV.

대수적 정수론 II: 갈루아 이론과 분기 이론.

이제 거창한 유행어들이 모두 등장합니다:  갈루아 군,  프로베니우스, 그리고 그 친구들 말입니다. 이차 상호법칙이 프로베니우스 원소의 거동이 드리우는 그림자에 불과함을 보게 될 것이고, a(modn) 꼴인 소수의 무한성에 관한 디리클레 정리를 크게 일반화하는  체보타레프 밀도 정리를 만나게 됩니다. 마지막 부분에서는  유체론의 위대한 결과 중 하나인  아르틴 상호법칙을 서술하고, 이것이 이차 상호법칙과 삼차 상호법칙을 어떻게 일반화하는지도 다룰 것입니다.












0.5 대수적 위상수학



	XVI.

대수적 위상수학 I: 호모토피.

환형(annulus)과 원판의 차이는 무엇일까요? 물론 둘 중 하나에는 ”구멍”이 있지만, 순수하게 내재적인 위상 공간만 주어졌을 때 이 개념을 정확히 규정하기는 어렵습니다.  기본군 π1(X)와 더 일반적인  호모토피 군은 이를 정확하게 만들어 줍니다 — 공간 안에 올가미를 던져 넣고 그것을 다시 감아 들일 수 있는지를 살펴봄으로써, 공간에 구멍이 있다는 발상을 포착하는 아벨 군 π1(X)를 모든 위상 공간 X에 대해 정의하는 방법을 찾아낼 것입니다.




놀랍게도 기본군 π1(X)는 온건한 조건 하에서 소위  피복 사영이라는 방식으로 X를 덮는 방법들을 알려줍니다. 하나의 그림은 실직선 ℝ을 나선 모양으로 감아서 원 S1 위로 사영하는 것입니다. 이는 π1(S1)=ℤ라는 사실에 대응함이 밝혀질 것입니다. 더 일반적으로 π1(X)의 부분군들은 공간 X를 덮는 방법들과 전단사 관계에 있게 됩니다!




	XVII.

범주론.

체, 군, 다양체, 거리 공간, 측도 공간, 가군, 표현, 환, 위상 공간, 벡터 공간은 서로 무슨 공통점이 있을까요? 답: 이들은 모두 ”추가 구조를 지닌 대상”이며, 그 사이에 사상들이 있다는 것입니다.




범주라는 개념은 이 모든 것을 적절하게 일반화합니다. 온갖 종류의 구성과 발상이 범주라는 틀 안으로 추상화될 수 있음을 보게 될 것인데, 이 틀에서는 대상들이 정확히 무엇인지를 굳이 깊이 파고들지 않고, 오직 대상들과 그 사이의 화살표들만을 생각합니다. 그 결과로 많은  가환 도식을 그리게 됩니다.




예를 들어, 한 범주의 대상을 취해 다른 범주의 대상을 얻는 방법(예컨대 위에서 나온 π1처럼, 공간의 범주에서 군의 범주로 가는 경우)은 대개  함자일 것입니다. G×H, X×Y, R×S, 그리고 × 기호가 들어간 그 무엇이든 곱의 개념으로 통합하고, 그런 다음 훨씬 더 일반적으로  극한으로 통합할 것입니다. 마지막 부분에서는  아벨 범주에 관해 이야기하고, 유명한  뱀 보조정리,  다섯 보조정리 등에 대해서도 다룹니다.




	XVIII.

대수적 위상수학 II: 호몰로지.

범주론의 언어를 사용하여, 우리는 대수적 위상수학에서의 모험을 다시 이어가는데, 여기서 정의를 내리는 데는 더 오래 걸리지만 실제로 계산하기는 더 쉬운 방식으로 공간의 구멍을 알아채는 또 다른 방법을 주는  호몰로지 군을 정의합니다. 그런 다음 이 구성을 뒤집어서, 공간을 구별하는 데 훨씬 더 섬세한 불변량을 주는 소위  코호몰로지 환을 얻을 것입니다.












0.6 대수기하학



	XIX.

대수기하학 I: 고전적 다양체.

우리는 고전적인  복소 다양체에 대한 고전적인 연구, 즉 ℂ 위에서 다항 방정식들의 교집합에 대한 연구로부터 시작합니다. 이는 자연스럽게 우리를 환의 기하학으로 이끌어, 아이디얼을 그림으로 그리는 방법을 제공하고  힐베르트 영점정리에 동기를 부여합니다.  자리스키 위상이 그 모습을 드러낼 것이며, 그 후 우리는  사영 다양체와  유사사영 다양체를 가지고 놀아볼 것이고, 덤으로  Bézout의 정리로 잠시 우회할 것입니다. 이 모든 것이 스킴으로의 여정을 위한 준비가 됩니다.




	XX.

대수기하학 II: 아핀 스킴.

이제 우리는 진지하게 그로텐디크의  아핀 스킴 정의로 파고듭니다: 이는 우리의 고전적인 다양체를 일반화한 것으로, 임의의 환 A에서 시작하여 그 위에 공간 SpecA를 구성할 수 있게 해 줍니다. 우리는 여기에 자체의 자리스키 위상을 부여한 다음 그 위에 함수들의 층을 부여하여  국소 환 달린 공간으로 만들 것이며, 이 층이 그 위의  국소화의 관점에서 효과적으로 이해될 수 있음을 알게 될 것입니다. 우리는 가환대수학의 언어가 기하학적으로 벌어지는 일을 우아하게 일반화해 줌을 알게 될 것입니다: 소 아이디얼은 기약 닫힌집합에, 근기 아이디얼은 닫힌집합에, 극대 아이디얼은 닫힌 점에 대응하는 식입니다. 이를 뒷받침하기 위해 공간과 예시들의 그림을 많이 그릴 것입니다.












0.7 집합론



	XXI.

집합론 I: ZFC, 순서수, 그리고 기수.

 러셀의 역설은 왜 그렇게 큰 문제이며 어떻게 해결될까요? 다들 계속 이야기하는 이  초른의 보조정리란 무엇일까요? 이 부분에서는  체르멜로-프랭켈 공리와  선택 공리를 실제로 서술함으로써, 수학이 맨 밑바닥 토대에서부터 공리적으로 어떻게 세워지는지 그 세부 사항으로 파고들어 이러한 질문들에 대한 답을 배울 것입니다.  순서수와  기수를 만나고, 이들을 가지고  초한 귀납법을 수행하는 법을 배울 것입니다.




	XXII.

집합론 II: 모형 이론과 강제법.

 연속체 가설은 자연수의 크기와 실수의 크기 사이에 어떤 기수도 존재하지 않는다는 것을 말합니다. 이는 공리들과 독립적임이 증명되었습니다 — 증명할 수도 반증할 수도 없습니다. 그런 결과가 대체 어떻게 증명될 수 있었을까요? ZF 공리에 대한 이해를 바탕으로, 약간의  모델 이론을 전개한 다음  강제법을 사용하여 연속체 가설이 참인 우주의 모델과 거짓인 우주의 모델을 통째로 구성하는 방법을 보이겠습니다.













장 1 군


군은 고등 수학에서 가장 기본적인 구조 중 하나입니다. 이 장에서는 최소한의 내용만 다룰 것입니다: 군이 무엇인지, 그리고 두 군이 언제 같은지에 대해서만 설명하겠습니다.





1.1 군의 정의와 예시


대표적인 예: 정수의 덧셈군 (ℤ,+)과 순환군 ℤ/nℤ. 대부분의 군이 비가환적이라는 사실을 잊지 마십시오.




군은 두 가지 데이터로 구성됩니다: 집합 G와, 몇 가지 성질을 만족하는 결합적 이항 연산 ⋆입니다. 군의 정의를 적기 전에, 먼저 두 가지 예시를 들어 보겠습니다.





예제 1.1.1 (덧셈 정수).


순서쌍 (ℤ,+)는 군입니다: ℤ={…,−2,−1,0,1,2,…}가 집합이고 결합적 연산은 덧셈입니다. 다음을 주목하십시오


	•

원소 0∈ℤ는 항등원입니다: 임의의 a에 대해 a+0=0+a=a입니다.




	•

모든 a∈ℤ는 덧셈에 대한 역원을 가집니다: a+(−a)=(−a)+a=0.






이 군을 ℤ라고 부릅니다.








예제 1.1.2 (0이 아닌 유리수).


ℚ×를 0이 아닌 유리수의 집합이라고 합시다. 순서쌍 (ℚ×,⋅)는 군입니다: 집합은 ℚ×이고 결합적 연산은 곱셈입니다.




여기서도 같은 두 가지 좋은 성질을 볼 수 있습니다.


	•

원소 1∈ℚ×는 항등원입니다: 임의의 유리수에 대해 a⋅1=1⋅a=a입니다.




	•

임의의 유리수 x∈ℚ×에 대해, 다음을 만족하는 역원 x−1가 존재합니다




	
	x⋅x−1=x−1⋅x=1.
	
















이로부터 여러분은 이미 군의 정의가 무엇인지 짐작하셨을 수도 있습니다.





정의 1.1.3.


군은 원소들의 집합 G와 G 위의 이항 연산 ⋆로 이루어진 순서쌍 G=(G,⋆)이며, 다음을 만족합니다:


	•

G는  항등원을 가지며, 보통 1G 또는 그냥 1로 표기하고, 다음 성질을 가집니다




	
	1G⋆g=g⋆1G=g모든 g∈G에 대하여.
	








	•

이 연산은  결합적입니다, 즉 임의의 a,b,c∈G에 대해 (a⋆b)⋆c=a⋆(b⋆c)입니다. 따라서 일반적으로 괄호를 생략하고 씁니다.




	•

각 원소 g∈G는  역원을 가지는데, 즉 다음을 만족하는 원소 h∈G가 존재합니다




	
	g⋆h=h⋆g=1G.
	

















비고 1.1.4 (중요하지 않은 세부 사항).


일부 저자는 ”닫힘” 공리를 추가하여, 즉 g⋆h∈G임을 명시적으로 언급하기도 합니다. 이는 ⋆가 G 위의 이항연산이라는 사실에서 이미 함축되지만, 아래의 예시들을 위해 유념할 가치가 있습니다.








비고 1.1.5.


⋆가 가환적일 것(a⋆b=b⋆a)은 요구되지 않습니다. 그래서 연산이 가환적이면 군이  아벨적이라고 하고, 그렇지 않으면  비아벨적이라고 합니다.








예제 1.1.6 (군이 아닌 예시).



	•

순서쌍 (ℚ,⋅)는 군이 아닙니다. (여기서 ℚ는 유리수입니다.) 항등원은 존재하지만, 원소 0∈ℚ는 역원을 가지지 않습니다.




	•

쌍 (ℤ,⋅) 또한 군이 아닙니다. (왜일까요?)




	•

Mat2×2(ℝ)을 2×2 실수 행렬의 집합이라 합시다. 그러면 (Mat2×2(ℝ),⋅) (여기서 ⋅은 행렬 곱셈)는 군이 아닙니다. 실제로, 항등 행렬이 있음에도 불구하고




	
	[1001]
	





우리는 여전히 이전과 같은 문제에 부딪힙니다: 영행렬은 곱셈에 대한 역원을 가지지 않습니다.




(집합에서 영행렬을 제거하더라도, 그 결과 구조는 여전히 군이 아닙니다: 선형대수학을 조금 아는 분들은 행렬식이 0인 행렬은 역원을 가질 수 없다는 사실을 기억하실 것입니다.)












예시를 계속 적어봅시다. 다음은 군의 아벨 예시를 더 든 것입니다:





예제 1.1.7 (복소수 단위원).


S1을 절댓값이 1인 복소수 z의 집합이라 합시다; 즉




	
	S1≔{z∈ℂ∣|z|=1}.
	





그러면 (S1,×)는 군입니다. 왜냐하면


	•

복소수 1∈S1이 항등원의 역할을 하고,




	•

각 복소수 z∈S1은 S1에 속하는 역원 1z을 가지는데, 이는 |z−1|=|z|−1=1이기 때문입니다.






한 가지 더 확인해야 할 것이 있습니다: z1×z2가 실제로 여전히 S1에 속한다는 것입니다. 하지만 이는 |z1z2|=|z1||z2|=1이라는 사실로부터 따라옵니다.








예제 1.1.8 (n을 법으로 하는 덧셈).


정수론에서 나오는 예시가 하나 있습니다: n>1을 정수라 하고, n을 법으로 하는 잉여(나머지)를 생각합시다. 이들은 덧셈에 대해 군을 이룹니다. 이를  위수 n의 순환군이라 부르고, ℤ/nℤ으로 표기하며, 원소는 0¯,1¯,…입니다. 항등원은 0¯입니다.








예제 1.1.9 (p를 법으로 하는 곱셈).


p를 소수라 합시다. p를 법으로 하는 0이 아닌 잉여를 생각하고, 이를 (ℤ/pℤ)×로 표기합니다. 그러면 ((ℤ/pℤ)×,×)는 군입니다.








질문 1.1.10.


왜 p가 소수라는 사실이 필요할까요?







(여담: ℤ/nℤ과 (ℤ/pℤ)×라는 표기법이 이상해 보일 수 있지만, 나중에 환과 아이디얼을 다룰 때 이해가 될 것입니다. 지금은 걱정하지 마십시오.)




다음은 비아벨 예시입니다:





예제 1.1.11 (일반 선형군).


n을 양의 정수라 합시다. 그러면 GLn(ℝ)은 행렬식이 0이 아닌 n×n 실수 행렬의 집합으로 정의됩니다. 이 조건 하에서는 실제로 모든 행렬이 역원을 가진다는 것이 밝혀지므로, (GLn(ℝ),×)는 군이 되며, 이를  일반 선형군이라 부릅니다.




(GLn(ℝ)이 ×에 대해 닫혀 있다는 사실은 이후 장에서 증명될 det(AB)=detAdetB라는 선형대수학의 사실로부터 따라옵니다.)








예제 1.1.12 (특수 선형군).


위 예시에 이어서, SLn(ℝ)을 행렬식이 정확히 1인 n×n 행렬의 집합이라 합시다. 다시금, 선형대수학적 이유로 (SLn(ℝ),×) 또한 군이 됨이 밝혀지며, 이를  특수 선형군이라 부릅니다.








예제 1.1.13 (대칭군).


Sn을 {1,…,n}의 순열들의 집합이라 합시다. 이 순열들을 {1,…,n}에서 자기 자신으로 가는 함수로 봄으로써, 순열의 합성을 생각할 수 있습니다. 그러면 쌍 (Sn,∘) (여기서 ∘는 함수 합성)도 군인데, 그 이유는


	•

항등 순열이 존재하고,




	•

각 순열은 역원을 가지기 때문입니다.






군 Sn은 n개 원소 위의  대칭군이라 불립니다.








예제 1.1.14 (이면체군).


D2n으로 표기되는  위수 2n의 이면체군은 정 n각형 A1A2…An의 대칭군으로, 회전과 반사를 포함합니다. 이는 다음 2n개의 원소로 이루어집니다




	
	{1,r,r2,…,rn−1,s,sr,sr2,…,srn−1}.
	





원소 r은 n각형을 2πn만큼 회전시키는 것에 해당하고, s는 직선 OA1을 기준으로 반사시키는 것에 해당합니다 (여기서 O는 다각형의 중심입니다). 따라서 rs는 ”반사한 다음 회전한다”는 것을 뜻합니다 (함수 합성과 마찬가지로, 오른쪽에서 왼쪽으로 읽습니다).




특히, rn=s2=1입니다. 또한 rks=sr−k임을 알 수 있습니다.







다음은 D10의 원소 몇 개를 그림으로 나타낸 것입니다.

[image: 도표]
여담: 이면체군 D12는 제가 가장 좋아하는 비아벨 군의 예시이며, “예시를 찾으시오…”와 같은 형태의 시험 문제에서 제가 가장 먼저 시도하는 군입니다.




더 많은 예시:





예제 1.1.15 (군의 곱).


(G,⋆)와 (H,∗)를 군이라 합시다. 다음과 같이  곱군(product group) (G×H,⋅)을 정의할 수 있습니다. 이 군의 원소는 순서쌍 (g,h)∈G×H가 됩니다. 그러면




	
	(g1,h1)⋅(g2,h2)=(g1⋆g2,h1∗h2)∈G×H
	





이 군의 연산입니다.








질문 1.1.16.


곱군의 항등원과 역원은 무엇입니까?








예제 1.1.17 (자명군).


흔히 0 또는 1로 표기되는  자명군(trivial group)은 항등원만을 가지는 군입니다. 저는 {1}이라는 표기를 사용하겠습니다.








연습문제 1.1.18.


다음 중 어느 것이 군입니까?


	(a)

홀수 분모를 가지는 (기약분수 형태의) 유리수 전체로, 연산은 덧셈입니다. (이는 n/1로 쓰이는 정수와 0=0/1을 포함합니다.)




	(b)

분모가 2 이하인 유리수 전체의 집합으로, 연산은 덧셈입니다.




	(c)

분모가 2 이하인 유리수 전체의 집합으로, 연산은 곱셈입니다.




	(d)

음이 아닌 정수 전체의 집합으로, 연산은 덧셈입니다.















1.2 군의 성질


대표적인 예: (ℤ/pℤ)×가 아마도 가장 좋을 것입니다.





표기의 남용 1.2.1.


이제부터는 군 (G,⋆)를 그냥 G라고 지칭하는 경우가 많을 것입니다. 또한 a⋆b를 그냥 ab로 줄여 쓰겠습니다. 아울러 연산 ⋆가 결합법칙을 만족하므로 불필요한 괄호는 생략하겠습니다: (ab)c=a(bc)=abc.








표기의 남용 1.2.2.


이제부터 임의의 g∈G와 n∈ℕ에 대해 다음과 같이 줄여 씁니다




	
	gn=g⋆⋯⋆g⏟n번.
	





또한 g−1가 g의 역원을 나타내도록 하고, g−n=(g−1)n으로 둡니다.







수학에서 흔한 주제 중 하나는, 특정 예시들을 염두에 두면서도 어떤 대상이 최소한의 성질만을 만족하도록 요구한 다음, 종이 위에서는 그 예시들을 잊어버리고 오직 그 성질만으로부터 최대한 많은 것을 유도해 보려 하는 것입니다. (수학 올림피아드 경험자라면 함수의 단 하나의 성질만 알아도 그 함수 전체가 결정되는 “함수 방정식”에 익숙할 것입니다.) 이제 여기서도 이를 시도해 보면서, 정의 1.1.3만을 알고서 우리가 무엇을 결론지을 수 있는지 살펴봅시다.




괌과 그 밖의 37개 주에서는 제가 이제 다음 명제를 진술하는 것이 법으로 정해져 있습니다.





사실 1.2.3.


G를 군이라 합시다.


	(a)

군의 항등원은 유일합니다.




	(b)

임의의 원소의 역원은 유일합니다.




	(c)

임의의 g∈G에 대해, (g−1)−1=g입니다.












증명.


이는 대체로 형식적인 조작에 불과하므로, 처음 읽을 때 건너뛰어도 괜찮습니다.


	(a)

1과 1′이 항등원이라면, 1=1⋆1′=1′입니다.




	(b)

h와 h′이 g의 역원이라면, 1G=g⋆h⟹h′=(h′⋆g)⋆h=1G⋆h=h입니다.




	(c)

자명하므로 생략합니다. ∎










이제 조금 더 유용한 명제를 서술합니다.





명제 1.2.4 (곱의 역원).


G가 군이고, a,b∈G라고 합시다. 그러면 (ab)−1=b−1a−1입니다.







증명.


직접 계산합니다. 다음이 성립합니다




	
	(ab)(b−1a−1)=a(bb−1)a−1=aa−1=1G.
	





마찬가지로, (b−1a−1)(ab)=1G 또한 성립합니다. 따라서 (ab)−1=b−1a−1입니다. ∎





마지막으로, 역원을 갖는다는 것이 왜 그토록 유용한지를 잘 보여주는 군에 관한 매우 중요한 보조정리를 서술하겠습니다.





보조정리 1.2.5 (왼쪽 곱셈은 전단사입니다).


G를 군이라 하고, g∈G를 하나 고릅시다. 그러면 x↦gx로 주어지는 사상 G→G는 전단사입니다.








연습문제 1.2.6.


단사성과 전사성을 직접 보임으로써 이를 확인하십시오. (이 단어들의 뜻을 모른다면 Appendix C를 참고하십시오.)








예제 1.2.7.


G=(ℤ/7ℤ)× (예제 1.1.9에서와 같이)라 하고 g=3을 고릅시다. 위의 보조정리는 사상 x↦3⋅x가 전단사임을 말해주며, 이를 명시적으로 확인할 수 있습니다:




	
	1
	⟼×33(mod7)
	





	
	2
	⟼×36(mod7)
	





	
	3
	⟼×32(mod7)
	





	
	4
	⟼×35(mod7)
	





	
	5
	⟼×31(mod7)
	





	
	6
	⟼×34(mod7).
	











이 사상이 단사라는 사실은 종종  소거 법칙이라 불립니다. (왜 그렇게 불리는지 생각해 보십시오.)





표기의 남용 1.2.8 (이후로는 항등원을 1 대신 0으로 표기하는 경우가 있습니다).


앞으로 몇 개의 장 동안은 이를 신경 쓰지 않아도 되지만, 지금 미리 언급해 두겠습니다. 지금까지의 예시 대부분에서는 연산 ⋆을 일종의 곱셈처럼 여겼으며, 그렇기 때문에 1=1G가 항등원에 대한 자연스러운 표기였습니다.




그러나 ℤ=(ℤ,+)처럼 연산 ⋆을 덧셈으로 여기는 군도 있는데, 이 경우에는 0=0G라는 표기가 오히려 더 자연스러울 수 있습니다. (일반적으로 연산이 +로 표기될 때는 그 연산이 거의 항상 가환입니다.) 나중에 환과 선형대수를 다룰 때 우리도 결국 이런 표기를 사용하기 시작할 것입니다.










1.3 동형사상


대표적인 예: ℤ≅10ℤ.




먼저, 두 군이 동형이라는 것이 무엇을 의미하는지 이야기해 보겠습니다. 다음 두 군을 생각해 봅시다


	•

ℤ=({…,−2,−1,0,1,2,…},+).




	•

10ℤ=({…,−20,−10,0,10,20,…},+).






이 두 군은 겉보기에는 ”다르지만”, 오직 표면적으로만 그러합니다 – 원소들의 이름만 다를 뿐이라고 말할 수도 있을 것입니다. 이것이 형식적으로 무엇을 의미할 수 있는지 잠시 생각해 보십시오.




구체적으로, 다음 사상은




	
	ϕ:ℤ→10ℤ에 의해x↦10x
	





군 연산을 보존하는, 바탕 집합들 사이의 전단사입니다. 기호로 표현하면,




	
	ϕ(x+y)=ϕ(x)+ϕ(y).
	





다시 말해, ϕ는 군의 구조를 바꾸지 않으면서 원소들의 이름을 재배정하는 방식입니다. 이는 (ℤ,+)와 (10ℤ,+)가 사실상 같은 것이라는 명백한 사실을 포착하기 위한 형식화에 지나지 않습니다.




이제 일반적인 정의를 내려 봅시다.





정의 1.3.1.


G=(G,⋆)와 H=(H,∗)를 군이라 합시다. 전단사 ϕ:G→H는 다음을 만족할 때  동형사상이라 불립니다




	
	ϕ(g1⋆g2)=ϕ(g1)∗ϕ(g2)모든 g1,g2∈G에 대하여.
	





G에서 H로의 동형사상이 존재하면, G와 H가  동형이라고 말하며 G≅H라고 씁니다.







이 정의에서 좌변 ϕ(g1⋆g2)는 G의 연산을 사용하는 반면 우변 ϕ(g1)∗ϕ(g2)는 H의 연산을 사용한다는 점에 유의하십시오.





예제 1.3.2 (동형사상의 예).


G와 H를 군이라 합시다. 다음과 같은 동형사상들이 있습니다.


	(a)

위에서와 같이 ℤ≅10ℤ입니다.




	(b)

다음과 같은 동형사상이 있습니다




	
	G×H≅H×G
	





사상 (g,h)↦(h,g)에 의해서입니다.




	(c)

항등사상 id:G→G는 동형사상이므로, G≅G입니다.




	(d)

ℤ 자기 자신으로의 또 다른 동형사상이 있습니다: 모든 x를 −x로 보내는 것입니다.













예제 1.3.3 (7을 법으로 하는 원시근).


자명하지 않은 예로, ℤ/6ℤ≅(ℤ/7ℤ)×임을 주장합니다. 전단사는




	
	ϕ(a mod 6)=3a mod 7.
	






	•

이 사상이 전단사임은 명시적 계산으로 확인됩니다:




	
	(30,31,32,33,34,35)≡(1,3,2,6,4,5)(mod7).
	





(엄밀히 말하면, 좀 더 정확하게는 30mod6=1 등으로 써야 할 것입니다.)




	•

마지막으로, 이 사상이 군 연산을 보존함을 확인해야 합니다. 다시 말해, ℤ/6ℤ의 연산은 덧셈인 반면 (ℤ/7ℤ)×의 연산은 곱셈이므로, ϕ(a+b)=ϕ(a)ϕ(b)임을 보이고자 합니다. 이는 단지 3a+bmod6≡3amod63bmod6(mod7)이라는 것이며, 이는 참입니다.













예제 1.3.4 (원시근).


더 일반적으로, 임의의 소수 p에 대해, p를 법으로 하는  원시근이라 불리는 원소 g∈(ℤ/pℤ)×가 존재하여 1,g,g2,…,gp−2가 p를 법으로 모두 서로 다릅니다. 위의 증명을 그대로 따라 하면 다음을 보일 수 있습니다




	
	ℤ/(p−1)ℤ≅(ℤ/pℤ)×모든 소수 p에 대하여.
	





위의 예는 p=7이고 g=3인 특수한 경우였습니다.








연습문제 1.3.5.


원시근의 존재성을 가정하고, 위와 같이 동형사상 ℤ/(p−1)ℤ≅(ℤ/pℤ)×를 확립하십시오.







≅가 동치 관계임을 보이는 것은 어렵지 않습니다(왜일까요?). 게다가, 우리는 실제로 군의 구조에만 관심이 있으므로, 두 군이 동형일 때 보통 같은 것으로 간주할 것입니다. 그래서 ”모든 군을 찾아라”와 같은 문구는 실제로는 ”동형사상까지 고려하여 모든 군을 찾아라”를 의미합니다.







1.4 군의 위수와 라그랑주 정리


대표적인 예: (ℤ/pℤ)×.




수학에서 흔히 그렇듯이, 우리는 ”위수(order)”라는 단어를 너무 많은 것에 사용합니다. 군에서는 위수에 대한 두 가지 개념이 있습니다.





정의 1.4.1.


G의  군의 위수는 G의 원소 개수입니다. 이를 |G|로 표시합니다. 위수는 ℤ에서처럼 유한하지 않을 수도 있다는 점에 유의하십시오. |G|가 유한할 때 G를  유한군이라고 말합니다.








예제 1.4.2 (군의 위수).


소수 p에 대해, |(ℤ/pℤ)×|=p−1입니다. 다시 말해, (ℤ/pℤ)×의 위수는 p−1입니다. 또 다른 예로, 대칭군 Sn의 위수는 n!이고 이면군 D2n의 위수는 2n입니다.








정의 1.4.3.


원소 g∈G의  원소의 위수는 gn=1G를 만족하는 가장 작은 양의 정수 n이며, 그러한 n이 존재하지 않으면 ∞입니다. 이를 ordg로 표시합니다.








예제 1.4.4 (위수의 예).


ℚ×에서 −1의 위수는 2인 반면, ℤ에서 1의 위수는 무한합니다.








질문 1.4.5.


원소가 여섯 개인 순환군 ℤ/6ℤ의 여섯 원소 각각의 위수를 구하십시오. (ℤ/6ℤ이 무엇을 뜻하는지 잊었다면 예제 1.1.8을 참고하십시오.)








예제 1.4.6 (원시근).


올림피아드 정수론을 알고 있다면, 이는 법 p에 대한 나머지의 위수 정의와 일치합니다. 그래서 여기서도 ”위수”라는 용어를 사용합니다. 특히, 원시근은 정확히 ordg=p−1을 만족하는 원소 g∈(ℤ/pℤ)×입니다.







xn≡1(modp)이면 x(modp)의 위수가 반드시 n을 나눈다는 사실도 알고 있을 것입니다. 정확히 같은 이유로 일반적인 군에서도 이와 같은 사실이 성립합니다.





사실 1.4.7.


gn=1G이면 ordg는 n을 나눕니다.







또한, 유한군의 모든 원소가 유한한 위수를 가짐을 보일 수 있습니다. 증명은 올림피아드식 비둘기집 논법에 불과합니다. 무한 수열 1G,g,g2,…를 생각하고, 같은 두 원소를 찾으십시오.





사실 1.4.8.


G를 유한군이라 합시다. 임의의 g∈G에 대하여, ordg는 유한합니다.







올림피아드 수학에서 알고 있는 (ℤ/pℤ)×의 마지막 성질은 무엇입니까? 페르마의 소정리가 있습니다: 임의의 a∈(ℤ/pℤ)×에 대하여, ap−1≡1(modp)입니다. 이는 우연이 아닙니다: 더 일반적인 설정에서도 정확히 같은 사실이 성립합니다.





정리 1.4.9 (위수에 대한 라그랑주 정리).


G를 임의의 유한군이라 합시다. 그러면 임의의 x∈G에 대하여 x|G|=1G입니다.







이 결과를 기억해 두십시오! 나중에 정리 3.4.1의 일반적인 형태로 증명하겠습니다.







1.5 부분군


대표적인 예: SLn(ℝ)은 GLn(ℝ)의 부분군입니다.




앞서 우리는 행렬식이 0이 아닌 n×n 행렬들인 GLn(ℝ)이 행렬 곱셈 아래 군을 이룸을 보았습니다. 그런데 GLn(ℝ)의 부분집합인 SLn(ℝ) 또한 같은 연산으로 군을 이룸도 보았습니다. 이러한 이유로 우리는 SLn(ℝ)이 GLn(ℝ)의 부분군이라고 말합니다. 그리고 이 정의는 여러분이 예상하는 바로 그 방식으로 일반화됩니다.





정의 1.5.1.


G=(G,⋆)를 군이라 합시다. G의  부분군은 정확히 여러분이 예상하는 그대로입니다: H가 G의 부분집합인 군 H=(H,⋆)입니다. H≠G이면 이를  진부분군이라 합니다.








비고 1.5.2.


군 G를 명시하려면, 집합 G가 무엇인지와 연산 ⋆가 무엇인지를 모두 알려드려야 했습니다. 그러나 주어진 군 G의 부분군 H를 명시하려면, 그 원소들이 무엇인지만 알려드리면 됩니다: H의 연산은 그저 G의 연산으로부터 물려받은 것이기 때문입니다.








예제 1.5.3 (부분군의 예).



	(a) 

2ℤ는 ℤ의 부분군이며, 이는 ℤ 자신과 동형입니다!




	(b) 

n개의 원소에 대한 대칭군 Sn을 다시 생각해 봅시다. T를 τ(n)=n을 만족하는 순열 τ:{1,…,n}→{1,…,n}들의 집합이라 합시다. 그러면 T는 Sn의 부분군입니다; 실제로, 이는 Sn−1과 동형입니다.




	(c) 

군 G×H(예제 1.1.15)와 원소들 {(g,1H)∣g∈G}를 생각해 봅시다. 이는 G×H의 부분군입니다(왜 그럴까요?). 실제로, 이는 동형사상 (g,1H)↦g에 의해 G와 동형입니다.













예제 1.5.4 (부분군의 뻔한 예).


임의의 군 G에 대하여, 자명군 {1G}와 군 전체 G는 G의 부분군입니다.







다음은 이후 장들에서 더 다룰 특히 중요한 예입니다.





예제 1.5.5 (한 원소로 생성되는 부분군).


x를 군 G의 한 원소라 합시다. 다음 집합을 생각해 봅시다




	
	⟨x⟩={…,x−2,x−1,1,x,x2,…}.
	





이 역시 G의 부분군이며, x로 생성되는 부분군이라고 합니다.








연습문제 1.5.6.


ordx=2015이면, 위 부분군은 무엇과 같습니까? ordx=∞이면 어떻습니까?







마지막으로, 부분군이 아닌 몇 가지 예를 제시합니다.





예제 1.5.7 (부분군이 아닌 예).


군 ℤ=(ℤ,+)을 생각해 봅시다.


	(a)

집합 {0,1,2,…}은 역원을 포함하지 않기 때문에 ℤ의 부분군이 아닙니다.




	(b)

집합 {n3∣n∈ℤ}={…,−8,−1,0,1,8,…}은 덧셈에 대해 닫혀 있지 않기 때문에 부분군이 아닙니다. 두 세제곱수의 합은 일반적으로 세제곱수가 아닙니다.




	(c)

공집합 ∅은 항등원이 없기 때문에 ℤ의 부분군이 아닙니다.















1.6 작은 위수의 군


그냥 재미로, 위수가 10 이하인 모든 군의 목록을 (물론 동형사상 아래에서) 여기 제시합니다.


	1.

위수 1인 유일한 군은 자명군입니다.




	2.

위수 2인 유일한 군은 ℤ/2ℤ입니다.




	3.

위수 3인 유일한 군은 ℤ/3ℤ입니다.




	4.

위수 4인 유일한 군들은 다음과 같습니다


	•

ℤ/4ℤ, 네 개의 원소로 이루어진 순환군,




	•

클라인 4원군이라 불리는 ℤ/2ℤ×ℤ/2ℤ입니다.









	5.

위수 5인 유일한 군은 ℤ/5ℤ입니다.




	6.

위수 6인 군들은 다음과 같습니다


	•

ℤ/6ℤ, 여섯 개의 원소로 이루어진 순환군입니다.




	•

S3, 세 원소의 치환군입니다. 이는 최초의 비아벨 군입니다.






여러분 중 일부는 ℤ/2ℤ×ℤ/3ℤ은 어디 있는지 궁금해할지도 모릅니다. 제가 할 말은 이것뿐입니다: 중국인의 나머지 정리입니다!




D6은 이 목록에서 어디에 있는지 궁금하실 수도 있습니다. 사실 이는 S3과 동형입니다.




	7.

위수 7인 유일한 군은 ℤ/7ℤ입니다.




	8.

위수 8인 군들은 더 많습니다.


	•

ℤ/8ℤ, 여덟 개의 원소로 이루어진 순환군입니다.




	•

ℤ/4ℤ×ℤ/2ℤ.




	•

ℤ/2ℤ×ℤ/2ℤ×ℤ/2ℤ.




	•

D8, 원소가 8개인 이면군이며, 아벨 군이 아닙니다.




	•

비아벨 군 Q8은 사원수군이라 불립니다. 이 군은 i2=j2=k2=ijk=−1을 만족하는 여덟 개의 원소 ±1, ±i, ±j, ±k로 이루어져 있습니다.









	9.

위수가 9인 군들은 다음과 같습니다.


	•

ℤ/9ℤ, 원소가 9개인 순환군입니다.




	•

ℤ/3ℤ×ℤ/3ℤ.









	10.

위수가 10인 군들은 다음과 같습니다.


	•

ℤ/10ℤ≅ℤ/5ℤ×ℤ/2ℤ (역시 중국인의 나머지 정리에 의합니다).




	•

D10, 원소가 10개인 이면군입니다. 이 군은 비아벨입니다.

















1.7 중요하지 않은 긴 여담


흔히 나오는 질문은 다음과 같습니다: 왜 하필 이런 공리들일까요? 예를 들어, 왜 결합법칙은 요구하면서 교환법칙은 요구하지 않을까요? 이 답은 이후에나 이해가 될 것 같지만, 도움이 될 만한 몇 가지 설명을 남겨 둡니다.




하나의 일반적인 발견법은 다음과 같습니다: 새로운 종류의 일반적 대상을 정의할 때마다 항상 균형을 맞추는 작업이 벌어집니다. 한편으로는 대상이 ”좋은” 성질을 갖도록 충분한 제약을 포함시키고 싶어 합니다. 다른 한편으로는, 제약을 너무 많이 포함시키면 정의가 너무 적은 대상에만 적용되게 됩니다.




그래서, 예를 들어, ”결합법칙”을 포함시키는 이유는 그렇게 하면 우리 삶이 편해지고, 우리가 마주치는 대부분의 연산이 결합법칙을 만족하기 때문입니다. 특히, 원소의 역원이 반드시 유일하려면 결합법칙이 필요합니다. 하지만 ”교환법칙”은 포함시키지 않는데, 이는 아래의 예시들이 우리가 관심을 갖는 비아벨 군이 많다는 것을 보여주기 때문입니다. (그러나 여전히 이를 추적하고 싶기 때문에 ”아벨”이라는 또 다른 이름을 도입합니다.)




또 다른 설명: 역원 공리에 대한 좋은 동기는 상당한 양의 대칭성을 얻을 수 있다는 것입니다. 예를 들어, 덧셈을 갖춘 양의 정수 집합은 군이 아닌데, 이는 3에서 6을 뺄 수 없기 때문입니다: 어떤 원소들은 다른 원소들보다 ”더 큽니다”. 역원이 존재하도록 요구함으로써 이 문제를 없앨 수 있습니다. (이를 위해서는 항등원도 필요합니다. 항등원 없이는 역원을 정의하기 어렵습니다.)




더욱 난해한 설명: 문제 1F은 군이 실은 대칭군의 그림자임을 보여줍니다. 이는 ”군은 매우 대칭적이다”라는 관념을 엄밀하게 만들어 줍니다.







1.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 1A.


다음 그림에서 농담은 무엇일까요? (출처: [14].)

[image: [Uncaptioned image]]

힌트. 위수.




풀이. 요점은 ♡가 군이고, G⊊♡가 부분군이며, G≅♡라는 것입니다. 이는 |♡|=∞일 때만 일어날 수 있습니다. 그렇지 않으면 진부분군은 원래의 군보다 엄밀하게 더 작은 크기를 가질 것입니다.










문제 1B.


G가 유한 아벨 군인 특수한 경우에 대해 위수에 관한 라그랑주 정리를 증명하십시오.


힌트. 보조정리 1.2.5을 사용하여 페르마의 소정리의 증명을 그대로 따라 해보십시오.




풀이. {g1,g2,…,gn}을 G의 원소들이라고 합시다. 임의의 g∈G에 대해, 이는 집합 {gg1,…,ggn}과 같습니다. 전체 곱을 취하고 교환법칙을 이용하면 gn⋅g1g2…gn=g1g2…gn을 얻으며, 따라서 gn=1입니다.










문제 1C.


D6≅S3이지만 D24≇S4임을 보이십시오.


힌트. 전자의 경우, 동형사상이 r과 s를 어디로 보내야 하는지 정하면 나머지는 자연스럽게 따라옵니다. 후자의 경우, 위수를 살펴보십시오.




풀이. r↦(123)과 s↦(12)로의 사상을 이용하면 D6≅S3임을 직접 확인할 수 있습니다. (우변은 순열의 순환 표기법에서 언급했던 ”순환 표기법”으로 쓰여 있습니다.) 반면 D24는 위수가 12인 원소를 갖지만 S4는 그렇지 않습니다.










문제 1D.


p를 소수라고 합시다. G가 위수 p인 군이면 G≅ℤ/pℤ임을 보이십시오.


힌트. 생성된 군.




풀이. G를 위수 p인 군이라 하고, 1≠g∈G라 합시다. g로 생성된 군 H를 살펴보고 라그랑주 정리를 사용하십시오.










문제 1E (케일리 정리에 대한 힌트).


D8과 동형인 S8의 부분군 H를 찾고, 그 동형사상을 명시적으로 쓰십시오.








문제 1F.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

G를 유한군이라 합시다.111다시 말해, 순열군은 임의로 이상해질 수 있습니다. 저는 이 정리를 처음 들었을 때 매우 당혹스러웠던 것으로 기억하지만, 돌이켜보면 그리 놀라운 일은 아닙니다. 다음을 만족하는 양의 정수 n이 존재함을 보이십시오.


	(a)

(케일리 정리) G는 대칭군 Sn의 어떤 부분군과 동형입니다.




	(b)

(표현론) G는 일반선형군 GLn(ℝ)의 어떤 부분군과 동형입니다. (이는 가역 n×n 행렬들로 이루어진 군입니다.)







힌트. n=|G|를 사용하십시오.




풀이. 아이디어는 각 원소 g∈G를 x↦gx에 의한 순열 G→G로 생각할 수 있다는 것입니다.










문제 1G.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

대칭군 Sn이 위수 2018인 이면군 D2018과 동형인 부분군을 갖도록 하는 가장 작은 정수 n을 찾으십시오.


힌트. 하한을 위해서는 위수를 고려하십시오(1009가 소수임에 유의하십시오). 상한을 위해서는 정1009각형을 고려하십시오.




풀이. 답은 n=1009입니다. 이 풀이는 1009가 소수라는 사실을 사용합니다.

더 작은 m이 불가능함을 보이려면, D2018이 소수인 1009의 위수를 가진 원소를 갖는다는 점에 유의하십시오. n<1009일 때 Sn은 이러한 위수를 가진 원소가 없으므로, n≥1009가 필요합니다.

n=1009로부터 구성을 제시하기 위해, D2018을 정1009각형의 대칭들로 생각할 수 있음에 유의하십시오. 정1009각형의 꼭짓점들을 S≔{1,2,…,1009}로 라벨링하면, D2018의 원소들은 S 위의 순열을 유도하며, 이렇게 얻어지는 순열들의 집합이 원하는 부분군입니다.










문제 1H (IMO SL 2005 C5).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

n개의 마커가 있으며, 각각 한쪽 면은 흰색이고 다른 쪽 면은 검은색입니다. 처음에 이 n개의 마커는 흰색 면이 모두 위를 향하도록 한 줄로 정렬되어 있습니다. 각 단계에서 가능하다면, 흰색 면이 위를 향한 마커(단, 가장 바깥쪽 마커는 제외) 하나를 선택하여 제거하고, 그 왼쪽에 가장 가까운 마커와 오른쪽에 가장 가까운 마커를 뒤집습니다.




n≡1(mod3)이면 마커가 두 개만 남는 상태에 도달하는 것이 불가능함을 증명하십시오. (실제로 그 역도 성립합니다.)


힌트. D6에서 영감을 얻으십시오.




풀이. www=bb, bww=wb, wwb=bw, bwb=ww가 성립합니다. 이를 D6의 원소로 해석하십시오.










문제 1I.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

p를 소수라 하고 F1=F2=1, Fn+2=Fn+1+Fn을 피보나치 수열이라 하십시오. F2p(p2−1)가 p로 나누어짐을 보이십시오.


힌트. 행렬식이 ±1인 p 법 2×2 행렬들의 군을 살펴봅시다.




풀이. 행렬식이 ±1인 (성분이 p를 법으로 하는 정수인) p를 법으로 하는 2×2 행렬들의 군 G를 살펴보십시오. g=[1110]이라 하고, 그런 다음 g|G|=1G를 사용하십시오.













장 2 거리 공간


이 글을 쓰는 시점에서, 저는 거리 위상이 점집합 위상을 동기부여하는 데 있어서나 일반적인 미적분학을 일반화하는 데 있어서나 도덕적으로 올바른 방법이라고 확신합니다.111또한, ”거리”는 발음하기 재미있는 단어이기도 합니다. 그러니 여기 제 최선의 시도를 소개합니다.




거리 공간의 개념은 매우 ”구체적”이어서 시각화하기가 쉽습니다. 따라서 이 장 전체에 걸쳐 여러분은 수렴하는 수열, 열린집합, 닫힌집합 등과 같은 새로운 대상들을 배우면서 많은 그림을 그려야 합니다.





2.1 거리 공간의 정의와 예시


대표적인 예: 유클리드 거리를 가진 ℝ2입니다.





정의 2.1.1.


거리 공간은 점들의 집합 M과  거리 d:M×M→ℝ≥0로 이루어진 순서쌍 (M,d)입니다. 이 거리 함수는 다음을 만족해야 합니다:


	•

임의의 x,y∈M에 대해, d(x,y)=d(y,x)가 성립합니다. 즉, d는 대칭입니다.




	•

함수 d는  양의 정부호여야 하는데, 이는 d(x,y)≥0이며 등호는 x=y일 때에만 성립함을 의미합니다.




	•

함수 d는  삼각 부등식을 만족해야 합니다: 모든 x,y,z∈M에 대해,




	
	d(x,z)+d(z,y)≥d(x,y).
	

















표기의 남용 2.1.2.


군의 경우와 마찬가지로, 우리는 (M,d)를 그냥 M으로 줄여 쓰겠습니다.








예제 2.1.3 (ℝ의 거리 공간).



	(a)

실수직선 ℝ은 거리 d(x,y)=|x−y| 아래에서 거리 공간을 이룹니다.




	(b)

구간 [0,1] 또한 동일한 거리 함수를 가진 거리 공간입니다.




	(c)

실제로, ℝ의 임의의 부분집합 S는 이러한 방식으로 거리 공간이 될 수 있습니다.













예제 2.1.4 (ℝ2의 거리 공간).



	(a)

우리는 유클리드 거리 함수를 부여함으로써 ℝ2를 거리 공간으로 만들 수 있습니다




	
	d((x1,y1),(x2,y2))=(x1−x2)2+(y1−y2)2.
	








	(b)

첫 번째 예시와 마찬가지로, ℝ2의 임의의 부분집합도 이를 물려받은 후에는 거리 공간이 됩니다. 단위 원판, 단위 원, 그리고 단위 정사각형 [0,1]2이 특별한 경우들입니다.













예제 2.1.5 (ℝ2 위의 택시 거리).


ℝ2 위에  택시 거리를 부여하는 것도 가능합니다:




	
	d((x1,y1),(x2,y2))=|x1−x2|+|y1−y2|.
	





지금으로서는, 우리는 더 자연스러운 유클리드 거리를 사용하겠습니다.








예제 2.1.6 (ℝn의 거리 공간).


위의 예시들을 쉽게 일반화할 수 있습니다. n을 양의 정수라고 합시다.


	(a)

점들이 n차원 유클리드 공간의 점들이고, 거리가 유클리드 거리인 거리 공간을 ℝn이라고 하겠습니다




	
	d((a1,…,an),(b1,…,bn))=(a1−b1)2+⋯+(an−bn)2.
	





이것이 바로 n차원  유클리드 공간입니다.




	(b)

열린  단위 공球Bn은 x12+⋯+xn2<1을 만족하는 점 (x1,…,xn)들로 이루어진 ℝn의 부분집합입니다.




	(c)

단위 구면 Sn−1은 x12+⋯+xn2=1을 만족하는 점 (x1,…,xn)들로 이루어진 ℝn의 부분집합이며, 유도된 거리를 갖습니다. (위첨자 n−1은 Sn−1이 n차원 공간 안에 있음에도 불구하고 n−1차원 공간임을 나타냅니다.) 예를 들어, S1⊆ℝ2는 단위원이며, 두 점 사이의 거리는 그 두 점을 잇는 현의 길이입니다. 이를 단위 공球 Bn의 “경계”로 생각할 수도 있습니다.













예제 2.1.7 (함수 공간).


M을 연속함수 f:[0,1]→ℝ의 공간으로 두고, 거리를 d(f,g)=∫01|f−g|dx로 정의할 수 있습니다. (d(f,g)=0이 f=g를 함의함을 확인하는 데는 다소 작업이 필요하지만, 지금은 그것을 걱정하지 않겠습니다.)







다소 더 병적인 예를 하나 살펴보겠습니다.





예제 2.1.8 (이산 공간).


S를 (유한이든 무한이든) 임의의 점들의 집합이라 합시다. 다음과 같이 선언함으로써 S를  이산 공간으로 만들 수 있습니다




	
	d(x,y)={1x≠y일 때0x=y일 때.
	





|S|=4이면 이 공간을 ℝ3 안에 있는 정사면체의 꼭짓점들로 생각할 수 있습니다. 하지만 S가 더 커지면 시각화하기가 그리 쉽지 않습니다…








예제 2.1.9 (그래프는 거리 공간입니다).


임의의 연결된 단순 그래프 G는 두 정점 사이의 거리를 그 둘 사이의 그래프 이론적 거리로 정의함으로써 거리 공간으로 만들 수 있습니다. (이산 거리는 G가 S 위의 완전 그래프인 특수한 경우입니다.)








질문 2.1.10.


이산 공간에서의 거리와 연결된 그래프에서의 거리에 대해 거리 공간의 조건을 확인해 보십시오.








표기의 남용 2.1.11.


이제부터는 유클리드 거리를 갖는 ℝn을 그냥 ℝn이라고 부르겠습니다. 또한, 유도된 거리를 갖는 부분집합 S⊆ℝn에 대해 거리 공간을 취하고자 할 때는 그냥 S라고 쓰겠습니다.










2.2 거리 공간에서의 수렴


대표적인 예: ℝ에서의 수열 1n (n=1,2,…에 대해).




두 점 사이의 거리를 말할 수 있으므로, 점들의 수열이 수렴한다는 것이 무엇을 의미하는지도 말할 수 있습니다. 이는 절댓값을 거리 함수로 대체한 전형적인 엡실론-델타 정의와 동일합니다.





정의 2.2.1.


(xn)n≥1을 거리 공간 M 안의 점들의 수열이라 합시다. 다음 조건이 성립하면 xn이 x로  수렴한다고 말합니다: 모든 ε>0에 대해, (ε에 의존하는) 정수 N이 존재하여 n≥N인 모든 n에 대해 d(xn,x)<ε가 성립합니다. 이는




	
	xn→x
	





로 쓰거나, 더 풀어서




	
	limn→∞xn=x.
	





로 씁니다. 수열이 M 안의 한 점으로 수렴하면 그 수열이 M에서  수렴한다고 말합니다.







이 정의가 여러분이 직관적으로 갖고 있는 “수렴한다”는 개념과 일치하는지 확인해 보아야 합니다.





표기의 남용 2.2.2.


모(母)공간 M이 명확한 경우, “M에서 수렴한다”를 그냥 “수렴한다”로 줄여 쓰도록 하겠습니다. 하지만 수렴은 모공간에 상대적으로 정의된다는 점을 명심해야 합니다. 즉, 수열이 수렴하려면 공간의 “극한”이 실제로 M 안의 한 점이어야 합니다.







[image: 도표]




예제 2.2.3.


수열 x1=1, x2=1.4, x3=1.41, x4=1.414, …을 생각해 봅시다.


	(a)

이를 ℝ에서의 수열로 보면, 2로 수렴합니다.




	(b)

하지만 각 xi가 ℚ 안에 있음에도 불구하고, 이 수열을 ℚ에서의 수열로 볼 때는 수렴하지 않습니다!













질문 2.2.4.


이산 거리 공간에서 수렴하는 수열은 무엇입니까?










2.3 연속 사상


미적분학에서 함수가 연속이라는 것이 무엇을 의미하는지 배운 적이 있을 것입니다(적어도 들어는 보았을 것입니다). 아마 다음과 같은 형태였을 것입니다


함수 f:ℝ→ℝ가 점 p∈ℝ에서 연속이라는 것은, 모든 ε>0에 대해 |x−p|<δ⟹|f(x)−f(p)|<ε를 만족하는 δ>0가 존재함을 의미합니다.







질문 2.3.1.


거리 공간에 대한 대응되는 정의가 무엇일지 짐작할 수 있습니까?







우리가 해야 할 일은 절댓값을 더 일반적인 거리 함수로 바꾸는 것뿐입니다. 이렇게 하면 임의의 함수 M→N에 대한 연속성의 정의를 얻게 됩니다.





정의 2.3.2.


M=(M,dM)과 N=(N,dN)을 거리 공간이라고 합시다. 함수 f:M→N이 점 p∈M에서  연속이라는 것은, 모든 ε>0에 대해 다음을 만족하는 δ>0가 존재함을 의미합니다.




	
	dM(x,p)<δ⟹dN(f(x),f(p))<ε.
	





더 나아가, 함수 f 전체가 연속이라는 것은 모든 점 p∈M에서 연속임을 의미합니다.







군의 동형사상을 정의할 때와 마찬가지로, 한 조건에는 M의 거리를, 다른 조건에는 N의 거리를 사용한다는 점에 주목하십시오.




이러한 일반화가 좋은 이유는 ℝ에서의 연속성 논증을 ℂ와 같은 더 일반적인 공간으로 어떻게 옮길 수 있는지를 즉시 알려주기 때문입니다. 그럼에도 불구하고 이 정의는 실수(엡실론과 델타)를 광범위하게 사용하기 때문에 다루기에 다소 번거롭습니다. 다음은 이와 동치인 조건입니다.





정리 2.3.3 (점렬 연속성).


거리 공간의 함수 f:M→N이 점 p∈M에서 연속인 것은 다음 성질이 성립하는 것과 동치입니다: M에서 p로 수렴하는 모든 수열 x1, x2, … 에 대해, N에서 수열 f(x1), f(x2), … 가 f(p)로 수렴합니다.








증명.


한쪽 방향은 그리 어렵지 않습니다:






연습문제 2.3.4.


ε-δ 연속성이 각 점에서의 점렬 연속성을 함의함을 보이십시오.







역으로, f가 p에서 ε-δ 연속이 아니면 수렴을 보존하지 않음을 증명하겠습니다.




f가 p에서 연속이 아니라면, ”나쁜” ε>0이 존재하며, 이를 이제 고정된 것으로 간주합니다. 그러면 δ=1/n을 선택할 때마다, p로부터 δ 이내에 있지만 f(p)로부터 ε보다 더 멀리 사상되는 어떤 점 xn이 존재해야 합니다. 그러나 그러면 수열 xn은 p로 수렴하는데, f(xn)은 항상 f(p)로부터 적어도 ε만큼 떨어져 있으므로 모순입니다. ∎






순차 연속성의 유용함을 보여주는 응용 예시입니다:





명제 2.3.5 (연속함수의 합성은 연속입니다).


f:M→N과 g:N→L을 거리 공간 사이의 연속 사상이라고 합시다. 그러면 이들의 합성 g∘f는 연속입니다.







증명.


수열을 사용하면 정말 간단합니다: p∈M을 임의로 잡고 M에서 xn→p라고 합시다. 그러면 N에서 f(xn)→f(p)이고, L에서 g(f(xn))→g(f(p))이므로, 증명 완료입니다. ∎






질문 2.3.6.


M을 임의의 거리 공간, D를 이산 공간이라고 합시다. 사상 f:D→M은 언제 연속입니까?










2.4 위상동형사상


대표적인 예: 단위원 S1은 단위정사각형의 경계와 위상동형입니다.




우리는 언제 두 군을 같다고 여깁니까? 답: 그 사이에 구조를 보존하면서 전단사이기도 한 사상이 존재할 때입니다. 거리 공간에서도 정확히 같은 방식으로 하되, ”구조를 보존한다”를 ”연속이다”로 바꿉니다.





정의 2.4.1.


M과 N을 거리 공간이라고 합시다. 함수 f:M→N이  위상동형사상이라는 것은, 이것이 전단사이고 f:M→N과 그 역사상 f−1:N→M이 모두 연속임을 의미합니다. 이때 M과 N은  위상동형이라고 합니다.







말할 필요도 없이, 위상동형은 동치 관계입니다.




f−1도 연속이어야 한다는 조건이 요구되는 것에 놀랄 수도 있습니다. 이유는 다음과 같습니다: ϕ가 군의 동형사상이면 ϕ−1도 군 연산을 보존하므로 ϕ−1 자체가 동형사상임을 보일 수 있습니다. 연속 전단사에 대해서는 이것이 성립하지 않으며, 바로 이 때문에 새로운 조건이 필요합니다.





예제 2.4.2 (위상동형사상 ≠ 연속 전단사).



	(a)

[0,1)에서 원으로 가는 연속 전단사, 이 존재하지만, 이것은 연속인 역사상을 갖지 않습니다.




	(b)

M을 크기가 |ℝ|인 이산 공간이라고 합시다. 그러면 연속 함수 M→ℝ이 존재하지만, 이는 확실히 연속인 역사상을 갖지 않습니다.












이것이 위상수학자의 ”같음”에 대한 정의라는 점에 유의하십시오 – 위상동형사상은 ”연속적인 변형”입니다. 몇 가지 예시가 있습니다.





예제 2.4.3 (위상동형사상의 예시).



	(a)

임의의 공간 M은 항등 사상을 통해 자기 자신과 위상동형입니다.




	(b)

옛말에 이르길: 도넛(원환면)은 커피잔과 위상동형입니다. (들어본 적이 없다면 찾아보십시오.)




	(c)

단위원 S1은 단위 정사각형의 경계와 위상동형입니다. 적절한 스케일링을 거친 후, 둘 사이의 전단사 하나는 다음과 같습니다:
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예제 2.4.4 (단위원 위의 거리함수).


S1 위의 우리의 거리함수가 ℝ2로부터 물려받은 것, 즉 원 위의 두 점 사이의 거리가 현의 길이로 정의된 것이었다는 사실이 이상하게 느껴졌을 수 있습니다. 두 점을 잇는 더 짧은 호의 길이를 사용하는 것이 더 합리적이지 않았을까요?




사실 어느 쪽이든 상관없습니다: S1에 ”현” 거리함수와 ”호” 거리함수를 부여하여 생각하면, 둘 사이의 사상이 연속이므로 서로 위상동형인 두 공간을 얻습니다.




일반적인 n에 대한 Sn−1에 대해서도 마찬가지입니다.








예제 2.4.5 (위상동형사상은 실제로 크기를 보존하지 않는다).


놀랍게도, 열린 구간 (−1,1)은 실수선 ℝ과 위상동형입니다! 전단사 하나는 다음과 같이 주어집니다




	
	x↦tan(xπ/2)
	





그 역함수는 t↦2πarctan(t)로 주어집니다.




(−1,1)은 ℝ과 그다지 닮아 보이지 않으므로 이는 놀랍게 느껴질 수 있습니다; 전자는 ”유계”인 반면 후자는 ”비유계”입니다.










2.5 확장된 예시/정의: 곱 거리함수


대표적인 예: ℝ×ℝ은 ℝ2입니다.




이후에 등장할 확장된 예시가 여기 있습니다. M=(M,dM)과 N=(N,dN)을 거리 공간이라 합시다 (예를 들어 M=N=ℝ). 우리의 목표는 M×N 위에 거리 공간을 정의하는 것입니다.




i=1,2에 대해 pi=(xi,yi)∈M×N이라 합시다. 점들의 집합 M×N 위에서 다음 거리함수들을 생각해 봅시다:




	
	d최댓값(p1,p2)
	≔max{dM(x1,x2),dN(y1,y2)}
	





	
	d유클리드(p1,p2)
	≔dM(x1,x2)2+dN(y1,y2)2
	





	
	d택시(p1,p2)
	≔dM(x1,x2)+dN(y1,y2).
	





이들 모두 좋은 후보입니다. 우리가 어느 것을 사용하든 상관없다는 것을 곧 확인할 것입니다:





연습문제 2.5.1.


다음을 확인하십시오




	
	d최댓값(p1,p2)≤d유클리드(p1,p2)≤d택시(p1,p2)≤2d최댓값(p1,p2).
	





이를 이용하여, 세 거리함수 중 어느 것을 부여하더라도 얻어지는 거리 공간들이 위상동형이며, 그 위상동형사상은 단지 항등 사상임을 보이십시오.








정의 2.5.2.


따라서 우리는 보통 M×N 위의 거리함수를 그냥 그 거리함수라 부르며, 이를  곱 거리함수라 합니다. 세 거리함수 중 어느 것을 선택하는지는 중요하지 않을 것입니다.








예제 2.5.3 (ℝ2).


M=N=ℝ이면, 우리는 유클리드 평면인 ℝ2를 얻습니다. 거리함수 d유클리드는 우리가 처음 시작한 것이지만, 나머지 두 거리함수 중 어느 것을 사용해도 마찬가지로 잘 작동합니다.







곱 거리함수는 수열의 수렴과 잘 어울립니다.





명제 2.5.4 (곱 거리함수에서의 수렴은 성분별로 이루어진다).


(xn,yn)→(x,y)인 것과 xn→x이고 yn→y인 것은 동치입니다.







증명.


d최댓값((x,y),(xn,yn))=max{dM(x,xn),dN(y,yn)}이며, n→∞일 때 이 값이 0에 수렴하는 것은 dM(x,xn)→0이고 dN(y,yn)→0인 것과 동치입니다. ∎





이것의 응용 하나를 살펴봅시다:





명제 2.5.5 (덧셈과 곱셈은 연속입니다).


덧셈과 곱셈 사상은 연속 사상 ℝ×ℝ→ℝ입니다.







증명.


곱셈의 경우: 임의의 n에 대해 다음이 성립합니다




	
	xnyn
	=(x+(xn−x))(y+(yn−y))
	





	
	
	=xy+y(xn−x)+x(yn−y)+(xn−x)(yn−y)
	





	
	⟹|xnyn−xy|
	≤|y||xn−x|+|x||yn−y|+|xn−x||yn−y|.
	





n→∞일 때, 우변의 세 항은 모두 0으로 수렴합니다. +:ℝ×ℝ→ℝ가 연속이라는 증명도 비슷합니다(그리고 더 쉽습니다): 임의의 n에 대해 다음이 성립함을 확인하면 됩니다




	
	|(xn+yn)−(x+y)|≤|xn−x|+|yn−y|
	





그리고 n→∞일 때 우변의 두 항은 모두 0으로 수렴합니다. ∎





문제 2C에서는 나머지 두 연산인 뺄셈과 나눗셈을 다룹니다. 이로부터 얻는 결론은, 합성 또한 연속이므로 자연스럽게 등장하는 대부분의 실숫값 함수들이 자동으로 연속이 된다는 것입니다. 예를 들어 함수 3xx2+1는 +, ×, ÷를 합성하여 얻을 수 있으므로 ℝ→ℝ의 연속 함수가 됩니다.







2.6 열린집합


대표적인 예: ℝ2에서의 열린 원판 x2+y2<r2.




연속성은 사실 ”국소적으로” 무슨 일이 일어나는지에 관한 것입니다: 즉 함수가 ”특정한 점 p 근처에서” 어떻게 행동하는지에 관한 것입니다. 이러한 ”가까움”의 개념을 포착하는 한 가지 방법은 위에서 했던 것처럼 거리를 사용하는 것입니다. 이런 방식으로 점의 r-근방을 정의할 수 있습니다.





정의 2.6.1.


M을 거리 공간이라 합시다. 각 실수 r>0과 점 p∈M에 대해, 다음과 같이 정의합니다




	
	Mr(p)≔{x∈M:d(x,p)<r}.
	





집합 Mr(p)는 p의  r-근방이라 불립니다.
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r-근방을 이용하면 수렴을 더 간결하게 다시 표현할 수 있습니다. 구체적으로, 수열 (xn)이 x로 수렴한다는 것은 x의 모든 r-근방에 대해 xn의 모든 항이 결국 그 r-근방 안에 머무른다는 것을 의미합니다.




함수에 대해서도 같은 것을 해봅시다.





질문 2.6.2.


r-근방의 관점에서, 함수 f:M→N이 점 p∈M에서 연속이라는 것은 무엇을 의미할까요?







본질적으로, 우리는 모든 ε-근방의 원상이 그 안에 어떤 δ-근방이 존재한다는 성질을 갖기를 요구합니다. 이는 다음을 동기로 제시합니다:





정의 2.6.3.


집합 U⊆M이 M에서  열린(open) 집합이라는 것은, 각 p∈U에 대해 p의 어떤 r-근방이 U 안에 포함된다는 것을 의미합니다. 다시 말해, Mr(p)⊆U인 r>0가 존재합니다.








표기의 남용 2.6.4.


어떤 집합이 열려 있다는 것은 모(母)공간 M에 상대적으로 정의된다는 점에 유의하십시오. 다만 M이 자명하게 이해되는 경우에는 ”M에서 열린”을 그냥 ”열린”으로 줄여 부를 수 있습니다.
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그림 2.1: ℝ2에서 점 x2+y2<1의 집합은 ℝ2에서 열려 있습니다.



예제 2.6.5 (열린집합의 예).



	(a)

점의 임의의 r-근방은 열려 있습니다.




	(b)

ℝ의 열린 구간은 ℝ에서 열려 있으며, 바로 이 때문에 그런 이름이 붙었습니다! 이것이 염두에 두어야 할 전형적인 예시입니다.




	(c)

열린 단위 공 Bn도 같은 이유로 ℝn에서 열려 있습니다.




	(d)

특히, 열린 구간 (0,1)은 ℝ에서 열려 있습니다. 하지만 이를 ℝ2에 매장하면 더 이상 열려 있지 않습니다!




	(e)

공집합 ∅과 전체 점의 집합 M은 M에서 열려 있습니다.













예제 2.6.6 (열린집합이 아닌 예시들).



	(a)

닫힌 구간 [0,1]은 ℝ에서 열려 있지 않습니다. 점 0의 ε-근방 중 [0,1]에 포함되는 것은 없습니다.




	(b)

단위원 S1은 ℝ2에서 열려 있지 않습니다.













질문 2.6.7.


이산 공간의 열린집합은 무엇입니까?







열린집합의 매우 중요한 두 가지 성질을 소개합니다.





명제 2.6.8 (열린집합의 교집합과 합집합).



	(a)

유한 개의 열린집합의 교집합은 열려 있습니다.




	(b)

무한히 많더라도, 열린집합들의 합집합은 열려 있습니다.













질문 2.6.9.


이것이 참임을 스스로 확인해 보십시오.








연습문제 2.6.10.


ℝ에서 교집합이 {0}이 되는 열린집합의 무한 모임을 하나 제시하십시오. 이는 열린집합들의 무한 교집합이 반드시 열려 있는 것은 아님을 함의합니다.







이것의 요점을 정리하면 다음과 같습니다.





정리 2.6.11 (열린집합 조건).


거리 공간 사이의 함수 f:M→N이 연속인 것과, N의 모든 열린집합의 원상이 M에서 열려 있는 것은 동치입니다.








증명.


한쪽 방향만 증명하겠습니다…






연습문제 2.6.12.


δ-ε 연속성이 열린집합 조건으로부터 따라 나옴을 보이십시오.







이제 f가 연속이라고 가정합시다. 먼저 V가 거리 공간 N의 열린 부분집합이라 하고, U=fpre(V)라 둡시다. x∈U를 하나 택하면 y=f(x)∈V이므로, U 내부에서 x의 열린 근방을 찾고자 합니다.




[image: 도표]



V가 열려 있으므로 y 주위에는 V에 포함되는 작은 ε-근방이 존재합니다. f의 연속성에 의해, x의 δ-근방이 f에 의해 N의 ε-근방 안으로 대응되도록 하는 δ를 찾을 수 있으며, 이 ε-근방은 특히 V 안에 있습니다. 따라서 원하는 대로 δ-근방은 U 안에 있습니다. ∎









2.7 닫힌집합


대표적인 예: ℝ2에서의 닫힌 단위원판 x2+y2≤r2.




닫힌집합을 이야기하지 않은 채 열린집합을 논하는 것은 부당할 것입니다. “닫혀 있다”라는 이름은 거리 공간에서의 정의에서 비롯됩니다.





정의 2.7.1.


M을 거리 공간이라 합시다. 부분집합 S⊆M이 M에서  닫혀 있다는 것은 다음 성질이 성립함을 뜻합니다: x1, x2, …를 S 안의 점들로 이루어진 수열이라 하고, xn이 M에서 x로 수렴한다고 가정합시다. 그러면 x∈S이기도 합니다.








표기의 남용 2.7.2.


같은 주의사항입니다: 모 공간 M이 문맥상 명확하면 “M에서 닫혀 있다”를 그냥 “닫혀 있다”로 줄여 씁니다.







이를 표현하는 또 다른 방법이 있습니다. 부분집합 S⊆M의  극한점은 다음과 같이 정의됩니다.




	
	limS≔{p∈M:∃(xn)∈S 이도록xn→p}.
	





따라서 S가 닫혀 있는 것과 S=limS인 것은 동치입니다.





연습문제 2.7.3.


S가 닫힌집합이 아니더라도 limS는 닫힌집합임을 증명하십시오. (그림을 그려 보십시오.)







이러한 이유로, limS는 M에서 S의  폐포라고도 불리며, S¯로 표기합니다. 이는 단순히 S를 포함하는 가장 작은 닫힌집합입니다.





예제 2.7.4 (닫힌집합의 예시).



	(a)

공집합 ∅은 자명한 이유로 M에서 닫힌집합입니다: ∅의 원소로 이루어진 점들의 수열이 존재하지 않기 때문입니다.




	(b)

전체 공간 M은 동어반복적인 이유로 M에서 닫힌집합입니다. (이를 확인해 보십시오!)




	(c)

ℝ에서의 닫힌구간 [0,1]은 ℝ에서 닫힌집합이며, 이 때문에 이러한 이름이 붙었습니다. 열린집합의 경우와 마찬가지로, 이는 닫힌집합의 전형적인 예시로 기억해 두어야 합니다!




	(d)

실제로, 닫힌구간 [0,1]은 ℝ2에서도 닫힌집합입니다.













예제 2.7.5 (닫힌집합이 아닌 예시).


S=(0,1)을 열린구간이라 합시다. 그러면 S는 ℝ에서 닫힌집합이 아닌데, 왜냐하면 다음과 같은 점들의 수열이




	
	12,14,18,…
	





0∈ℝ로 수렴하지만, 0∉(0,1)이기 때문입니다.







이제 이 용어의 혼란스러운 부분에 대해 주의를 드려야 합니다. 첫째, ”대부분의” 집합은 열린집합도 닫힌집합도 아닙니다.





예제 2.7.6 (열린집합도 닫힌집합도 아닌 집합).


반열린구간 [0,1) 은 ℝ에서 열린집합도 닫힌집합도 아닙니다.







둘째, 어떤 집합이 열린집합이면서 동시에 닫힌집합일 수도 있습니다; 이는 장 7에서 다룰 것입니다.




이렇게 상반되는 용어를 사용하는 이유는 다음 정리 때문입니다:





정리 2.7.7 (닫힌집합은 열린집합의 여집합입니다).


M을 거리 공간이라 하고, S⊆M을 임의의 부분집합이라 합시다. 그러면 다음은 동치입니다:


	•

집합 S는 M에서 닫힌집합입니다.




	•

여집합 M∖S는 M에서 열린집합입니다.













연습문제 2.7.8 (훌륭함).


이 정리를 증명하십시오! 무슨 일이 일어나는지 명확히 하기 위해 그림을 그려 보는 것이 좋습니다: 예를 들어, M=ℝ2이고 S를 닫힌 단위원판으로 택할 수 있습니다.










2.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 2A.


M=(M,d)를 거리 공간이라 합시다.




	
	d:M×M→ℝ
	





가 그 자체로 연속함수임을 보이십시오 (단, M×M에는 곱 거리가 주어져 있습니다).








문제 2B.


ℚ와 ℕ을 거리 공간으로 생각합시다 (각각 자명한 거리 d(x,y)=|x−y|를 갖습니다). 이 공간들은 위상동형입니까?


힌트. 아닙니다. ℚ에서 ℕ으로 가는 연속인 단사 사상조차 존재하지 않습니다.




풀이. 가능한 두 가지 접근법이 있는데, 하나는 거리의 정의를 사용하고 다른 하나는 열린집합을 사용합니다.

거리 방식: ℚ에서 ℕ으로 가는 연속인 단사 사상은 존재하지 않는다고 주장합니다. 실제로 f가 그런 사상이고 f(x)=n이라고 합시다. 그러면 ε=1/2을 선택합니다. ℚ 안에서 x의 δ 이내에 있는 모든 것이 n∈ℕ의 ε 이내에 놓여야 한다는, 즉 n과 같아야 한다는 δ>0이 존재해야 합니다. 이는 단사성에 명백히 모순됩니다.

열린집합 접근법: ℚ에서는 어떤 한원소 집합도 열려 있지 않은 반면, ℕ에서는 모두 열려 있습니다(사실 ℕ은 이산적입니다). 장 7의 시작 부분에서 보시겠지만, ”동형사상”의 새롭고 개선된 정의를 통해 ℚ와 ℕ 위의 열린집합의 구조가 다르다는 것을 알게 되므로, 이들은 동형이 아닙니다.










문제 2C (산술 연산의 연속성, 계속).


뺄셈이 연속 사상 −:ℝ×ℝ→ℝ이고, 나눗셈이 연속 사상 ÷:ℝ×ℝ>0→ℝ임을 보이십시오.


힌트. 이는 직접 손으로 해도 되고, 합성을 이용해도 됩니다.




풀이. 뺄셈의 경우, 사상 x↦−x는 연속이므로 이를 다음과 같은 합성 사상으로 볼 수 있습니다

ℝ×ℝℝ×ℝℝ(a,b)(a,−b)a−b.(id,−x)+

마찬가지로, x↦1/x가 연속 함수라고 믿고자 한다면, 나눗셈은 다음의 합성입니다

ℝ×ℝ>0ℝ×ℝ>0ℝ(a,b)(a,1/b)a/b.(id,1/x)×

어떤 이유로든 x↦1/x가 연속이라는 것이 의심스럽다면, 여기 순열 연속성을 이용한 증명이 있습니다. xn→x이고 xn>0, x>0이라고 합시다(x 역시 ℝ>0에 속해야 하기 때문입니다). 그러면




	
	|1x−1xn|=|xn−x||xxn|.
	





n이 충분히 크면 |xn|>x/2이므로, 분모는 최소 x2/2이고, 따라서 전체 분수는 최대 2x2|xn−x|이며, 이는 n→∞일 때 0으로 수렴합니다.










문제 2D.


x∈ℝ에서 f가 연속인 것이 x=0인 것과 동치가 되는 함수 f:ℝ→ℝ를 제시하십시오.


힌트. 적절히 선택한 ±에 대한 ±x입니다.




풀이. x∈ℚ일 때 f(x)=x로, 무리수 x일 때 f(x)=−x로 놓습니다.










문제 2E.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

강증가 함수 f:ℝ→ℝ는 어떤 점에서 반드시 연속임을 증명하십시오.


힌트. 틈을 y축에 사영하십시오. 비가산 개의 양의 실수는 유한한 합을 가질 수 없다는 사실을 이용하십시오.




풀이. 모순을 이끌어내기 위해 이 함수가 완전히 불연속이라고 가정합시다. 스케일링을 통해 f(0)=0, f(1)=1로 설정하고, f:[0,1]→[0,1]에만 집중합시다. 이 함수는 모든 점에서 불연속이므로, 모든 x∈[0,1]에 대해 연속성 조건이 성립하지 않는 어떤 εx>0가 존재합니다. 함수가 강증가하므로, 이는 함수가 구간 (f(x)−εx,f(x)) 또는 (f(x),f(x)+εx)(혹은 둘 다)에 속한 모든 y값을 놓칠 때에만 일어날 수 있습니다.

이 빠진 구간들을 y축으로 사영하면, 서로소인 비가산 개의 구간들(x∈[0,1]마다 하나씩)을 얻게 됩니다. 특히, εx들을 모두 더하면 비가산 개의 양의 실수의 합이 최대 1임을 얻게 됩니다.

하지만 일반적으로 양의 실수로 이루어진 비가산 족 ℱ가 유한한 합을 갖는 것은 불가능합니다. 실제로 실수들을 구간 1k≤x<1k−1의 버킷으로 분류해 보십시오. 만약 합이 실제로 유한하다면 각 버킷은 유한해야 하므로, 모임 ℱ는 가산이어야 하며, 이는 모순입니다.










문제 2F.


인터넷에서 누군가가 ”1/x는 연속 함수인가?”라는 질문을 올려서 트위터에서 큰 논쟁이 벌어졌습니다. 이에 어떻게 답해야 할까요?


힌트. 먼저 다음 질문에 답해 봅시다: ”1/x는 함수인가?”.




풀이. 수학에 대한 대부분의 인터넷 ”논쟁”이 그렇듯, 이 질문 또한 허술한 정의를 둘러싸고 벌어집니다. 처음 제기된 질문(형식이 갖추어지지 않은)은 다음과 같습니다


(1) 1/x는 연속 함수인가?



이를 형식이 갖추어진 질문으로 만들기 위해, 저는 먼저 다음 질문을 제기하고자 합니다:


(2) 1/x는 함수인가?



엄밀히 말하면, 이 질문 역시 함수를 명시하는 데 필요한 데이터의 일부인 함수의 정의역을 명시하지 않았으므로 형식이 갖추어지지 않았습니다. 질문자가 의도했을 법한 합리적인 추측 하나는 ℝ∖{0}, 즉 0이 아닌 실수들의 집합일 것이며, 이 경우 다음 질문을 얻게 됩니다


(2’) 1/x는 ℝ∖{0}에서 ℝ로 가는 함수를 정의하는가?



이 질문에는 확고하게 ”예”라는 답이 있습니다.

반면, 1/x를 ℝ 위의 함수로 정의하려는 시도는 말이 되지 않습니다. 함수의 정의는 모든 입력에 대해 출력값을 명시할 것을 요구하므로, 적어도 실숫값 함수222ℝℙ1이 무엇인지 아는 분이라면 굳이 원한다면 이를 ℝℙ1→ℝℙ1인 함수로 생각할 수도 있습니다. 하지만 그 경우에도 이는 연속입니다.를 원한다면, 1/x를 ℝ 전체에서의 함수로 해석할 방법은 존재하지 않습니다.

이제 (1)로 돌아가서, 우리는 다음과 같은 정형화된 질문을 던질 수 있습니다


(1’) 1/x는 ℝ∖{0}→ℝ인 연속함수를 나타냅니까?



이 질문 역시 확고하게 YES라는 답을 가집니다.

물론 “1/x는 연속함수 ℝ→ℝ를 나타냅니까?”와 같은 질문을 던질 수도 있습니다. 그러나 이는 오해를 불러일으키는 것처럼 느껴집니다. 마치 “2는 짝수 정수입니까?”라고 묻는 것과 같기 때문입니다. 이 질문은 애초에 말이 되지 않는데, 2는 정수가 아니고, “짝수”는 정수에 대해 사용되는 형용사이므로 이것이 2에 적용되는지 묻는 것은 유형 오류(type-error)이기 때문입니다. 마찬가지로, “연속”은 함수에 대해 사용되는 형용사이며, 함수가 아닌 대상에 이것이 적용되는지 묻는 것은 말이 되지 않습니다.

트위터 게시물(스페인어)은 https://twitter.com/davidcpvm/status/1481024944830046209를, 함께 올라온 레딧 게시물(여러 개 중 하나)은 https://www.reddit.com/r/math/comments/s82vf8를 참고하십시오.













부 II 기본 추상대수학


	3 준동형사상과 몫군

	4 환과 아이디얼

	5 환의 종류






장 3 준동형사상과 몫군



3.1 생성원과 군 표시


대표적인 예: D2n=⟨r,s∣rn=s2=1,rs=sr−1⟩




G를 군이라고 합시다. 어떤 원소 x∈G에 대해, 우리는 다음 부분군을 고려할 수 있었음을 상기하십시오.




	
	{…,x−2,x−1,1,x,x2,…}
	





G의. 우리가 한 것을 좀 더 그림적으로 표현하면 다음과 같습니다: x를 상자에 넣고, 단단히 밀봉한 다음, 세게 흔듭니다. 원소 x만을 사용해서, 우리는 위의 부분군을 만들어내는 멋진 폭발을 얻습니다.




상자에 두 원소 x, y를 넣으면 어떻게 될까요? 만들어지는 원소 중에는 다음과 같은 것들이 있습니다.




	
	xyxyx,x2y9x−5y3,y−2015,…
	





본질적으로, 저는 x, y, x−1, y−1의 임의의 유한 곱을 만들어낼 수 있습니다. 이는 다음과 같이 정의하도록 이끕니다:





정의 3.1.1.


S를 G의 부분집합이라고 합시다. S에 의해  생성된 부분군은 ⟨S⟩로 표기하며, S의 원소들(및 그 역원들)의 유한 곱으로 쓸 수 있는 원소들의 집합입니다. 만약 ⟨S⟩=G이면 S의 원소들이 함께 G 전체를 만들어내므로, S를 G의  생성원 집합이라고 부릅니다.








연습문제 3.1.2.


G가 유한군인 경우 ”및 그 역원들”이라는 조건이 필요하지 않은 이유는 무엇입니까? (평소와 같이, 라그랑주 정리를 가정하십시오.)








예제 3.1.3 (ℤ는 무한 순환군입니다).


1을 ℤ=(ℤ,+)의 원소로 생각해 봅시다. ⟨1⟩=ℤ임을 알 수 있으며, 이는 {1}이 ℤ를 생성함을 의미합니다. 1의 역원인 −1도 허용된다는 점이 중요합니다: 모든 정수를 1과 −1의 합으로 쓰기 위해서는 이것이 필요합니다.







이는 군을 압축적으로 표현하려는 방법에 대한 아이디어를 줍니다. 그냥 군의 생성원 목록을 적어보는 것은 어떨까요? 예를 들어, 우리는 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	ℤ≅⟨a⟩
	





이는 ℤ가 단지 하나의 원소에 의해 생성되는 군임을 의미합니다.




한 가지 문제가 있습니다: 생성원들은 보통 특정 성질을 만족합니다. 예를 들어, ℤ/100ℤ을 생각해 봅시다. 이것 역시 단일 원소 x에 의해 생성되지만, 이 x는 x100=1이라는 추가적인 성질을 가집니다. 이는 우리로 하여금 다음과 같이 쓰도록 동기를 부여합니다




	
	ℤ/100ℤ=⟨x∣x100=1⟩.
	





이것이 어디로 향하는지 여러분은 분명 알 수 있을 것입니다. 우리가 해야 할 일은 생성원들의 집합과 생성원들 사이의  관계를 명시하고, 두 원소가 서로 관계를 통해 도달할 수 있을 때에만 서로 같다고 말하는 것뿐입니다. 이러한 표현은 적절하게도  군 표시라고 불립니다.





예제 3.1.4 (이면체군).


위수 2n의 이면체군은 다음 표시를 가집니다




	
	D2n=⟨r,s∣rn=s2=1,rs=sr−1⟩.
	





따라서 D2n의 각 원소는 rα 또는 srα의 형태로 유일하게 쓸 수 있으며, 여기서 α=0,1,…,n−1입니다.








예제 3.1.5 (클라인 사원군).


ℤ/2ℤ×ℤ/2ℤ와 동형인  클라인 사원군은 다음 표시로 주어집니다




	
	⟨a,b∣a2=b2=1,ab=ba⟩.
	












예제 3.1.6 (자유군).


n개 원소 위의  자유군은 표시가 n개의 생성원을 가지고 관계는 전혀 없는 군입니다. 이는 Fn으로 표기되며, 따라서




	
	Fn=⟨x1,x2,…,xn⟩.
	





다시 말해, F2=⟨a,b⟩는 a, b, a−1, b−1의 유한 개의 복사본을 이어 붙여서 형성된 문자열들의 집합입니다.








질문 3.1.7.


F1≅ℤ임에 유의하십시오.








표기의 남용 3.1.8.


안타깝게도 어떤 사람은 ”a와 b에 의해 생성된 부분군”이 자유군 ⟨a,b⟩와 정확히 같은 표기법을 가진다는 것을 알아챌 수 있습니다. 우리는 문맥에 따라 어느 쪽을 의미하는지 명확히 하고자 노력할 것입니다.







표시(presentation)는 군을 콤팩트하게 적어 내려가는 방법을 제공하므로 유용합니다. 하지만 몇 가지 단점도 있습니다.111사실, 표시의 두 원소가 같은지 판정하는 문제는 결정 불가능합니다. 심지어 표시로부터 군이 유한한지 판정하는 것조차 결정 불가능합니다.





예제 3.1.9 (표시(presentation)는 매우 다르게 보일 수 있습니다).


같은 군이라도 매우 다른 표시를 가질 수 있습니다. 예를 들어 다음을 생각해 봅시다:




	
	D2n=⟨x,y∣x2=y2=1,(xy)n=1⟩.
	





(이것이 동치임을 확인하려면 x=s, y=rs로 놓으십시오.)










3.2 준동형사상


대표적인 예: ”100으로 나머지를 취하는” 사상, ℤ→ℤ/100ℤ.




군들은 서로 어떻게 대화할 수 있을까요?




두 군 사이에 동형사상을 쓸 수 있다면 두 군은 ”같다”고 합니다. 그리고 앞서 보았듯이, 두 거리 공간 사이에 위상동형사상을 쓸 수 있다면 두 거리 공간은 ”같다”고 합니다. 그런데 연속 사상에 대응하는 군의 유사 개념은 무엇일까요? 그저 ”전단사” 조건을 빼면 됩니다.





정의 3.2.1.


G=(G,⋆)와 H=(H,∗)를 군이라 합시다.  군 준동형사상이란 임의의 g1,g2∈G에 대해 다음을 만족하는 사상 ϕ:G→H입니다




	
	ϕ(g1⋆g2)=ϕ(g1)∗ϕ(g2).
	











(지난 장의 ”위상동형사상”과 혼동하지 마십시오: 철자에 유의하십시오.)





예제 3.2.2 (준동형사상의 예시).


G와 H를 군이라 합시다.


	(a)

임의의 동형사상 G→H는 준동형사상입니다. 특히 항등 사상 G→G는 준동형사상입니다.




	(b)

자명한 준동형사상 G→H는 모든 것을 1H로 보냅니다.




	(c)

각 정수를 100으로 나눈 나머지로 보내는 방식으로 ℤ에서 ℤ/100ℤ으로 가는 준동형사상이 있습니다.




	(d)

x↦10x에 의한, ℤ에서 자기 자신으로 가는 준동형사상이 있으며, 이는 단사이지만 전사는 아닙니다.




	(e)

”매장(embedding)”에 의해 Sn에서 Sn+1로 가는 준동형사상이 있습니다: {1,…,n} 위의 모든 치환은, n+1을 그저 고정점으로 두면 {1,…,n+1} 위의 치환으로 생각할 수 있습니다.




	(f)

s12↦s6과 r12↦r6에 의해 준동형사상 ϕ:D12→D6이 주어집니다.




	(g)

ℤ→G인 준동형사상을 명시하는 것은 오직 원소 1∈ℤ의 상만을 명시하는 것과 같습니다. 왜 그럴까요?












앞의 두 예시는 어떤 사실을 보여줍니다: G의 표시가 하나 주어졌다고 합시다. 준동형사상 G→H를 명시하려면, 관계식들이 모두 성립하는 방식으로 G의 각 생성원이 어디로 가는지만 명시하면 됩니다.




중요한 언급: 동형사상을 생각하는 올바른 방식은 ”전단사 준동형사상”으로 보는 것입니다. 구체적으로 말하면,





연습문제 3.2.3.


ϕ∘ψ=idH이고 ψ∘ϕ=idG인 준동형사상 ϕ:G→H와 ψ:H→G가 존재할 때, 오직 그때만 G≅H임을 보이십시오.







그러므로 거리 공간의 위상동형사상과 군의 동형사상의 정의는 그다지 다르지 않습니다.




준동형사상의 자명한 성질 몇 가지를 살펴봅시다.





사실 3.2.4.


ϕ:G→H를 준동형사상이라 합시다. 그러면 ϕ(1G)=1H이고 ϕ(g−1)=ϕ(g)−1입니다.







증명.


지루하지만, 원한다면 직접 해낼 수 있으리라 확신합니다. ∎





이제 준동형사상의 매우 중요한 성질 하나를 정의해 봅시다.





정의 3.2.5.


준동형사상 ϕ:G→H의  핵은 다음과 같이 정의됩니다.




	
	kerϕ≔{g∈G:ϕ(g)=1H}.
	





이는 G의 부분군입니다(특히, 자명한 이유로 1G∈kerϕ입니다).








질문 3.2.6.


kerϕ가 실제로 G의 부분군임을 확인하십시오.







또한 다음과 같은 중요한 사실이 있으며, 독자께서도 이를 확인해 보시기를 권장합니다.





명제 3.2.7 (핵이 단사성을 결정함).


사상 ϕ는 kerϕ={1G}일 때 그리고 오직 그때만 단사입니다.







이를 구체적으로 보이기 위해, 우리 예시들 각각의 핵을 계산해 봅시다.





예제 3.2.8 (핵의 예시들).



	(a)

임의의 동형사상 G→H의 핵은 자명한데, 동형사상은 단사이기 때문입니다. 특히 항등 사상 G→G의 핵은 {1G}입니다.




	(b)

자명한 준동형사상 G→H (g↦1H로 주어짐)의 핵은 G 전체입니다.




	(c)

n↦n¯으로 주어지는 준동형사상 ℤ→ℤ/100ℤ의 핵은 정확히




	
	100ℤ={…,−200,−100,0,100,200,…}
	





입니다.




	(d)

x↦10x로 주어지는 사상 ℤ→ℤ의 핵은 자명합니다: {0}입니다.




	(e)

“임베딩”을 통한 Sn에서 Sn+1로의 준동형사상이 존재하지만, 이 역시 단사이므로 핵이 자명합니다.




	(f)

준동형사상 ϕ:D12→D6는 s12↦s6 및 r12↦r6로 주어집니다. 다음을 확인할 수 있습니다




	
	kerϕ={1,r123}≅ℤ/2ℤ.
	








	(g)

아래 연습문제.













연습문제 3.2.9.


임의의 g∈G를 고정하십시오. n↦gn으로 주어지는 준동형사상 ℤ→G가 있다고 합시다. 핵은 무엇입니까?








질문 3.2.10.


임의의 준동형사상 ϕ:G→H에 대해, 상 ϕimg(G)가 H의 부분군임을 보이십시오. 따라서 우리는 ϕ가 전사인 경우에 특히 관심을 가질 것입니다.










3.3 잉여류와 잉여류로 나누기(모딩 아웃)


대표적인 예: n으로 모딩 아웃하기: ℤ/(n⋅ℤ)≅ℤ/nℤ.




다음 몇 절은 다소 밀도가 높습니다. 이 설명이 여러분에게 잘 맞지 않는다면, [GOW11]를 시도해 보십시오.




G와 Q를 군이라 하고, 전사 준동형사상




	
	ϕ:G↠Q.
	





가 존재한다고 합시다. 다시 말해, ϕ가 단사라면 ϕ:G→Q는 전단사이고, 따라서 동형사상입니다. 하지만 우리가 그렇게 운이 좋지 않아서 kerϕ가 {1G}보다 크다고 합시다. 더 일반적인 준동형사상의 올바른 해석은 무엇입니까?




ϕ:ℤ→ℤ/100ℤ이 “100으로 나눈 나머지를 취하는” 특수한 경우를 살펴봅시다. 우리는 이미 이 사상의 핵이




	
	kerϕ=100ℤ={…,−200,−100,0,100,200,…}.
	





이제 kerϕ가 G의 부분군임을 상기하십시오. 이것이 의미하는 바는 ϕ가 ℤ의 부분군 100ℤ에 대해 무관심하다는 것입니다:




	
	ϕ(15)=ϕ(2000+15)=ϕ(−300+15)=ϕ(700+15)=….
	





따라서 ℤ/100ℤ은 우리가 ”100으로 모딩 아웃”할 때 얻는 것입니다. 멋지지 않습니까.




다시 말해, G를 군이라 하고 ϕ:G↠Q를 핵이 N⊆G인 전사 준동형사상이라 합시다.


Q는 G를 N으로 나눈 몫으로 생각해야 한다고 주장합니다.



이를 형식화하기 위해, Q를 참조하지 않고 오직 G와 N만으로 소위  몫군(quotient group) G/N을 정의할 것이며, 이는 Q와 자연스럽게 동형사상을 이룰 것입니다.




동기 부여를 위해, ϕ와 G만을 사용하여 Q의 구체적인 서술을 제시해 봅시다. 앞의 예를 계속 사용하여, N=100ℤ를 G의 부분군으로 둡니다. 다음 집합들을 생각해 봅시다




	
	N
	={…,−200,−100,0,100,200,…}
	





	
	1+N
	={…,−199,−99,1,101,201,…}
	





	
	2+N
	={…,−198,−98,2,102,202,…}
	





	
	
	⋮
	





	
	99+N
	={…,−101,−1,99,199,299,…}.
	





각 집합의 원소들은 ϕ를 적용했을 때 모두 같은 상을 가지며, 나아가 서로 다른 집합에 속한 임의의 두 원소는 서로 다른 상을 가집니다. 그러면 핵심 아이디어는 다음을 알아차리는 것입니다


Q를 위 집합들을 원소로 갖는 군으로 생각할 수 있습니다.






따라서 ϕ가 주어지면, ϕ(x)=ϕ(y)일 때 x∼Ny라고 함으로써 G 위에 동치 관계 ∼N을 정의합니다. 이 ∼N은 G를 몇 개의 동치류로 나누는데, 이 동치류들은 G 안에서 위에서와 같이 Q와 자명하게 전단사 대응됩니다. 이제 우리는 이 동치류들을 매우 명시적으로 쓸 수 있음을 주장합니다.





연습문제 3.3.1.


x∼Ny인 것과 어떤 n∈N에 대해 x=yn인 것이 동치임을 보이십시오 (mod 100 예시에서, 이는 두 수가 “100의 어떤 배수만큼 차이가 난다”는 것을 의미합니다). 따라서 임의의 g∈G에 대해, g를 포함하는 ∼N의 동치류는 다음과 같이 명시적으로 주어집니다




	
	gN≔{gn∣n∈N}.
	











지금 우리가 마주하고 있는 유형의 집합들을 나타내는 용어가 있습니다.





정의 3.3.2.


H를 (반드시 어떤 준동형사상의 핵일 필요는 없는) G의 임의의 부분군이라 합시다. gH 형태의 집합을 H의  좌잉여류라고 부릅니다.








비고 3.3.3.


표기법이 그렇게 보이지 않을 수도 있지만, g1≠g2이더라도 g1N이 g2N과 같은 경우가 흔하다는 점을 기억하십시오. “mod 100” 예시에서는 3+N=103+N입니다. 다시 말해, 이 잉여류들은 집합입니다.




이는 만약 제가 g가 무엇인지 알려주지 않고 “gH를 하나의 잉여류라 하자”라고 쓴다면, 잉여류 자체만 보고서는 제가 어떤 g를 선택했는지 알아낼 수 없다는 것을 의미합니다. 만약 이 말을 믿지 못하겠다면, 제가 의미하는 바의 예를 들어 보겠습니다




	
	x+100ℤ={…,−97,3,103,203,…}⟹x=?.
	





제가 x=3을 골랐다고 생각할 이유는 없습니다. (실제로 저는 x=−13597을 골랐습니다.)








비고 3.3.4.


잉여류 g1H와 g2H가 주어졌을 때, 사상 x↦g2g1−1x가 이 둘 사이의 전단사임을 확인할 수 있습니다. 따라서 실제로 모든 잉여류는 같은 크기를 가집니다.







그러니까, 간단히 말하면,


군 Q의 원소들은 N의 좌잉여류들과 자연스럽게 동일시됩니다.



실제로는, 사람들이 여전히 Q의 원소를 하나의 점으로 그리는 것을 선호하는 경우가 많습니다 (예를 들어 ℤ/2ℤ를 {{…,−2,0,2,…},{…,−1,1,3,…}}보다는 {0,1}로 생각하는 것이 더 쉽습니다). 이런 그림이 마음에 든다면, G를 (잉여류인) 높이가 모두 같은 여러 개의 올(fiber)들로 그린 다음, 이를 Q 위로 “뭉개는(collapse)” 방식으로 나타낼 수 있습니다.




[image: 도표]



이제 이 작업을 마쳤으니, 앞서 언급했던 몫군에 대한 내재적인(intrinsic) 정의를 제시할 수 있습니다.





정의 3.3.5.


G의 부분군 N이 어떤 준동형사상의 핵일 때 이를  정규라고 부릅니다. 이는 N⊴G로 씁니다.








정의 3.3.6.


N⊴G라고 합시다. 그러면 G/N으로 표기하고 (“G mod N”이라고 읽는)  몫군은 다음과 같이 정의되는 군입니다.


	•

G/N의 원소들은 N의 좌잉여류들이 될 것입니다.




	•

G/N에서 두 잉여류 C1과 C2의 곱을 정의하고자 합니다. 잉여류들이 Q의 원소들과 전단사 관계에 있음을 기억하십시오. 따라서 q1을 잉여류 C1에 대응하는 값이라 하고, q2를 C2에 대응하는 값이라 합시다. 그러면 그 곱을 q1q2에 대응하는 잉여류로 취할 수 있습니다.




매우 중요한 점으로, 이를 잉여류의 대표원(representative)을 이용하여 정의할 수도 있습니다. g1∈C1이고 g2∈C2라 하면, C1=g1N이고 C2=g2N입니다. 그러면 C1⋅C2는 g1g2를 포함하는 잉여류가 되어야 합니다. 이는 ϕ(g1g2)=ϕ(g1)ϕ(g2)=q1q2이므로 위의 정의와 동일합니다. 즉, 우리가 한 일은 곱을 H의 값이 아니라 G의 원소들을 이용하여 정의한 것뿐입니다.




gN 표기법을 사용하고 비고 3.3.3을 염두에 두면, 이를 훨씬 더 간결하게 쓸 수 있습니다




	
	(g1N)⋅(g2N)≔(g1g2)N.
	
















그리고 이제 정수를 n으로 나눈 나머지들의 집합이 왜 흔히 ℤ/nℤ로 표기되는지 아셨을 것입니다!





질문 3.3.7.


위 정의를 잠시 곱씹어 보십시오.







우리가 구성한 방식 때문에, 결과로 나오는 군 G/N은 Q와 동형입니다. 어떤 의미에서 우리는 G/N을 “모든 n∈N에 대해 n=1이라는 조건을 준 G”로 생각합니다.







3.4 (선택) 라그랑주 정리의 증명


여담으로, 잉여류의 언어를 이용하면 이제 일반적인 경우에 대해 라그랑주 정리를 보일 수 있습니다.





정리 3.4.1 (라그랑주 정리).


G를 유한군이라 하고, H를 임의의 부분군이라 합시다. 그러면 |H|는 |G|를 나눕니다.







증명은 매우 간단합니다: H의 잉여류들은 모두 크기가 같으며 G의 분할을 이룬다는 점에 주목하십시오 (H가 정규가 아니더라도 성립합니다). 따라서 잉여류의 개수를 n이라 하면, n⋅|H|=|G|입니다.





질문 3.4.2.


H=⟨x⟩⊆G로 놓아 x|G|=1임을 결론지으십시오.








비고 3.4.3.


이 시점에서 언급해 둘 것은, 일반적으로 G가 유한군이고 N이 정규라면 |G/N|=|G|/|N|이라는 사실입니다.










3.5 준동형사상 없애기


대표적인 예: 다시 한번, ℤ/nℤ≅ℤ/nℤ입니다.




앞서 제시한 G/N의 마지막 정의를 살펴봅시다. 요약하면 다음과 같습니다:


	•

G/N의 원소는 잉여류 gN이며, 이는 관계 ∼N의 동치류로 생각할 수 있습니다 (여기서 g1∼Ng2는 어떤 n∈N에 대해 g1=g2n일 때 성립합니다).




	•

잉여류 g1N과 g2N이 주어졌을 때, 군 연산은 다음과 같습니다




	
	g1N⋅g2N≔(g1g2)N.
	










질문: 실제로 N이 정규라는 사실을 어디에서 사용합니까? 이 정의 어디에서도 ϕ나 Q에 대해 이야기하지 않았습니다.




답은 비고 3.3.3에 있습니다. 군 연산은 두 개의 잉여류를 입력받으므로, g1과 g2가 무엇인지는 알지 못합니다. 하지만 그 이면에서, 정규 조건은 군 연산이 원하는 어떤 g1과 g2를 선택하더라도 결국 같은 잉여류에 도달함을 보장합니다. 만약 이 성질이 없었다면, 두 잉여류 C1과 C2의 곱을 정의하기가 어려웠을 것인데, 왜냐하면 g1∈C1과 g2∈C2 중 어떤 것을 선택했는지에 따라 결과가 달라질 수 있기 때문입니다. N이 준동형사상으로부터 나왔다는 사실은, 원하는 잉여류의 대표원 g1과 g2를 아무렇게나 선택할 수 있음을 의미했는데, 왜냐하면 그것들은 모두 같은 ϕ-값을 가졌기 때문입니다.




우리는 ϕ를 전혀 참조하지 않고도 이것이 성립하도록 강제하는 조건을 원합니다. ϕ:G→K가 H=kerϕ를 만족하는 군의 준동형사상이라 합시다. H가 군이라는 사실 외에도, 우리는 “당연한” 성질을 얻을 수 있습니다:





질문 3.5.1.


h∈H, g∈G이면 ghg−1∈H임을 보이십시오. (ϕ(ghg−1)=1K임을 확인하십시오.)








예제 3.5.2 (정규가 아닌 부분군의 예).


D12=⟨r,s∣r6=s2=1,rs=sr−1⟩라 합시다. 위수가 2인 부분군 H={1,s}를 생각하면




	
	rsr−1=r(sr−1)=r(rs)=r2s∉H
	





임을 알 수 있습니다. 따라서 H는 정규가 아니며, 어떤 준동형사상의 핵도 될 수 없습니다.







뭐, 당연한 얘기죠 – 그래서 어쨌다는 걸까요? 놀랍게도 이것이 바로 우리가 원하는 충분 조건임이 밝혀집니다. 구체적으로, 이 조건은 우리가 원했던 멋진 “잉여류 곱셈”이 잘 작동하도록 만듭니다.





비고 3.5.3 (수학 경시대회 애호가를 위해).


이 우연의 일치는 IMO의 함수 방정식과 정말 비슷합니다. 정규 부분군 H가 ghg−1∈H를 만족한다는 것은 누구나 알고 있습니다; 놀라운 점은 겉보기에 더 약해 보이는 후자의 조건으로부터 H가 정규임을 유도할 수 있다는 것입니다.







따라서 우리는 ϕ를 외부적으로 참조하지 않는, “정규” 부분군에 대한 새로운 판정 기준을 얻었습니다.





정리 3.5.4 (정규 부분군에 대한 대수적 조건).


H를 G의 부분군이라 합시다. 그러면 다음이 동치입니다:


	•

H⊴G.




	•

모든 g∈G와 h∈H에 대해, ghg−1∈H입니다.













증명.


한쪽 방향은 이미 보였습니다.




반대 방향을 위해서는, 핵이 H인 준동형사상을 구성해야 합니다. 그래서 우리는 단순히 잉여류들의 집합으로 군 G/H를 정의합니다. 군의 연산을 부여하려면 다음을 확인해야 합니다.






주장 3.5.5.


g1′∼Hg1이고 g2′∼Hg2이면 g1′g2′∼Hg1g2입니다.







증명.


지루한 대수적 조작입니다(다시 함수방정식 스타일입니다). g1′=g1h1이고 g2′=g2h2라 하면, g1h1g2h2∼Hg1g2임을 보이고자 합니다. H가 그 성질을 가지므로, g2−1h1g2는 H의 어떤 원소이며, 이를 h3라 합시다. 따라서 h1g2=g2h3이고, 좌변은 g1g2(h3h2)가 되는데, h3h2∈H이므로 문제없습니다. ∎





이것이 정리되었으니 우리는 그냥 (정규 부분군의) 두 코셋의 곱을




	
	(g1H)⋅(g2H)=(g1g2)H.
	





로 정의할 수 있습니다.




따라서 위의 주장은 이 곱셈이 잘 정의됨을 보여줍니다(이 검증이 정리의 ”핵심 내용”입니다). 그러므로 G/H는 실제로 군입니다! 또한 g↦gH에 의해 정의되는, 명백한 ”사영” 준동형사상 G→G/H(핵 H를 가지는)가 존재합니다. ∎







예제 3.5.6 (곱군에서 몫을 취하기).


다시 곱군 G×H를 생각해 봅시다. 앞서 우리는 부분군




	
	G′={(g,1H)∣g∈G}≅G.
	





G′⊴G×H임을 쉽게 알 수 있습니다. (쉬운 계산입니다.)




게다가, 다음을 확인할 수 있습니다




	
	(G×H)/(G′)≅H.
	





실제로, 모든 g∈G와 h∈H에 대해 (g,h)∼G′(1G,h)입니다.








예제 3.5.7 (몫과 곱은 반드시 상쇄되지는 않습니다).


(G/H)×H≅G가 반드시 성립하는 것은 아닙니다. 예를 들어, G=ℤ/4ℤ와 정규 부분군 H={0,2}≅ℤ/2ℤ를 생각해 봅시다. 그러면 G/H≅ℤ/2ℤ이지만, ℤ/4ℤ≇ℤ/2ℤ×ℤ/2ℤ입니다. (각주: 이러한 ”상쇄”에 대한 정확한 조건은 슈어-잔젠하우스 보조정리라 불립니다.)








예제 3.5.8 (또 다른 명시적 계산).





	
	r↦2¯,s↦2¯
	





로 정의되는 사상 ϕ:D8→ℤ/4ℤ를 생각합시다. 이 사상의 핵은 N={1,r2,sr,sr3}입니다.




D8의 모든 원소에 대해 빠르게 계산해 보면 다음을 얻을 수 있습니다




	
	ϕ(1)=ϕ(r2)=ϕ(sr)=ϕ(sr3)=0¯그리고ϕ(r)=ϕ(r3)=ϕ(s)=ϕ(sr2)=2¯.
	





관련된 두 올은




	
	ϕpre(0¯)=1N=r2N=srN=sr3N={1,r2,sr,sr3}
	





그리고




	
	ϕpre(2¯)=rN=r3N=sN=sr2N={r,r3,s,sr2}.
	





따라서 |D8/N|=2는 위수 2인 군, 즉 ℤ/2ℤ임을 알 수 있습니다. 실제로, ϕ의 상은




	
	{0¯,2¯}≅ℤ/2ℤ.
	





입니다.








질문 3.5.9.


G가 아벨 군이라고 합시다. G의 임의의 부분군이 정규 부분군이 된다는 것이 왜 성립합니까?







마지막으로 생각해 볼 거리입니다: n개의 생성원을 사용하는 군 G의 군 표시가 있다고 합시다. 이를 Fn/N 형태의 몫으로 쓸 수 있습니까? 여기서 N은 Fn의 정규 부분군입니다.







3.6 (여담) 첫 번째 동형사상 정리


다른 문헌들이 보통 무엇을 말하는지에 대해 간단히 언급하겠습니다.




대부분의 교과서는 실제로 ghg−1∈H 성질을 이용하여 정규를 정의합니다. 그런 다음 위에서 제가 한 것처럼 잉여류 정의를 사용하여 정규인 H에 대해 G/H를 정의합니다




	
	(g1H)⋅(g2H)=g1g2H.
	





(제가 한 것처럼) 순수하게 대수적인 조작을 사용하면 이것이 잘 정의되며, 이제 이 군 G/H인지 뭔지를 갖게 됩니다. 근저에 있는 준동형사상은 전혀 언급되지 않거나 그저 지나가듯 언급될 뿐입니다.




저는 이것이 대단히 어리석다고 생각합니다. 정규 조건은 마치 허공에서 튀어나온 것처럼 보이고 아무도 무슨 일이 벌어지고 있는지 전혀 알지 못하는데, 왜냐하면 정규 부분군이 실제로 어떤 모습이어야 하는지 아무도 감을 잡지 못하기 때문입니다.




다른 문헌들은 소위 제1 동형사상 정리도 함께 써두기를 좋아합니다.222제2, 제3 동형사상 정리도 있습니다. 하지만 그것들을 배운 지 4년이 지난 지금도 저는 여전히 그것들이 무엇인지 기억하지 못합니다. 그러니 별로 중요하지 않았던 모양이라고 짐작합니다. 이는 다음과 같습니다.





정리 3.6.1 (제1 동형사상 정리).


ϕ:G→H를 준동형사상이라 합시다. 그러면 G/kerϕ는 ϕimg(G)와 동형입니다.







제가 보기에 이는 같은 발상을 더 서투르게 서술하는 방식일 뿐입니다.




이 주장이 가진 거의 유일한 장점은, ϕ가 단사일 경우 상 ϕimg(G)가 군 H 안에 있는 G의 동형 복사본이라는 것입니다. (직접 확인해 보십시오!) 이는 우리가 수학의 다른 분야에서도 종종 보게 될 패턴입니다: 단사인 구조 보존 사상을 가질 때마다, 종종 이 사상의 상은 G의 어떤 ”복사본”이 됩니다. (여기서 ”구조”란 군의 곱셈을 가리키지만, 나중에 ”대상의 종류”에 대한 다른 예시들도 좀 더 보게 될 것입니다!)




그런 의미에서 단사 준동형사상 ϕ:G↪H는 G를 H 안으로 매장하는 것입니다.







3.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 3A (MIT 18.701).





	
	ϕ(g)=g2
	





로 정의된 사상 ϕ:G→G가 준동형사상이 되는 모든 군 G를 구하십시오.


힌트. 풀어써 보십시오: ϕ(ab)=ϕ(a)ϕ(b).




풀이. 아벨 군: abab=a2b2⇔ab=ba.










문제 3B.


이면군 G=D10을 생각해 봅시다.


	(a)

H=⟨r⟩는 G의 정규 부분군입니까? 만약 그렇다면, 동형사상까지 G/H를 계산하십시오.




	(b)

H=⟨s⟩는 G의 정규 부분군입니까? 만약 그렇다면, 동형사상까지 G/H를 계산하십시오.







힌트. 그렇습니다, 아닙니다.




풀이. (a)에 대해서는 그렇습니다: 이는 ghg−1 정의로부터 직접 확인할 수 있습니다. 예를 들어 (a)에 대해서는 (ras)rn(ras)−1=r−n∈H를 계산하는 것으로 충분합니다. 몫군은 ℤ/2ℤ입니다.

예제 3.5.2를 따르면 (b)에 대한 답은 아닙니다입니다.










문제 3C.


S4는 위수 3인 정규 부분군을 갖습니까?


힌트. 아닙니다.




풀이. 위수 3인 부분군은 3이 소수이므로 위수 3인 원소에 의해 생성되어야 합니다. 따라서 (적절히 원소들의 이름을 바꾸어) 일반성을 잃지 않고 H=⟨(123)⟩이라고 가정할 수 있습니다. 그런데 g=(34)라 하면, gHg−1≠H임을 확인할 수 있습니다.










문제 3D.


G와 H를 유한군이라 하고, |G|=1000이고 |H|=999라 합시다. 준동형사상 G→H는 반드시 자명함을 보이십시오.


힌트. gcd(1000,999)=1.




풀이. ϕ:G→H를 준동형사상이라 합시다. 그러면 G/kerϕ는 H의 어떤 부분군과 동형입니다. 전자의 위수는 1000을 나누고, 후자의 위수는 999를 나눕니다. 이는 G/kerϕ={1}인 경우에만 일어날 수 있으므로 kerϕ=G입니다.










문제 3E.


ℂ×가 곱셈에 대한 0이 아닌 복소수들을 나타낸다고 합시다. ℤ/5ℤ가 D10의 부분군임에도 불구하고, ℤ/5ℤ→ℂ×인 준동형사상은 다섯 개 존재하지만 D10→ℂ×인 준동형사상은 두 개뿐임을 보이십시오.








문제 3F.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

G의 모든 부분군이 정규가 되는 비아벨 군 G를 찾으십시오. (이러한 군들은  해밀턴 군이라 불립니다.)


힌트. 위수 8인 예를 찾으십시오.




풀이. 사원수군입니다.










문제 3G (PRIMES 입학 시험, 2018).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

G를 다음과 같은 표시(presentation)로 주어진 군이라 합시다.




	
	G=⟨a,b,c∣ab=c2a4,bc=ca6,ac=ca8,c2018=b2019⟩.
	





G의 위수를 구하십시오.


힌트. G가 위수 18인 이면체군임을 보이려고 시도해 봅시다. 여기에는 군론적 내용이 많지 않으며 — 단지 계산일 뿐입니다.




풀이. 답은 |G|=18입니다.

먼저, 귀납법에 의해 다음이 성립함을 관찰합니다




	
	anc=ca8n
	





모든 n≥1에 대해. 이제 다음을 주목합니다




	
	a(bc)
	=(ab)c
	





	
	a⋅ca6
	=c2a4⋅c
	





	
	ca8⋅a6
	=c2a4⋅c
	





	
	a14
	=c(a4c)=c2a32.
	





따라서 c2=a−18임을 결론지을 수 있습니다. 그러면 ab=c2a4⟹b=a−15입니다.

그 경우, c2018=b2019이므로 1=a−1009⋅18+2019⋅15=a12123임을 결론지을 수 있습니다. 마지막으로,




	
	bc
	=ca6
	





	
	a−15c
	=ca6
	





	
	a−15c2
	=c(a6c)=c2a48
	





	
	a−33
	=a30
	





	
	⟹a63
	=1.
	





gcd(12123,63)=9이므로 a9=1을 얻고, 따라서 마지막으로 c2=1입니다. 그러므로 위의 표시(presentation)는 다음과 같이 단순화됩니다




	
	G=⟨a,c∣a9=c2=1,ac=ca−1⟩
	





이는 위수 18의 이면체군의 표시입니다. 이로써 증명이 완료됩니다.










문제 3H (동음이의어군).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

(영어의) 동음이의어군은 26개의 생성원 a, b, …, z를 가지며, 발음이 같은 모든 영어 단어 쌍에 대해 하나의 관계를 갖는 군입니다. 예를 들어 knight=night입니다 (따라서 k=1). 이 군이 자명군임을 증명하십시오.


힌트. 영어 동음이의어 목록을 하나 구해 보십시오. 너무 애쓰지는 마십시오. 문자 v가 가장 까다로운데, 아마 felt=veldt일 것입니다.




풀이. ”homophone group” 검색으로 많은 풀이를 찾을 수 있습니다. 그중 하나는 https://math.stackexchange.com/q/843966/229197입니다.













장 4 환과 아이디얼



4.1 환과 군에 관한 몇 가지 동기 부여용 비유


이 장에서는 가환환 R의 개념을 소개하겠습니다. 이는 군보다 더 큰 구조입니다: 하나가 아니라 덧셈과 곱셈이라는 두 개의 연산을 가지게 됩니다. 그런 다음 곧바로 환들의 쌍 사이의 환 준동형사상 R→S를 정의하겠습니다.




이번에는 정규 부분군 H⊴G를 갖는 대신, 환은 아이디얼이라 불리는 부분집합 I⊆R을 갖게 되는데, 이는 그 자체로는 환이 아니지만 몇 가지 좋은 조건들을 만족합니다. 그런 다음 앞서와 마찬가지로 G/H에 대응하여 R/I를 어떻게 정의하는지 보여드리겠습니다. 마지막으로, 군의 경우처럼 아이디얼을 생성하는 방법에 대해서도 조금 다루겠습니다.




기억하는 데 도움이 될 만한 비유 표를 아래에 제시합니다:




	
	군
	환



	표기법
	G
	R



	연산
	⋅
	+, ×



	가환성
	아벨 군일 때만
	우리에게는 항상



	부분 구조
	부분군
	(다루지 않음)



	준동형사상
	군 준동형사상 G→H
	환 준동형사상 R→S



	핵
	정규 부분군
	아이디얼



	몫
	G/H
	R/I











4.2 (선택) 동기 부여에 관한 교육적 참고사항


이 예시들 대부분은 정수론적 관점을 염두에 두고 작성하였습니다; 따라서 초등 정수론을 좋아하셨다면 여러분의 직관 상당 부분이 그대로 이어질 것입니다. 기본적으로 우리는 환 ℤ의 성질들을 곱셈도 가능한 임의의 아벨 구조로 일반화하려 시도할 것입니다. 그렇기 때문에, 예를 들어 “ℤ에서의 소수”를 이야기하듯 “ℚ[x]에서의 기약다항식”을 이야기할 수 있고, “ℤ에서의 유일 인수분해”를 이야기하듯 “법 p에 대한 다항식 인수분해”를 이야기할 수 있는 것입니다. 여러분이 오직 ℤ에만 관심이 있더라도(예컨대 정수론자라면), 이는 상당한 가치가 있습니다: 장담컨대 xn+yn=zn (n>2인 경우)을 풀려면 ℤ가 아닌 다른 환으로 들어가야만 합니다!




따라서 이어지는 모든 절에서, ℤ를 여러분의 원형으로 염두에 두시기 바랍니다.




여기서 이를 언급하는 이유는 가환대수학이 대수기하학과도 역시 밀접하게 연관되어 있기 때문입니다. 가환대수학의 많은 아이디어들은 정의에 동기를 부여하는 좋은 “기하학적” 해석을 가지고 있으며, 이러한 연관성들은 나중에 해당 파트에서 탐구됩니다. 그러므로 이것이 앞으로 다룰 내용에 동기를 부여하는 유일하게 좋은 방법은 아니라는(어쩌면 가장 자연스러운 방법조차 아닐 수 있다는) 점을 솔직히 인정하고 싶습니다.







4.3 환의 정의와 예시


대표적인 예: ℤ가 시종일관 등장합니다! R[x]와 다양한 체들도 마찬가지입니다(다음 절).




자, 환을 정의해 보겠습니다111또는 일부 저자에 따르면 “항등원을 갖는 환”이라고도 합니다; 일부 저자는 환이 곱셈 항등원을 가질 것을 요구하지 않습니다. 우리에게는 “환”이 항상 “1을 갖는 환”을 의미합니다..





정의 4.3.1.


환은 세 쌍 (R,+,×)이며, 두 연산은 보통 덧셈과 곱셈이라 불리고, 다음을 만족합니다


	(i)

(R,+)는 항등원 0R, 또는 그냥 0을 갖는 아벨 군입니다.




	(ii)

×는 R 위의 결합적인 이항 연산으로, 1R 또는 그냥 1이라 쓰이는 어떤 항등원을 갖습니다.




	(iii)

곱셈은 덧셈에 대해 분배됩니다.






환 R은 ×가 가환적이면  가환적이라 합니다.








표기의 남용 4.3.2.


평소처럼 (R,+,×)를 R로 줄여 쓰겠습니다.








표기의 남용 4.3.3.


간단히 하기 위해, 이 장의 나머지 부분에서는 모든 환이 가환적이라고 가정하겠습니다. 결국 비가환환들도 마주치게 되겠지만, 그러한 환에 대해서는 어차피 이 장의 완전한 이론이 필요하지 않을 것입니다.







이 정의들은 완전성을 위해 여기 있을 뿐입니다. 예시들이 훨씬 더 중요합니다.





예제 4.3.4 (전형적인 환들).



	(a)

집합 ℤ, ℚ, ℝ, ℂ는 모두 통상의 덧셈과 곱셈에 대해 환입니다.




	(b)

법 n에 대한 정수들 역시 통상의 덧셈과 곱셈에 대해 환입니다. 이를 ℤ/nℤ이라고도 표기합니다.












여기 자명한 예시도 하나 있습니다.





정의 4.3.5.


영환은 원소가 하나뿐인 환 R입니다. 영환은 0으로 표기합니다. 환이 영환이 아니면  자명하지 않다고 합니다.








연습문제 4.3.6 (코믹).


환이 자명하지 않은 것과 0R≠1R인 것이 동치임을 보이십시오.







이 구조를 정의했으니, 이에 관한 필수적인 사실들도 함께 서술하겠습니다.





사실 4.3.7.


임의의 환 R과 r∈R에 대해, r⋅0R=0R입니다. 또한 r⋅(−1R)=−r입니다.







환의 예시를 몇 가지 더 살펴보겠습니다.





예제 4.3.8 (곱환).


두 환 R과 S가 주어졌을 때, R×S로 표기하는  곱환은 순서쌍 (r,s)로 정의되며 두 연산 모두 성분별로 이루어집니다. 예를 들어 중국인의 나머지 정리는




	
	ℤ/15ℤ≅ℤ/3ℤ×ℤ/5ℤ
	





임을 말해주며, 이때 동형사상은 nmod15↦(nmod3,nmod5)입니다.








비고 4.3.9.


동등하게, R×S를 아벨 군 R⊕S로 정의하고, r∈R, s∈S에 대해 r⋅s=0인 곱셈을 부여한 것으로 정의할 수도 있습니다.








질문 4.3.10.


곱환 R×S의 항등원은 어떤 (r,s)입니까?








예제 4.3.11 (다항식환).


임의의 환 R이 주어졌을 때,  다항식환 R[x]는 계수가 R에 속하는 다항식들의 집합으로 정의됩니다:




	
	R[x]={anxn+an−1xn−1+⋯+a0∣a0,…,an∈R}.
	





이는 “R에 x를 첨가한다”라고 읽습니다. 덧셈과 곱셈은 여러분이 예상하는 방식 그대로 이루어집니다.








비고 4.3.12 (나눗셈에 관한 여담).


다행히도 다항식 나눗셈 역시 우리가 예상하는 대로 작동합니다: p∈R[x]가 다항식이고 p(a)=0이면, 어떤 다항식 q에 대해 (x−a)q(x)=p(x)입니다. 증명: 다항식 장제법을 수행하십시오.




이와 함께, 다음과 같은 주의사항에 유의하십시오




	
	x2−1≡(x−1)(x+1)(mod8)
	





ℤ/8ℤ에서 근이 네 개, 즉 1, 3, 5, 7을 가집니다.




문제는 2와 4가 영이 아님에도 2⋅4=0이라는 점입니다. 이런 이유로 2와 4를 영인자라고 부릅니다. 정역(영인자가 없는 환)에서는 이러한 병리적 현상이 사라지며, 여러분이 다항식에 대해 알고 있는 거의 모든 것이 그대로 적용됩니다. (이 내용은 다음 절에서 다시 말씀드리겠습니다.)








예제 4.3.13 (다변수 다항식환).


R을 계수로 하는 n개의 변수를 가진 다항식을 생각할 수 있으며, 이는 R[x1,…,xn]으로 표기합니다. (원한다면 무한히 많은 x를 첨가할 수도 있습니다!)








예제 4.3.14 (가우스 정수는 환이다).


가우스 정수는 실수부와 허수부가 모두 정수인 복소수들의 집합이며, 즉




	
	ℤ[i]={a+bi∣a,b∈ℤ}.
	












표기의 남용 4.3.15 (첨가의 자유로운 사용).


주의 깊은 독자라면 여기서 표기법의 남용을 발견할 것입니다. ℤ[i]는 공식적으로는 “변수 i에 대한 정수 계수 다항식”이어야 합니다. 그러나 문맥상 i2=−1임이 이해되며, i=−1에 대한 다항식은 가우스 정수“인 것으로” 취급됩니다.








예제 4.3.16 (2의 세제곱근).


또 다른 예로 (같은 표기법 남용을 사용하면):




	
	ℤ[23]={a+b23+c43∣a,b,c∈ℤ}.
	














4.4 체


대표적인 예: ℚ는 체이지만 ℤ는 체가 아닙니다.




체가 무엇인지는 다음 장까지 알 필요가 없지만, 예시를 들 때 매우 편리하므로 지금 미리 소개하겠습니다.




이미 알고 계실 수도 있듯이, 곱셈이 가역이면 그 환을 체라고 부릅니다. 명확히 하기 위해 관련 정의들을 적어보겠습니다.





정의 4.4.1.


환 R의  단원은 가역인 원소 u∈R입니다: 즉 어떤 x∈R에 대해 ux=1R이 성립합니다.








예제 4.4.2 (단원의 예시).



	(a)

ℤ의 단원은 ±1인데, 이는 이것들이 “1을 나누는” 유일한 것들이기 때문입니다 (이것이 “단원”이라는 이름의 이유입니다).




	(b)

반면, ℚ에서는 (0을 제외한) 모든 원소가 단원입니다. 예를 들어, 35⋅53=1이므로 35는 단원입니다.




	(c)

가우스 정수 ℤ[i]는 네 개의 단원 ±1과 ±i를 갖습니다.













정의 4.4.3.


자명하지 않은 (가환) 환에서 모든 영이 아닌 원소가 단원일 때, 이를  체라고 합니다.







구어체로는 다음과 같이 말합니다.


체는 덧셈, 뺄셈, 곱셈, 나눗셈을 할 수 있는 구조입니다.



문맥에 따라, 이들은 흔히 k, K, F 중 하나로 표기됩니다.





예제 4.4.4 (체의 첫 예시들).



	(a)

ℚ, ℝ, ℂ는 체인데, 이는 이들 안에서 1c라는 개념이 성립하기 때문입니다.




	(b)

p가 소수이면, ℤ/pℤ는 체이며, 이를 보통 𝔽p로 표기합니다.






자명환 0은 체로 간주되지 않는데, 이는 체가 자명하지 않을 것을 요구하기 때문입니다.










4.5 준동형사상


대표적인 예: 5로 나머지를 취해 ℤ→ℤ/5ℤ로 가는 사상.




이 절은 빠르게 진행될 것입니다 – 이는 몫군에서 다룬 모든 내용의 명백한 일반화이기 때문입니다.222예전에 군보다 환을 먼저 가르치는 추상대수학 교재를 본 적이 있습니다. 그때는 왜 그런지 이해하지 못했지만, 지금은 그 이유를 알 것 같습니다 – 가환환에서 어떤 것으로 나머지를 취하는 것이 훨씬 더 자연스러우며, 그렇게 하면 환과 체의 다양한 종류들에 대해 곧바로 이야기를 시작할 수 있습니다. 또한 (제 생각에는) 군보다 환에 대해 더 생생한 첫 예시들을 갖게 됩니다. 저는 사실 이러한 접근 방식에 상당히 공감하며 – 언젠가는 Napkin을 이 방식을 따르도록 바꿀지도 모르겠습니다.




먼저, 준동형사상과 동형사상을 정의합니다.





정의 4.5.1.


R=(R,+R,×R)와 S=(S,+S,×S)를 환이라 합시다.  환 준동형사상이란 다음을 만족하는 사상 ϕ:R→S입니다.


	(i)

모든 x,y∈R에 대해 ϕ(x+Ry)=ϕ(x)+Sϕ(y)가 성립합니다.




	(ii)

모든 x,y∈R에 대해 ϕ(x×Ry)=ϕ(x)×Sϕ(y)가 성립합니다.




	(iii)

ϕ(1R)=1S.






ϕ가 전단사이면 ϕ는  동형사상이며, 이때 환 R과 S는  동형이라고 말합니다.







정확히 예상하신 그대로입니다. 유일한 놀라운 점은 ϕ(1R)이 1S로 가는 것도 요구한다는 것입니다. 이 조건은 불필요한 것이 아닙니다: “0을 곱하기”라고 불리는 사상 ℤ→ℤ를 생각해 보십시오.





예제 4.5.2 (준동형사상의 예시).



	(a)

언제나처럼, 항등 사상.




	(b)

5로 나눈 나머지를 취하는 사상 ℤ→ℤ/5ℤ입니다.




	(c)

상수항을 취함으로써 p(x)↦p(0)로 정의되는 사상 ℝ[x]→ℝ입니다.




	(d)

임의의 환 R에 대해, 자명한 환 준동형사상 R→0이 존재합니다.













예제 4.5.3 (준동형사상이 아닌 예시들).


1R이 1S로 대응되어야 한다는 조건 때문에, 준동형사상이라고 생각했을 법한 몇몇 사상들은 성립하지 않습니다.


	(a)

x↦2x로 정의되는 사상 ℤ→ℤ는 환 준동형사상이 아닙니다. 1을 2로 보낸다는 사실은 차치하더라도, 이 사상은 곱셈을 보존하지 않습니다.




	(b)

S가 자명하지 않은 환이라면, x↦0으로 정의되는 사상 R→S는 곱셈을 보존함에도 불구하고 환 준동형사상이 아닙니다.




	(c)

환 준동형사상 ℤ/2016ℤ→ℤ은 애초에 존재하지 않습니다.






특히, 군 G와 H에 대해서는 G의 모든 원소를 1H로 보내는 자명한 군 준동형사상이 항상 존재했던 것과 달리, 환의 경우에는 그렇지 않습니다.










4.6 아이디얼


대표적인 예: 5의 배수들은 ℤ의 아이디얼입니다.




이제, 군을 몫으로 나눌 수 있었던 것처럼, 몫환도 정의하고 싶습니다. 그러므로 다시 한 번,





정의 4.6.1.


환 준동형사상 ϕ:R→S의  핵은 kerϕ로 표기하며, ϕ(r)=0을 만족하는 r∈R의 집합입니다.







군론에서는 몇 가지 명백히 필요한 조건들(즉, gHg−1=H)로 ”정규” 부분군을 특징지을 수 있었습니다. 환에 대해서도 같은 일을 할 수 있으며, 사실 연산이 가환적이기 때문에 오히려 더 쉽습니다.




먼저, 두 가지 자명한 사실에 주목하십시오.


	•

ϕ(x)=ϕ(y)=0이면, ϕ(x+y)=0 역시 성립합니다. 따라서 kerϕ는 덧셈에 대해 닫혀 있어야 합니다.




	•

ϕ(x)=0이면, 임의의 r∈R에 대해 ϕ(rx)=ϕ(r)ϕ(x)=0 역시 성립합니다. 따라서 x∈kerϕ이고 r∈R이 어떤 것이든, rx∈kerϕ입니다.









공집합이 아닌 부분집합 I⊆R이 이러한 성질들을 만족하면 아이디얼이라고 부릅니다. 즉,





정의 4.6.2.


공집합이 아닌 부분집합 I⊆R이 덧셈에 대해 닫혀 있고, 각 x∈I와 모든 r∈R에 대해 rx∈I이면, I를  아이디얼이라고 합니다. I≠R이면  진이라고 합니다.







두 번째 조건에서 r이 I에 속할 필요는 없다는 점에 주목하십시오! 따라서 이는 단순히 I가 곱셈에 대해 닫혀 있다는 것보다 더 강한 조건입니다.





비고 4.6.3.


R이 가환환이 아니라면, xr∈I라는 조건도 필요합니다. 즉, 이 아이디얼은 양쪽에서 곱셈을 흡수합니다: 왼쪽과 오른쪽 모두에서 말입니다. 하지만 Napkin에서 다루는 환은 가환적이므로 이러한 구별에 대해 걱정할 필요가 없습니다.








예제 4.6.4 (아이디얼의 전형적인 예).


집합 I=5ℤ={…,−10,−5,0,5,10,…}을 ℤ 안의 아이디얼로 생각해 봅시다. 실제로 I가 ”mod 5를 취하는” 준동형사상의 핵임을 알 수 있습니다:




	
	ℤ↠ℤ/5ℤ.
	





이는 덧셈에 대해 명백히 닫혀 있을 뿐 아니라, ℤ의 모든 원소로부터의 곱셈을 흡수합니다: 15∈I, 999∈ℤ가 주어지면, 15⋅999∈I를 얻습니다.








연습문제 4.6.5 (필수 문제: 체는 두 개의 아이디얼을 갖는다).


K가 체라면, K가 정확히 두 개의 아이디얼을 가짐을 보이십시오. 그것들은 무엇입니까?







이제 우리는 이러한 조건들이 충분함을 주장합니다. 더 명시적으로 말하면,





정리 4.6.6 (정규 부분군의 환 유사물).


R을 환이라 하고 I⊊R이라 합시다. 그러면 I가 어떤 준동형사상의 핵인 것과 아이디얼인 것은 동치입니다.








증명.


이는 정규 부분군에 대한 증명과 상당히 유사하므로, 연습 삼아 직접 시도해 보실 수 있습니다.




조건들이 필요조건임은 명백합니다. 이 조건들이 충분조건임을 확인하기 위해, “잉여류”를 이용해 환을 정의하겠습니다




	
	S={r+I∣r∈R}.
	





이는 r1∼r2가 r1−r2∈I와 동치일 때의 동치류입니다(이를 “I로 나눈 나머지를 취하는 것”으로 생각하십시오). 이들이 환을 이룬다는 것을 확인하려면, 우리가 이들 위에 정의한 덧셈과 곱셈이 잘 정의되어 있는지 확인해야 합니다. 구체적으로, r1∼s1이고 r2∼s2이면 r1+r2∼s1+s2이고 r1r2∼s1s2임을 확인하고자 합니다. 첫 번째 부분은 사실 이미 다루었습니다 – R과 S를 아벨 군으로 생각하고, 잠시 곱셈이 가능하다는 사실은 잊으십시오. 곱셈이 더 흥미롭습니다.






연습문제 4.6.7 (권장).


r1∼s1이고 r2∼s2이면 r1r2∼s1s2임을 보이십시오. I에 속한 원소뿐 아니라 R의 임의의 원소로부터의 곱셈도 I가 흡수한다는 사실을 사용해야 할 것입니다.







어쨌든 이 덧셈과 곱셈이 잘 정의되므로, 이제 핵이 정확히 I인 전사 준동형사상 R→S가 존재합니다. ∎







정의 4.6.8.


아이디얼 I가 주어지면, 위와 같이  몫환을 정의합니다




	
	R/I≔{r+I∣r∈R}.
	





이는 이러한 동치류들의 환입니다. 이 환은 “R 모드 I”라고 읽습니다.








예제 4.6.9 (ℤ/5ℤ).


“5로 덧셈적으로 나머지를 취하여” 만들어지는 정수 모듈로 5는 우리가 이미 만난 ℤ/5ℤ입니다.







하지만 여기서 중요한 점이 있습니다: ℤ/5ℤ를 k=0,…,4에 대한 k+5ℤ들로 이루어진 것으로 실제로 생각하지 않는 것과 마찬가지로, R/I 역시 원소 r+I로 생각하고 싶지 않습니다. 더 나은 사고방식은 다음과 같습니다


R/I는 I의 원소들을 모두 영으로 선언할 때 얻어지는 결과입니다. 즉, “I의 원소들로 나머지를 취하는 것”입니다.



예를 들어, 5ℤ로 나머지를 취한다는 것은 ℤ에서 5로 나누어떨어지는 모든 원소를 영으로 간주한다는 것을 의미합니다. 이것이 바로 우리가 익히 아는 모듈러 산술을 줍니다!





연습문제 4.6.10.


앞서 우리는 가우스 정수를 ℤ[i]로 표기했는데, 이는 약간의 표기 남용이었습니다. 완전히 형식적으로 표현하고자 한다면 이 환을 대신 ℤ[x]/(x2+1)로 쓸 수 있음을 스스로 확인해 보십시오. (다만 우리는 계속 ℤ[i]를 사용할 것입니다 — 그것이 더 자연스럽기 때문입니다.) 여기서 축약 표기 (x2+1)≔(x2+1)ℤ[x]={(x2+1)f∣f∈ℤ[x]}는 ℤ[x] 내에서 x2+1의 배수들로 이루어진 아이디얼을 나타냅니다.




ℤ[23]에 대한 유사한 형식화를 찾아보십시오.










4.7 아이디얼 생성하기


대표적인 예: ℤ에서, 아이디얼들은 모두 (n) 꼴입니다.




아이디얼에 대한 연습을 좀 해 봅시다.




중요한 직관 하나는, 아이디얼이 단위원을 포함하는 순간 1을 포함하게 되고, 따라서 환 전체를 포함해야 한다는 것입니다. 이것이 바로 “진 아이디얼”이라는 개념이 유용한 용어인 이유입니다. 이를 좀 더 부연하면:





명제 4.7.1 (진 아이디얼 ⇔ 단위원 없음).


R을 환이라 하고 I⊆R을 아이디얼이라 합시다. 그러면 I가 진 아이디얼인 것(즉 I≠R인 것)은 I가 R의 단위원을 하나도 포함하지 않는 것과 동치입니다.







증명.


I가 단위원 u, 즉 역원 u−1를 갖는 원소 u를 포함한다고 합시다. 그러면 I는 u⋅u−1=1을 포함하게 되고, 따라서 I=R입니다. 역으로, I가 단위원을 전혀 포함하지 않는다면 I는 명백히 진 아이디얼입니다. ∎





그 결과로, K가 체이면 그것의 아이디얼은 오직 (0)과 K뿐입니다(이는 연습문제 4.6.5에서 다룬 내용입니다). 따라서 연습을 위한 목적으로는, 체가 아닌 환들을 다루도록 하겠습니다.




첫 번째 연습: ℤ.





연습문제 4.7.2.


ℤ의 아이디얼이 정확히 nℤ 꼴의 집합들뿐임을 보이십시오. 여기서 n은 음이 아닌 정수입니다.







따라서 체의 아이디얼들은 그다지 흥미롭지 않은 반면, ℤ의 아이디얼들은 ℤ의 원소들과 묘하게 닮아 있습니다. 이를 좀 더 명확히 해 봅시다.





정의 4.7.3.


R을 환이라 합시다. 원소들의 집합 x1,…,xn∈R에 의해  생성된 아이디얼은 I=(x1,x2,…,xn)으로 표기되며 다음과 같이 주어집니다




	
	I={r1x1+⋯+rnxn∣ri∈R}.
	





이는 “모든 xi를 포함하는 가장 작은 아이디얼”이라고 생각할 수 있습니다.







{xi}를 밀폐된 상자에 넣고 세게 흔든다는 비유가 여기서도 어느 정도 통합니다.





비고 4.7.4 (선형대수학 여담).


선형대수학을 알고 있다면 이를 다음과 같이 요약할 수 있습니다: 아이디얼은 R-가군입니다. 아이디얼 (x1,…,xn)은 x1,…,xn에 의해 생성되는 부분가군입니다.







특히 I=(x)이면 I는 정확히 “x의 배수”, 즉 r∈R에 대해 rx꼴의 수들로 이루어집니다.





비고 4.7.5.


이 정의는 무한 생성 집합에도 적용할 수 있는데, 다만 ri 중 유한개만 0이 아니어야 합니다(일반적으로 무한합은 의미가 없기 때문입니다).








예제 4.7.6 (생성된 아이디얼의 예).



	(a)

모든 n∈ℤ에 대해 (n)=nℤ이므로, ℤ의 모든 아이디얼은 (n)의 꼴입니다.




	(b)

ℤ[i]에서는 (5)={5a+5bi∣a,b∈ℤ}입니다.




	(c)

ℤ[x]에서 아이디얼 (x)는 상수항이 0인 다항식들로 이루어집니다.




	(d)

ℤ[x,y]에서 아이디얼 (x,y) 역시 상수항이 0인 다항식들로 이루어집니다.




	(e)

ℤ[x]에서 아이디얼 (x,5)는 상수항이 5로 나누어떨어지는 다항식들로 이루어집니다.













질문 4.7.7.


집합 I={r1x1+⋯+rnxn∣ri∈R}가 실제로 항상 아이디얼임(덧셈에 대해 닫혀 있고, 곱셈을 흡수함)을 확인해 보십시오.







이제 I=(x1,…,xn)이라 합시다. R/I는 어떤 모습일까요? 지난 절 끝에서 말했듯이, 이는 각 원소 xi에 대해 “나머지를 취하는(mod out)” 것에 해당합니다. 예를 들면…





예제 4.7.8 (생성된 아이디얼로 나머지 취하기).



	(a)

R=ℤ이고 I=(5)라 합시다. 그러면 R/I는 문자 그대로 ℤ/5ℤ, 즉 “5를 법으로 한 정수”입니다: 이는 5=0이라고 선언한 결과입니다.




	(b)

R=ℤ[x]이고 I=(x)라고 합시다. 그러면 R/I는 x를 영으로 보낸다는 것을 의미하며, 따라서 임의의 다항식 p(x)∈R이 주어졌을 때 우리는 단순히 그 상수항을 얻게 되므로 R/I≅ℤ입니다.




	(c)

다시 R=ℤ[x]라 하고 이번에는 I=(x−3)이라 합시다. 그러면 R/I는 x−3≡0, 즉 x≡3일 때의 몫으로 생각해야 합니다. 그러므로 다항식 p(x)가 주어지면, 나머지를 취한 후의 그 상은 p(3)으로 생각해야 합니다. 이번에도 R/I≅ℤ이지만, 다른 방식으로 그렇습니다.




	(d)

마지막으로 I=(x−3,5)라 합시다. 그러면 R/I는 x를 3으로 보낼 뿐만 아니라 5도 0으로 보냅니다. 그러므로 p∈R이 주어지면, 우리는 p(3)(mod5)를 얻습니다. 따라서 R/I≅ℤ/5ℤ입니다.













비고 4.7.9 (나머지 표기법).


그런데, 환 R의 아이디얼 I가 주어졌을 때, 다음과 같이 쓰는 것은 완전히 정당합니다




	
	x≡y(modI)
	





이는 x−y∈I를 의미합니다. 모듈러 산술에 대해 배운 모든 것이 그대로 적용됩니다.










4.8 주 아이디얼 정역


대표적인 예: ℤ는 PID이지만, ℤ[x]는 아닙니다. ℂ[x]는 PID이지만, ℂ[x,y]는 아닙니다.




아이디얼에 (10,15)⊆ℤ처럼 여러 개의 생성원을 넣으면 어떻게 됩니까? 정의에 의하면, (10,15)는 집합으로서 다음과 같이 주어집니다




	
	(10,15)≔{10x+15y∣x,y∈ℤ}.
	





정수론에 능숙하다면 이것이 5ℤ=(5)임을 즉시 알아볼 것입니다. 놀랍지 않습니까! ℤ에서 아이디얼 (a,b)는 정확히 gcd(a,b)ℤ입니다. 그리고 바로 이것이 두 수의 최대공약수를 (a,b)로 표기하는 것을 흔히 볼 수 있는 이유입니다.




이러한 아이디얼(단 하나의 원소로 생성되는 아이디얼)을  주 아이디얼이라고 부릅니다. 따라서 ℤ에서는 모든 아이디얼이 주 아이디얼입니다. 하지만 더 일반적인 환에서는 이것이 성립하지 않습니다.





예제 4.8.1 (주 아이디얼이 아닌 예).


ℤ[x]에서 I=(x,2015)는 주 아이디얼이 아닙니다.




왜냐하면 만약 I=(f)가 어떤 다항식 f∈I에 대해 성립한다면, f는 x와 2015를 모두 나누어야 하기 때문입니다. 이는 f=±1인 경우에만 가능한데, 그렇다면 I는 ±1을 포함해야 하지만, 실제로는 그렇지 않습니다.







모든 아이디얼이 주 아이디얼인 성질을 가진 환을  주 아이디얼 환이라고 부릅니다. 이 성질을 좋아하는 이유는 ℤ에서의 최대공약수와 비슷한 방식으로 사실상 ”최대공약원”을 취할 수 있게 해주기 때문입니다.




실제로는 흔히 이른바 주 아이디얼 정역(PID)에 관심을 갖습니다. 하지만 아직 정역이 무엇인지는 정의하지 않았습니다. 그럼에도 불구하고 아래의 모든 예시는 실제로 PID이므로, 일단 이 용어를 사용하기로 하고 다음 장에서 추가 조건이 무엇인지 알려드리겠습니다.





예제 4.8.2 (PID의 예시).


다시 한번 말씀드리면, 지금은 PID라는 단어를 사용하고는 있지만 그저 이들이 주 아이디얼 환임을 확인하시면 됩니다.


	(a)

앞서 보았듯이 ℤ는 PID입니다.




	(b)

앞서 보았듯이 ℤ[x]는 PID가 아닌데, 예를 들어 I=(x,2015)가 주 아이디얼이 아니기 때문입니다.




	(c)

체 k에 대해 환 k[x]는 항상 PID임이 밝혀져 있습니다. 예를 들어 ℚ[x], ℝ[x], ℂ[x]는 PID입니다.




이를 증명해보고 싶다면, 먼저 이 결과를 함의하는 베주 보조정리(Bézout’s lemma)의 유사한 형태를 증명해 보십시오.




	(d)

ℂ[x,y]는 PID가 아닌데, (x,y)가 주 아이디얼이 아니기 때문입니다.















4.9 뇌터 환


대표적인 예: ℤ[x1,x2,…]는 뇌터 환이 아니지만, 대부분의 합리적인 환은 뇌터 환입니다. 특히 다항식환은 뇌터 환입니다. (동치로, 괴짜들만이 비뇌터 환에 관심을 가집니다.)




아이디얼이 하나의 원소로 생성된다고 요구하는 것이 너무 과하다면, 적어도 아이디얼이 유한개의 원소로 생성된다고 요구할 수는 있을 것입니다. 안타깝게도, 특정한 이상한 환에서는 이것도 성립하지 않습니다.





예제 4.9.1 (비뇌터 환).


무한히 많은 자유 변수를 갖는 환 R=ℤ[x1,x2,x3,…]를 생각해 봅시다. 그러면 아이디얼 I=(x1,x2,…)⊆R은 유한 생성 집합으로 나타낼 수 없습니다.







그럼에도 불구하고, 우리가 다루는 대부분의 ”정상적인” 환은 그 아이디얼이 유한 생성된다는 성질을 실제로 가지고 있습니다. 이제 이러한 환에 이름을 붙이고 동치인 두 가지 정의를 제시하겠습니다:





명제 4.9.2 (뇌터 환의 동치 정의).


환 R에 대하여, 다음은 동치입니다:


	(a)

R의 모든 아이디얼 I는 유한 생성됩니다(즉, 유한 생성 집합으로 나타낼 수 있습니다).




	(b)

아이디얼들의 무한 오름차순 사슬이 존재하지 않습니다




	
	I1⊊I2⊊I3⊊….
	





이러한 사슬이 존재하지 않는다는 것을 흔히  오름차순 사슬 조건이라고 부릅니다.






이러한 환을  뇌터 환이라고 부릅니다.








예제 4.9.3 (비뇌터 환은 오름차순 사슬 조건을 만족하지 않음).


환 R=ℤ[x1,x2,x3,…]에서 우리는 무한 오름차순 사슬을 갖습니다




	
	(x1)⊊(x1,x2)⊊(x1,x2,x3)⊊….
	











이 예시로부터 이 명제가 참인 이유를 어느 정도 알 수 있습니다: 유한 생성되지 않은 아이디얼로부터 원소를 하나씩 던져 넣음으로써 오름차순 사슬을 뽑아낼 수 있습니다. 직접 해보고 싶으시다면 증명은 여러분께 맡기겠습니다.333한편, 제가 본 이 주제를 다루는 모든 학부 수업에서는 이것을 숙제로 시킵니다. 다만 제가 그런 수업을 그렇게 많이 들어본 것은 아닙니다.





질문 4.9.4.


체는 왜 뇌터 환입니까? PID(ℤ와 같은)는 왜 뇌터 환입니까?







여기서 다음과 같은 질문이 남습니다: PID가 아닌 대표적인 예시인 ℤ[x]는 뇌터 환입니까? 유명한 힐베르트 기저 정리에 따르면, 대답은 영광스럽게도 그렇다입니다.





정리 4.9.5 (힐베르트 기저 정리).


뇌터 환 R이 주어지면, 환 R[x] 또한 뇌터 환입니다. 따라서 귀납법에 의해, 임의의 정수 n에 대해 R[x1,x2,…,xn]은 뇌터 환입니다.







이 정리의 증명은 정말로 올림피아드스러운 풍미를 지니고 있어서, 도저히 미리 밝힐 수 없습니다 – 이 장의 끝에 문제로 남겨두었습니다.




뇌터 환은 대수기하학에서 진가를 발휘하는데, 지금 당장 그 동기를 설명하기는 다소 어려우니, ”여러분이 마주치게 될 대부분의 환은 뇌터 환이다”라는 말씀만 드리겠습니다. 부디 조금만 참아주십시오!







4.10 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 4A.


환 R=ℝ[x]/(x2+1)은 여러분이 전에 본 적이 있는 것입니다. 그 이름은 무엇입니까?


힌트. R=ℝ[i].




풀이. 이것은 단지 ℝ[i]=ℂ입니다. 이 동형사상은 x↦i로 주어지며, 핵은 (x2+1)입니다.










문제 4B.


ℂ[x]/(x2−x)≅ℂ×ℂ임을 보이십시오.


힌트. 다음 사상이




	
	ℂ[x]
	→ℂ×ℂ
	





	
	p
	↦(p(0),p(1))
	





전사임을 보이고 그 핵을 계산하십시오.




풀이. 다음 사상이




	
	ℂ[x]
	→ℂ×ℂ
	





	
	p
	↦(p(0),p(1))
	





실제로 전사 환 준동형사상입니다. 그 핵은 p(0)=p(1)=0을 만족하는 다항식 p들로 이루어지며, 이는 x와 x−1 둘 다로 나누어떨어지는 다항식들의 집합이므로 x(x−1)입니다.










문제 4C.


환 ℤ에서, I=(2016)이고 J=(30)이라 합시다. I∩J가 ℤ의 아이디얼임을 보이고 그 원소들을 계산하십시오.








문제 4D.


R을 환, I를 아이디얼이라 합시다. 다음 사이에 포함관계를 보존하는 전단사를 찾으십시오:


	•

R/I의 아이디얼들과,




	•

I를 포함하는 R의 아이디얼들.













문제 4E.


R을 환이라 합시다.


	(a)

환 준동형사상 ℤ→R이 정확히 하나 존재함을 증명하십시오.




	(b)

환 준동형사상 ℤ[x]→R의 개수가 R의 원소의 개수와 같음을 증명하십시오.







힌트. (b)의 경우 준동형사상은 ψ(x)∈R의 선택에 의해 유일하게 결정됩니다










문제 4F.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

힐베르트 기저 정리, 정리 4.9.5를 증명하십시오.








문제 4G (USA Team Selection Test 2016).


𝔽p가 고정된 소수 p에 대한 정수의 나머지들을 나타낸다고 합시다. Ψ:𝔽p[x]→𝔽p[x]를 다음과 같이 정의합니다




	
	Ψ(∑i=0naixi)=∑i=0naixpi.
	





S가 Ψ의 상을 나타낸다고 합시다.


	(a)

S가 다항식 덧셈으로 주어지는 덧셈과 함수 합성으로 주어지는 곱셈을 갖는 환임을 보이십시오.




	(b)

Ψ:𝔽p[x]→S가 그러면 환 동형사상임을 증명하십시오.













문제 4H (아키즈키의 정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

환 R이  하강 사슬 조건을 만족시키면, 즉 아이디얼의 무한 하강 사슬 I1⊋I2⊋I3⊋…이 존재하지 않으면, R을  아르틴 환이라고 부릅니다. 환 R이 아르틴 환이면 뇌터 환임을 보이십시오.




(아르틴 환은 뇌터 환보다도 대수기하학의 맥락에서 더 잘 이해됩니다 — 즉, 문제 84C은 아르틴 환의 훨씬 더 나은 정의를 보여줍니다. 이 문제는 여기서는 오히려 맛보기로 실려 있습니다 — 상승 사슬 조건과 하강 사슬 조건이 둘 다 단순하고 비슷해 보이기 때문에 쉬워 보이지만, 실제로는 어렵다는 것이 드러납니다.)











장 5 환의 종류


환에 대한 탐구를 이어가면서, 환이나 아이디얼이 만족할 수 있는 몇 가지 좋은 성질들을 살펴보겠습니다. 이는 나중에 유용하게 쓰일 것입니다. 이전과 마찬가지로, 정수론이 동기 부여로서 함께 엮여 있습니다. 처음부터 완성된 표가 어떤 모습일지 미리 보여드려서, 무엇을 기대해야 할지 알 수 있도록 하겠습니다.







	환 명사
	아이디얼 형용사
	관계





	PID
	주
	R이 PID이다 ⇔ R은 정역이고,



	
	
	    모든 I가 주 아이디얼이다



	뇌터 환
	유한 생성
	R이 뇌터 환이다 ⇔ 모든 I가 유한 생성입니다



	체
	극대
	R/I가 체이다 ⇔ I가 극대 아이디얼이다



	정역
	소
	R/I가 정역이다 ⇔ I가 소 아이디얼이다









5.1 체


대표적인 예: ℚ는 체이지만, ℤ는 그렇지 않습니다.




이 정의는 지난 장에서 이미 살펴보았습니다: 체 K란 영이 아닌 모든 원소가 단원인 자명하지 않은 환입니다.




특히, 체에는 오직 두 개의 아이디얼만 존재합니다: 극대인 아이디얼 (0)과, 체 전체인 K입니다.







5.2 정역


대표적인 예: ℤ는 정역입니다.




실제로는, 우리가 완전한 체를 갖는 행운을 누리지 못하는 경우가 많습니다. 그럼에도 영인자 곱 성질, 즉 ab=0이면 a=0이거나 b=0이라는 결론을 여전히 내릴 수 있다면 좋을 것입니다. 우리의 환이 체라면 이는 참입니다: b≠0이면, b−1를 곱하여 a=0을 얻을 수 있습니다. 하지만 ℤ와 ℤ[x]처럼 우리가 다루는 다른 많은 환들도 나눗셈이 없음에도 불구하고 이 성질을 가지고 있습니다.




그러나 모든 환이 그런 것은 아닙니다: ℤ/15ℤ에서는,




	
	3⋅5≡0(mod15).
	





a,b≠0이지만 ab=0이면, a와 b를 환 R의  영인자라고 부릅니다. 그래서 이러한 환들에 이름을 붙여줍니다.





정의 5.2.1.


영인자가 없는 자명하지 않은 환을  정역이라고 부릅니다.111일부 저자들은 이를 줄여서 ”domain”이라고 부르는데, 특히 Artin이 그렇습니다.








질문 5.2.2.


체가 정역임을 보이십시오.








연습문제 5.2.3 (정역에서의 소거).


정역에서 ac=bc이고 c≠0이라고 합시다. a=b임을 보이십시오. (c−1를 곱할 수는 없으므로, 정의를 사용해야 합니다.)








예제 5.2.4 (정역의 예시).


모든 체는 정역이므로, 앞서 든 모든 예시가 적용됩니다. 이에 더하여:


	(a)

ℤ는 정역이지만, 체는 아닙니다.




	(b)

ℝ[x]는 체가 아닙니다. xP(x)=1을 만족하는 다항식 P(x)가 존재하지 않기 때문입니다. 하지만 ℝ[x]는 정역입니다. P(x)Q(x)=0이면 P 또는 Q 중 하나는 영이기 때문입니다.




	(c)

ℤ[x] 또한 정역의 예시입니다. 사실, 임의의 정역 R에 대해 R[x]는 정역입니다 (왜 그럴까요?).




	(d)

ℤ/nℤ은 n이 소수일 때 정확히 체(따라서 정역)입니다. n이 소수가 아닐 때는, 환이기는 하지만 정역은 아닙니다.






자명환 0은 정역으로 간주되지 않습니다.







이 지점에서, 다음과 같이 말하겠습니다:





정의 5.2.5.


모든 아이디얼이 주 아이디얼인 정역을  주 아이디얼 정역(PID)이라고 부릅니다.







아이디얼 (a,b)는 gcd 연산의 환 버전에 해당한다는 것을 기억하십시오. 그러므로 이 정의가 본질적으로 말하는 바는: 임의의 원소 모임 {ai}를 취하면, 모든 ai에 의해 생성되는 아이디얼이 실제로는 단 하나의 원소 a에 의해 생성된다는 것입니다.




다시 말해서,


PID에서는 임의의 원소 모음의 gcd를 취할 수 있습니다.






환 ℤ/6ℤ는 주 아이디얼 환이지만 정역은 아닌 환의 예입니다. 앞서 언급했듯이, 우리는 ”주 아이디얼 환”을 실제로는 거의 사용하지 않을 것입니다: 일반적으로 이를 PID로 강화하고자 할 것입니다.







5.3 소 아이디얼


대표적인 예: (5)는 ℤ의 소 아이디얼입니다.




모든 정수는 (부호를 제외하면) 소수들의 곱으로 유일하게 인수분해될 수 있음을 우리는 알고 있습니다. 예를 들어 15=3⋅5이고 −10=−2⋅5입니다. 이 증명에는 소위 베주 보조정리가́ 관여한다는 것을 기억하실 수도 있는데, 이는 본질적으로 (a,b)=(gcd(a,b))임을 말합니다. 다시 말해 우리는 ℤ가 PID라는 사실을 조심스럽게 사용한 것입니다.




일반적인 환에서는 대부분의 환이 PID가 아니기 때문에 원소를 인수분해하는 상황이 그리 좋지 않다는 것이 밝혀졌습니다. 무언가 잘못되는 대표적인 예는




	
	6=2⋅3=(1−−5)(1+−5)
	





ℤ[−5]에서입니다. 그럼에도 불구하고 우리는 이 문제를 우회하여 아이디얼을 인수분해하는 것에 대해 이야기할 수 있습니다: 어떻게든 10=2⋅5라는 예는 (10)=(2)⋅(5)가 되어야 하는데, 이는 ”10의 모든 배수는 2의 배수와 5의 배수의 곱이다”라는 것을 말합니다. 그렇다면 두 아이디얼을 곱하는 방법을 말씀드려야 할 텐데, 이는 유일 인수분해에 관한 장에서 다루겠습니다.




소수가 무엇인지 적어도 알아봅시다. ℤ에서 p≠1이 소수라는 것은 p∣xy일 때마다 p∣x 또는 p∣y가 성립한다는 것입니다. 우리는 이 정의를 아이디얼의 세계로 옮겨갑니다.





정의 5.3.1.


I⊊R인 진아이디얼 I가  소 아이디얼이라는 것은 xy∈I일 때마다 x∈I 또는 y∈I가 성립한다는 것입니다.







I가 진아이디얼이어야 한다는 조건은 우리가 1을 소수로 간주하지 않는다는 사실과 유사합니다.





예제 5.3.2 (소 아이디얼의 예와 반례).



	(a)

ℤ의 아이디얼 (7)은 소 아이디얼입니다.




	(b)

ℤ의 아이디얼 (8)은 소 아이디얼이 아닌데, 2⋅4=8이기 때문입니다.




	(c)

ℤ[x]의 아이디얼 (x)는 소 아이디얼입니다.




	(d)

ℤ[x]의 아이디얼 (x2)는 소 아이디얼이 아닌데, x⋅x=x2이기 때문입니다.




	(e)

ℤ[x]의 아이디얼 (3,x)는 소 아이디얼입니다. 이는 사실 아래의 정리 5.3.5를 이용하면 가장 쉽게 알 수 있습니다.




	(f)

ℤ[i]의 아이디얼 (5)=5ℤ+5iℤ는 소 아이디얼이 아닌데, 원소 3+i와 3−i의 곱이 10∈(5)이지만 둘 다 그 자체로는 (5)에 속하지 않기 때문입니다.













비고 5.3.3.


아이디얼은 ”부호 문제”를 없애준다는 좋은 성질을 가지고 있습니다. 예를 들어, ℤ에서 −3을 소수로 간주해야 할까요? 아이디얼로 표현하면 이런 성가신 문제는 사라집니다: (−3)=(3)입니다. 더 일반적으로, 환 R에 대해 아이디얼로 이야기하는 것은 단원과의 곱셈을 무시할 수 있게 해줍니다. (−1이 ℤ에서 단원이라는 점에 유의하십시오.)








연습문제 5.3.4.


영 아이디얼 (0)이 소 아이디얼인 환 R을 무엇이라고 부르겠습니까?







또한 다음이 성립합니다:





정리 5.3.5 (소 아이디얼 ⇔ 몫이 정역).


아이디얼 I가 소 아이디얼인 것은 R/I가 정역인 것과 동치입니다.








연습문제 5.3.6 (필수).


이 정리가 참임을 스스로 확인해 보십시오; 이는 단지 정의를 따라가는 것일 뿐입니다. (시작점으로 R=ℤ이고 I=(15)인 경우를 고려해 보는 것도 좋습니다.)







이제 유감스럽게도 ”소” 아이디얼이라는 개념이 있어도 유일 인수분해는 여전히 성립하지 않는다는 것을 말씀드려야 합니다(다시 말하지만 아직 두 아이디얼을 곱하는 방법도 말씀드리지 않았습니다). 하지만 대수적 정수론에서 등장할 몇 가지 추가 가정 하에서는 성립하게 될 것입니다(관련 용어: 데데킨트 정역).







5.4 극대 아이디얼


대표적인 예: 아이디얼 (x,5)는 몫을 취함으로써 ℤ[x]에서 극대입니다.




여기 아이디얼의 또 다른 종류가 있습니다.





정의 5.4.1.


환 R의 진 아이디얼 I가 다른 어떤 진 아이디얼에도 포함되지 않으면  극대라고 합니다.








예제 5.4.2 (극대 아이디얼의 예시).



	(a)

ℤ의 아이디얼 I=(7)은 극대인데, 만약 아이디얼 J가 7과 I에 속하지 않는 원소 n을 포함한다면 gcd(7,n)=1도 포함해야 하고, 따라서 J=ℤ가 되기 때문입니다.




	(b)

아이디얼 (x)는 ℤ[x]에서 극대가 아닌데, (x,5)에 포함되기 때문입니다 (그 밖에도 여러 아이디얼에 포함됩니다).




	(c)

반면에, (x,5)는 ℤ[x]에서 실제로 극대입니다. 이는 아래의 정리 5.4.4를 이용하면 가장 쉽게 확인할 수 있습니다.




	(d)

또한 (x)는 ℂ[x]에서 극대인데, 이번에도 아래의 정리 5.4.4에 의거합니다.













연습문제 5.4.3.


영 아이디얼 (0)이 극대인 환 R을 무엇이라고 부르겠습니까?







소 아이디얼에 대한 것과 유사한 정리가 있습니다.





정리 5.4.4 (I가 극대 ⇔ R/I가 체).


아이디얼 I가 극대인 것과 R/I가 체인 것은 동치입니다.







증명.


환이 체인 것과 (0)이 유일한 극대 아이디얼인 것은 동치입니다. 따라서 이는 문제 4D에 의해 성립합니다. ∎






따름정리 5.4.5 (극대 아이디얼은 소 아이디얼이다).


만약 I가 환 R의 극대 아이디얼이면, I는 소 아이디얼입니다.







증명.


만약 I가 극대이면, R/I는 체이고, 따라서 정역이므로, I는 소 아이디얼입니다. ∎





실제로는, 생성된 아이디얼로 몫을 취하는 것이 상당히 편리하기 때문에, 이것이 어떤 아이디얼이 극대인지 확인하는 매우 효율적인 방법입니다.





예제 5.4.6 (ℤ[x]에서 몫을 취하기).



	(a)

이는 (x,5)가 ℤ[x]에서 극대 아이디얼임을 즉시 함의하는데, ℤ[x]에서 x와 5로 몫을 취하면 단지 𝔽5를 얻고, 이는 체이기 때문입니다.




	(b)

반면에, x만으로 몫을 취하면 ℤ를 얻는데, 이는 정역이지만 체는 아닙니다. 이것이 (x)가 소 아이디얼이지만 극대는 아닌 이유입니다.












우리가 본 바와 같이, 모든 극대 아이디얼은 소 아이디얼입니다. 그런데 이제 ℤ가 그 모든 영이 아닌 소 아이디얼이 또한 극대이기도 한 특별한 성질을 가진다는 점에 주목합시다. 바로 이 조건과 몇 가지 다른 사소한 조건들을 통해 아이디얼의 소인수분해가 실제로 작동하는, 이른바 데데킨트 정역을 얻게 됩니다. 이에 대해서는 나중에 더 다루겠습니다.







5.5 분수체


대표적인 예: Frac(ℤ)=ℚ.




여기까지 온 김에, 임의의 정역을 체로 바꾸는 유용한 구성을 소개하는 시간을 가지겠습니다.





정의 5.5.1.


정역 R이 주어지면, 그  분수체 또는  분수 체 Frac(R)을 다음과 같이 정의합니다: 이는 원소 a/b들로 이루어지며, 여기서 a,b∈R이고 b≠0입니다. bc=ad일 때 그리고 오직 그때만 a/b∼c/d로 놓습니다. 덧셈과 곱셈은 다음과 같이 정의됩니다




	
	ab+cd
	=ad+bcbd
	





	
	ab⋅cd
	=acbd.
	











사실 ℚ에 대해 여러분이 알고 있는 모든 것은 기본적으로 유추를 통해 그대로 적용됩니다. 원한다면 이것이 실제로 체임을 증명할 수 있지만, ℚ가 잘 정의되어 있다는 것에 우리가 얼마나 익숙한지를 고려하면, 저는 그것에 대해 걱정하지 않겠습니다…





정의 5.5.2.


k를 체라고 합시다. k(x)=Frac(k[x])로 정의하고 (“k of x”라고 읽습니다), 이를  유리 함수체라고 부릅니다.








예제 5.5.3 (분수체의 예시).



	(a)

정의에 의해, Frac(ℤ)=ℚ입니다.




	(b)

체 ℝ(x)는 x에 대한 유리 함수로 이루어져 있습니다:




	
	ℝ(x)={f(x)g(x)∣f,g∈ℝ[x]}.
	





예를 들어, 2xx2−3이 전형적인 원소가 될 수 있습니다.













예제 5.5.4 (가우스 유리수).


ℤ[i]를 표기를 남용하여 정의했던 것과 마찬가지로, ℚ(i)=Frac(ℤ[i])라고도 쓸 수 있습니다. 공식적으로는 다음과 같은 것들로 이루어져야 합니다




	
	ℚ(i)={f(i)g(i)∣g(i)≠0}
	





유리 계수를 갖는 다항식 f와 g에 대해서 말입니다. 하지만 i2=−1이므로 이는 곧 다음으로 이어집니다




	
	ℚ(i)={a+bic+di∣a,b,c,d∈ℚ,(c,d)≠(0,0)}.
	





그리고 1c+di=c−dic2+d2이므로 우리는 다음에 이르게 됩니다




	
	ℚ(i)={a+bi∣a,b∈ℚ}.
	














5.6 유일 인수분해 정역 (UFD)


대표적인 예: ℤ 및 일반적인 다항식환.




여기 정수론에 관심이 있는 분들에게 중요할 별도의 정의가 하나 있습니다. 양의 정수 위에서, 모든 정수가 소수의 곱으로 유일하게 표현된다는 산술의 기본 정리가 성립합니다.




6=(−2)(−3)과 같은 표현을 허용한다면, ℤ나 ℤ[i]에서도 유사한 진술을 할 수 있습니다. 요령은 모든 것을 단원의 차이를 무시하고 고려한다는 것입니다; 그래서 6=(−2)(−3)=2⋅3은 같은 것으로 간주됩니다.




일반적인 정의는 다음과 같습니다.





정의 5.6.1.


정역 R의 영이 아닌 비단원은, 두 비단원의 곱으로 쓸 수 없는 경우  기약이라고 합니다.




정역 R의 모든 영이 아닌 비단원이 기약원의 곱으로 쓸 수 있고, 그 표현이 단원을 곱하는 것을 제외하면 유일할 때, R을  유일 인수분해 정역이라고 합니다.








질문 5.6.2.


ℤ가 UFD임을 확인하십시오.








예제 5.6.3 (UFD의 예시).



	(a)

체는 UFD의 “퇴화된” 예시입니다: 영이 아닌 모든 원소가 단원이므로, 확인할 것이 없습니다.




	(b)

ℤ는 UFD입니다. 기약원은 p와 −p이며, 예를 들어 5나 −17입니다.




	(c)

ℚ[x]는 UFD입니다: 유리 계수를 갖는 다항식은 상수배를 제외하면 유일하게 인수분해될 수 있습니다 (ℚ[x]의 단원은 그저 유리수이기 때문입니다).




	(d)

ℤ[x]는 UFD입니다.




	(e)

가우스 정수 ℤ[i] 역시 UFD임이 밝혀집니다 (이는 대수적 정수론을 다루는 장에서 증명될 것입니다).




	(f)

ℤ[−5]는 UFD가 아닌 대표적인 예시입니다. 다음과 같이 쓸 수 있습니다.




	
	6=2⋅3=(1−−5)(1+−5)
	





하지만 2, 3, 1±−5 각각은 기약원입니다. (이를 바로잡는 올바른 방법은 대신 소 아이디얼을 고려하는 것으로 밝혀지는데, 이것이 부 XIV의 주요 동기 중 하나입니다.)




	(g)

증명하지 않을 정리: R이 UFD이면 R[x]도 UFD입니다 (따라서 귀납적으로 R[x,y], R[x,y,z], …도 마찬가지입니다).












다음과 같은 정리가 있습니다.





정리 5.6.4.


R을 PID라고 합시다. 그러면 R은 UFD입니다.







위의 반례를 살펴보면 다음과 같습니다.




	
	6=2⋅3=(1−−5)(1+−5)
	





여기서 ℤ[−5]가 UFD가 되지 못하는 것은 어떤 인수도 더 이상 기약인수로 분해할 수 없다는 사실에 반영되어 있으며, 실제로 다음 아이디얼




	
	(2,1+−5)
	





은 주 아이디얼이 아닙니다 — 2와 1+−5의 gcd가 되는 원소는 존재하지 않습니다.




비슷한 방식으로, 기약인수로의 분해가 존재한다고 가정할 때 PID가 UFD임을 증명할 수 있습니다.







5.7 추가: 유클리드 정역


이 장은 이후에 사용되지 않지만, 역사적으로 흥미로운 내용입니다.




PID는 원소들의 임의의 족에 대해 gcd를 취할 수 있는 환이라는 것을 상기하십시오.




ℤ에서 두 원소의 gcd를 계산하는 가장 널리 알려진 알고리즘이 유클리드 알고리즘이라는 것은 모두 알고 있습니다.


	•

두 정수 a와 b로 시작합니다.




	•

a와 b 중 하나가 0이면 끝납니다. gcd는 0이 아닌 원소입니다.




	•

그렇지 않으면, |a|≥|b|라고 가정하고, a를 b로 나누어 |r|<|b|를 만족하는 나머지 r을 구한 다음, a를 r로 바꾸고 알고리즘을 계속합니다.






이 알고리즘은 매우 효율적입니다 — 이 알고리즘은 a와 b의 크기에 대해 로그 개수의 단계만 필요하다는 것을 증명할 수 있습니다 — 예를 들어, a와 b가 10100 자릿수 정도라면, 최악의 경우에도 500단계면 충분합니다.




자연스럽게 다음과 같은 질문이 제기됩니다.


어떤 환에서 같은 알고리즘을 수행할 수 있을까요?



사실 여러 환에서 이를 수행할 수 있다는 것을 보게 될 것입니다! 예를 들어, 가우스 정수환 ℤ[i], 아이젠슈타인 정수환 ℤ[ω] 등이 있습니다.




위의 알고리즘 설명을 살펴보면, 이 알고리즘이 작동하게 하는 것은 무엇일까요? 그것은 두 수의 크기를 비교하는 데 사용되는 절댓값 |⋅|이며, 이 절댓값은 두 가지 조건을 만족합니다.


	•

이 함수는 음이 아닌 정숫값을 출력합니다 — 그래야 알고리즘이 결국 종료됩니다.




	•

b≠0인 임의의 두 환 원소 a와 b에 대해, r=a−qb가 b보다 작은 절댓값을 갖도록 하는 어떤 q가 존재합니다.






그러므로 자연스럽게, 이와 비슷한 정수 값을 갖는 함수가 있는 임의의 환에서 이 알고리즘을 수행할 수 있습니다. 위의 두 조건을 만족하는 함수 N:R→ℤ≥0을  유클리드 노름이라고 부르며, 노름을 갖는 정역 R을  유클리드 정역이라고 부릅니다.





예제 5.7.1 (가우스 정수환은 유클리드 정역입니다).


ℤ[i]에서 통상적인 노름은




	
	|a+bi|=a2+b2
	





유클리드 노름입니다.




실제로, b≠0인 임의의 원소 a와 b에 대해, a를 b로 나누어 나머지 r을 계산할 수 있습니다. q를 ab에 가장 가까운 가우스 정수라 하고(즉, |ab−q|가 최소가 되도록 하고) r=a−bq라 하면, |r|<|b|임을 증명할 수 있습니다.




이 증명은 |ab−q|<1임을 보임으로써 이루어집니다 — 복소평면에 임베딩된 ℤ[i]에 속한 점들의 격자를 살펴보면, ab∈ℂ의 어떤 값에 대해서도 가장 가까운 정수로 반올림하면 최대 22<1만큼 이동하게 됩니다.

[image: 도표]







예제 5.7.2 (아이젠슈타인 정수환은 유클리드 정역입니다).


마찬가지로 ω=1+3i2라 하면(즉 ω3=−1), ℤ[ω]는 통상적인 노름에 대해 유클리드 정역이 됩니다




	
	|a+bi|=a2+b2
	





또는 동등하게




	
	|a+bω|=a2+ab+b2.
	












예제 5.7.3 (환 ℤ[11]는 유클리드 정역입니다).


앞서와 마찬가지입니다. 이번에는 자연스러운 노름222이 노름이 왜 자연스러운 것인지에 대한 설명은 절 54.1를 참고하십시오.이 다음과 같습니다:




	
	Nℚ(11)/ℚ(a+b11)=(a+b11)(a−b11)=a2−11b2.
	





유클리드 노름이 필요하므로, 우리는 N(a+b11)=|a2−11b2|. 로 두겠습니다.




ℤ[11]의 두 원소 a와 b가 주어지고 b≠0일 때, 앞서와 마찬가지로 r=a−qb로 하여 N(r)<N(b)를 만족하는 r을 계산해 보겠습니다.




이번에는 ℤ[11]을 점들의 격자로 그릴 수 없습니다 — ℝ 안에서 조밀하기 때문입니다 — 따라서 각 점 a+b11을 좌표 (a+b11,a−b11)에 그리도록 하겠습니다.




노름이 <1인 점들의 집합은 아래와 같이 그려집니다.

[image: 도표]



(허수 이차체, 즉 정수 d에 대한 ℚ(−d)의 경우와 같은) 공 모양 대신, 노름이 1인 점들의 집합은 쌍곡선을 이룹니다.




이 때문에 가장 가까운 점으로 반올림하는 것이 항상 최선의 방법은 아닙니다 — 그럼에도 (ℤ[i]의 경우와 마찬가지로 전수 조사를 통해) ab∈ℚ(11)의 모든 값에 대해 N(ab−q)<1을 만족하는 q∈ℤ[11]이 존재함을 증명할 수 있습니다. 따라서 N은 유클리드 노름입니다.







그렇긴 하지만, 유클리드 정역의 자연스러운 노름이 항상 유클리드 노름일 필요는 없습니다. ℤ[1+692]가 그 첫 번째 예시입니다.





예제 5.7.4 (ℚ[x]는 유클리드 정역입니다).


마찬가지로 ℚ[x]에서는 노름을 다항식의 차수로 잡을 수 있습니다 — 나머지가 있는 다항식 나눗셈 알고리즘이 gcd의 계산을 처리해 줄 것입니다.







다시 PID 주제로 돌아가겠습니다. 유클리드 정역에서는 임의의 두 원소의 gcd를 계산할 수 있습니다. 그렇다면 무한히 많은 원소들의 모임에 대해서는 어떨까요?




상황이 매우 좋은 것으로 밝혀집니다:





명제 5.7.5.


유클리드 정역은 PID입니다.







사실, 무한히 많은 원소들의 모임의 gcd를 계산하는 명시적인 알고리즘을 제시할 필요는 없습니다 — 물론 그러한 알고리즘은 유한한 시간 안에 끝날 수 없습니다! — 다만 gcd가 존재함을 보이기만 하면 되므로, 우회하는 방법을 쓸 수 있습니다.




유클리드 알고리즘에서는 원소들 중 하나가 0이 될 때까지 원소들의 노름이 계속 감소한다는 점에 주목하십시오. 그러므로 임의의 원소들의 모임이 주어졌을 때, 이 원소들이 생성하는 아이디얼을 취하면 — 분명 gcd는 그 아이디얼 안에 있습니다 — 노름이 가장 작은 0이 아닌 원소를 취합니다. 이것이 바로 gcd입니다.




이러한 직관을 염두에 두고, 우리의 증명을 형식화합니다:





증명.


I를 임의의 아이디얼이라 합시다. I가 주 아이디얼임을 보여야 합니다.




a를 I에서 노름이 가장 작은 0이 아닌 원소라 합시다 — ℤ≥0이 정렬순서집합이므로 이러한 원소가 존재합니다.






질문 5.7.6.


I의 다른 모든 원소 b∈I에 대해 a∣b임을 보이십시오.







따라서 I=(a)이며, 증명이 끝났습니다. ∎







예제 5.7.7 (환 ℤ[1+−192]는 유클리드 정역이 아닙니다).


R=ℤ[1+−192]라 합시다.




위 예를 염두에 두면, 이 환에 대해 무엇을 말할 수 있습니까?




이는 사실 주 아이디얼 정역이지만(여기서는 증명하지 않겠습니다), 사실 이 환에는 유클리드 노름이 존재하지 않습니다.







위 주장을 증명하겠습니다. 전체적인 계획은 다음과 같습니다:


	•

유클리드 노름이 존재하면 우리가  보편 준약수(universal side divisor)라 부르는 것이 존재함을 보이십시오.




	•

R에는 보편 준약수가 존재하지 않음을 보이십시오.




	•

따라서 R은 유클리드 노름을 가질 수 없습니다.









먼저, 위의 ℤ[i]와 ℤ[ω] 예시를 살펴봅시다. 단위원들이 노름이 가장 작은 원소들임을 알 수 있습니다.




지금까지는 유용한 것이 없습니다 — 모든 환은 단위원 1을 가집니다. 다음으로, 그다음으로 노름이 작은 원소들을 살펴봅시다:


	•

ℤ[i]에서, 원소 1+i는 노름이 2이며, 0도 단위원도 아니면서 노름이 가장 작은 원소입니다. (다른 원소들은 ±1±i입니다.)




	•

ℤ[ω]에서, 단위원들은 노름이 1인 {±1,±ω,±(ω−1)}입니다. 그다음으로 노름이 작은 원소는 노름이 3인 1+ω입니다.









이제 증명을 계속 진행하기 위해, 준약수(side divisor)를 정의해야 합니다. a=bq인 어떤 q가 존재하면 b가 a의 약수라는 것을 기억하십시오. 나머지 a−bq가 0이거나 단위원인 어떤 q가 존재하면, b를 a의  준약수(읽는 법: ”거의 약수”)라고 합니다.





예제 5.7.8.


ℤ[i]에서, b=3+i를 생각해 봅시다. b∣a를 만족하는 수 a들의 집합을 아래에 빨간색으로 그렸습니다.

[image: 도표]



이러한 a의 값들에 단위원을 더하면, b가 a의 준약수가 되는 수 a들의 집합을 얻게 되며, 이로써 ”거의 약수”라는 개념에 그림을 부여할 수 있습니다.




b가 a의 준약수가 되는 점 a들이 아래에 빨간색과 파란색으로 표시되어 있습니다.

[image: 도표]






마지막으로,  보편 준약수란 모든 원소 a∈R에 대해 b가 준약수가 되는 수 b로 정의합니다.





예제 5.7.9.


위와 비슷한 그림을 그려 보면, ℤ[i]에서 2+i와 1+i가 준약수임을 알 수 있습니다.

[image: 도표]






이제, 위에서 살펴본 두 개념 사이의 연관성을 살펴봅시다.





보조정리 5.7.10.


유클리드 정역에서, 단원이 아니면서 노름이 가장 작은 0이 아닌 원소 b는 보편 준제수입니다.







증명.


임의의 수와 b 사이에서 유클리드 호제법을 한 단계만 수행하면, 나머지는 0이거나 단원이어야 합니다. ∎





그리고 마지막으로,





명제 5.7.11.


R에는 보편 준제수가 존재하지 않습니다.







증명.


모든 수는 a2+b−192 형태이며, 여기서 a와 b는 홀짝성이 같습니다. a24+19b24로 정의되는 복소수의 절댓값은 곱셈적이며, ℤ[1+−192]의 모든 수에 대해 1보다 크지만, −1,0,1은 예외로서 각각 절댓값이 1,0,1입니다. 이 환에는 절댓값이 0보다 크고 1보다 작은 수가 존재하지 않으므로, 절댓값이 1보다 큰 환의 모든 수는 환 안에서 곱셈에 대한 역원을 갖지 않습니다. 따라서 단원은 1과 −1뿐입니다.




환의 모든 원소에 x를 곱하면, 복소평면에서 원소 쌍 사이의 거리는 |x|배가 됩니다. 처음에 원소 쌍 사이의 거리는 최소 1이었습니다.


	•

x가 실수이고 |x|≥2이면, xR은 a+−192 형태의 원소를 전혀 포함하지 않으므로, x는 보편 준제수가 아닙니다.




	•

x가 실수가 아니고 |x|≥2이면, xR의 원소가 실수가 되려면 곱해지기 전 원소가 실수가 아니었어야 합니다. 이는 xR에서 실수축 위에 있는 원소들의 절댓값이 최소 2|1+−192|=25≥4임을 의미합니다. 따라서 x는 2의 준제수가 아니므로, x는 보편 준제수가 아닙니다.






R은 보편 준제수를 갖지 않으므로, R은 유클리드 정역이 아닙니다. ∎








5.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


올림피아드 문제는 아니지만, 그 취지는 올림피아드에서 볼 법한 것과 매우 유사합니다.





문제 5A.


다음 환을 생각해 봅시다




	
	ℚ[2]={a+b2∣a,b∈ℚ}.
	





이것은 체입니까?


힌트. 그렇습니다.










문제 5B (체로부터의 준동형사상은 단사입니다).


K를 체, R을 자명하지 않은 환이라 합시다. 임의의 준동형사상 ψ:K→R이 단사임을 증명하십시오.333ψ(1K)=1R을 요구하기 때문에, 우리에게 ψ는 영사상이 될 수 없다는 점에 유의하십시오. 문헌에서는 때때로 다른 서술을 찾아볼 수 있습니다.


힌트. 핵은 K의 아이디얼입니다!










문제 5C (소 아이디얼의 원상).


ϕ:R→S가 환 준동형사상이고, I⊆S가 소 아이디얼이라고 합시다. ϕpre(I) 또한 소 아이디얼임을 증명하십시오.


힌트. 이는 그저 정의를 따라가는 것입니다.




풀이. ab∈ϕpre(I)를 생각해 봅시다. 이는 ϕ(ab)=ϕ(a)ϕ(b)∈I를 의미합니다. I가 소 아이디얼이므로, ϕ(a)∈I이거나 ϕ(b)∈I입니다. 전자의 경우 필요한 대로 a∈ϕpre(I)를 얻고, 후자의 경우 b∈ϕpre(I)를 얻습니다.










문제 5D.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

R을 원소가 유한 개인 정역이라 합시다. R이 체임을 증명하십시오.


힌트. 페르마의 소정리 유형의 논증입니다. 정역에서는 소거 법칙이 성립합니다.




풀이. x≠0인 x∈R을 생각해 봅시다. 거듭제곱 x, x2, …를 살펴봅시다. 비둘기집 원리에 의해, 결국 그중 두 개가 같아집니다. 그러므로 m<n에 대해 xm=xn이라고 가정합시다. 이는 다음과 동치입니다.




	
	0=x⋅x⋅⋯⋅x⋅(xn−m−1).
	





x≠0이므로, xn−m−1=0, 즉 xn−m=1을 얻습니다. 따라서 xn−m−1은 x의 역원입니다.

이는 모든 0이 아닌 원소가 역원을 가진다는 것을 의미하므로, R은 체입니다.










문제 5E (크룰 정리).


R을 환, J를 진 아이디얼이라 하겠습니다.


	(a)

R이 뇌터 환이면 J가 극대 아이디얼 I에 포함됨을 증명하십시오.




	(b)

R이 뇌터 환이 아니더라도 이 결과를 증명하기 위해 초른의 보조정리(장 88)를 사용하십시오.







힌트. 원소를 계속 추가해 나가면 오름 사슬을 얻을 수 있습니다.




풀이. (b)에서는 진 아이디얼들의 순서 집합을 살펴보십시오. 초른의 보조정리를 적용하십시오(이번에도 조건을 확인하기 위해 합집합 트릭을 사용합니다. 그 합집합이 진 아이디얼임을 반드시 확인하십시오!). (a)에서는 무한 오름 사슬이 주어지지 않으므로, 초른의 보조정리를 사용할 필요가 없습니다.










문제 5F (Speck[x]).


ℂ[x]와 ℝ[x]의 소 아이디얼을 설명하십시오.


힌트. 둘 다 PID라는 사실을 이용하십시오.




풀이. 아이디얼 (0)은 물론 둘 다에서 소 아이디얼입니다. 또한, 두 환 모두 PID입니다.

ℂ[x]의 경우, 각 z∈ℂ에 대해 소 아이디얼 (x−z)를 얻습니다.

ℝ[x]의 경우, 각 a∈ℝ에 대해 소 아이디얼 (x−a)를 얻고, 켤레 관계에 있는 두 개의 비실수근을 갖는 각 이차식에 대해 소 아이디얼 (x2−ax+b)를 얻습니다.










문제 5G.


ℤ[2017]의 소 아이디얼 중 극대 아이디얼이 아닌 것은 몇 개입니까?


힌트. 몫 ℤ[2017]/I가 임의의 0이 아닌 소 아이디얼 I에 대해 유한개의 원소를 가짐을 보이십시오. 따라서 이 몫은 정역이며, 또한 체이기도 하므로, I는 극대 아이디얼이었습니다.




풀이. 하나뿐이며, 극대가 아닌 아이디얼 (0)입니다. 그 외의 모든 소 아이디얼은 극대라고 주장합니다.

실제로, I를 임의의 아이디얼(반드시 소 아이디얼일 필요는 없음)이라 하고, a+b2017을 그 안의 0이 아닌 원소라 하겠습니다. 그러면 I는 (a2−2017b2)도 포함합니다. 이는 I를 법으로 취할 때 정수 n≔|a2−2017b2|≠0을 법으로 취해도 됨을 의미합니다.

따라서 R의 모든 원소는 I를 법으로 하여 x+y2017 형태의 원소와 동치이며, 여기서 x,y∈{0,1,…,n−1}입니다. 다시 말해, 몫 R/I는 많아야 유한개의 원소를 가집니다.

I가 소 아이디얼일 때, R/I 역시 정역임이 따라 나옵니다. 유한개의 원소를 가지는 정역은 반드시 체여야 합니다. 따라서 R/I가 체라는 사실로부터, I가 극대 아이디얼임을 결론지을 수 있습니다.










문제 5H.


R을 유리수 q 중에서, q를 기약분수로 나타냈을 때 분모가 5의 배수가 아닌 것들의 집합이라 하겠습니다. 그러면 R은 (보통의 덧셈과 곱셈에 대해) 환입니다. R의 모든 아이디얼을 분류하십시오. 이 아이디얼들 중 어느 것이 소 아이디얼/극대 아이디얼입니까?


풀이. 아이디얼은 (0), (1)=R, 그리고 각 n≥1에 대해 (5n)=5nR입니다. 아이디얼 (0)은 소 아이디얼이고 아이디얼 (5)는 극대 아이디얼입니다 (몫 R/(5)≅𝔽5가 체이기 때문입니다).










문제 5I.


문제 4H에서 환 R이  하강 사슬 조건을 만족시키면  아르틴이라 함을 상기하십시오. 즉, 아이디얼의 무한 하강 사슬은 존재하지 않습니다: I1⊋I2⊋I3⊋….


	(a)

R이 아르틴이고 정역이면 체임을 보이십시오.




	(b)

더 일반적으로, 아르틴 환의 모든 소 아이디얼이 극대 아이디얼임을 보이십시오.
















부 III 기본 위상수학


	6 거리 공간의 성질

	7 위상 공간

	8 콤팩트성






장 6 거리 공간의 성질


거리 공간에 관한 지난 장의 마지막에서, 우리는 “열린”과 “닫힌”이라는 두 형용사를 소개했습니다. 이것들이 중요한 이유는, 거리 공간을 졸업하고 나면 일반적인 위상 공간의 정의로 성장하게 되기 때문입니다.




앞으로 나아가기 위해, 모(母) 공간에 상대적인 하나의 집합이 아니라 거리 공간 전체에 적용되는 몇 가지 좋은 성질을 나타내는 형용사를 제공하겠습니다. 그것은 “(전) 유계”와 “완비”입니다. 이 형용사들은 거리 공간에 특유한 것이지만, 콤팩트성이라는 개념으로 성장하게 되는데, 이는 [PUG02]의 표현을 빌리면 “실해석학에서 단연 가장 중요한 개념”입니다. 이 장의 끝에 이르면, 우리는 위상동형사상의 정의에 뭔가 미심쩍은 부분이 있음을 깨달을 만큼 충분히 알게 될 것이며, 이것이 완전히 일반적인 위상 공간을 정의하게 될 다음 장의 출발점 역할을 하게 됩니다.





6.1 유계성


대표적인 예: [0,1]은 유계이지만 ℝ은 그렇지 않습니다.




다음은 거리 공간이 지나치게 커지는 것을 막는 하나의 개념입니다.





정의 6.1.1.


거리 공간 M은, d(p,q)≤D가 모든 p,q∈M에 대해 성립하는 상수 D가 존재하면  유계라고 합니다.







한정사의 순서를 바꿀 수도 있습니다:





명제 6.1.2 (지름 대신 반지름을 이용한 유계성).


거리 공간 M이 유계인 것은, 모든 점 p∈M에 대해 (아마도 p에 따라 달라질 수 있는) 반지름 R이 존재하여 모든 q∈M에 대해 d(p,q)≤R이 성립하는 것과 동치입니다.








연습문제 6.1.3.


삼각부등식을 이용하여 이것들이 동치임을 보이십시오. (“반지름”과 “지름”이라는 이름이 큰 힌트입니다!)








예제 6.1.4 (유계 공간의 예).



	(a)

[0,1]이나 (a,b)와 같은 유한 구간은 유계입니다.




	(b)

단위 정사각형 [0,1]2은 유계입니다.




	(c)

ℝn은 어떤 n≥1에 대해서도 유계가 아닙니다.




	(d)

무한 집합 위의 이산 공간은 유계입니다.




	(e)

ℕ은 이산 공간과 위상동형임에도 불구하고 유계가 아닙니다!












무한 집합 위의 이산 공간이 “유계”라는 사실이 당신을 불편하게 만들 수도 있으므로, 여기 사용할 수 있는 다소 더 강한 조건을 소개합니다:





정의 6.1.5.


거리 공간이, 임의의 ε>0에 대해 유한히 많은 ε-근방들로 M을 덮을 수 있으면  전유계라고 합니다.







예를 들어, ε=1/2이면 [0,1]2을 ε-근방들로 덮을 수 있습니다.

[image: 도표]




연습문제 6.1.6.


“전유계”가 “유계”를 함의함을 보이십시오.








예제 6.1.7 (전유계 공간의 예).



	(a)

ℝn의 부분집합이 유계인 것은 그것이 전유계인 것과 동치입니다.




이는 유클리드 기하학적인 이유 때문입니다: 예를 들어 ℝ2에서 반지름 2인 원판 하나로 어떤 집합을 덮을 수 있다면, 반지름 1/2인 유한히 많은 원판들로도 분명히 덮을 수 있습니다. (이것을 엄밀하게 증명하지는 않겠습니다.)




	(b)

그래서 예를 들어 [0,1]이나 [0,2]×[0,3]은 전유계입니다.




	(c)

반면, 무한 집합 위의 이산 공간은 전유계가 아닙니다.















6.2 완비성


대표적인 예: ℝ은 완비이지만, ℚ와 (0,1)은 그렇지 않습니다.




지금까지는 극한을 가지는 경우에만 수열이 수렴한다고 말할 수 있었습니다. 하지만 다음 수열을 생각해봅시다




	
	x1=1,x2=1.4,x3=1.41,x4=1.414,….
	





물론 이 수열은 ℝ에서 2로 수렴합니다. 하지만 ℚ에서는 수렴하지 못합니다. 이 수열이 수렴하는 유리수는 존재하지 않습니다. 그러니 만약 우리가 ℝ의 존재를 몰랐다면, 어쩐지 수열 (xn)이 무언가로 ”다가가고” 있다는 것을 전혀 알 수 없었을 것입니다.




그것은 아쉬운 일인 것 같습니다. 항들이 공간 안의 어떤 특정한 점으로 다가가지 않더라도, 항들끼리 서로 가까워지는 이런 수열들을 기술하기 위한 새로운 정의를 세워봅시다. 따라서 우리는 정의에서 주어진 점들만을 언급하고자 합니다.





정의 6.2.1.


x1,x2,…를 거리 공간 M=(M,dM) 안에 있는 수열이라고 합시다. 임의의 ε>0에 대해 다음이 성립하면 이 수열을  코시 수열이라고 부릅니다




	
	dM(xm,xn)<ε
	





충분히 큰 모든 m과 n에 대해.








질문 6.2.2.


수렴하는 수열은 자동으로 코시 수열임을 보이십시오. (그림을 그려보십시오.)







이제 다음과 같이 정의할 수 있습니다:





정의 6.2.3.


모든 코시 수열이 수렴하면 거리 공간 M을  완비라고 합니다.








예제 6.2.4 (완비 공간의 예).



	(a)

ℝ은 완비입니다. (ℝ의 정의에 따라, 이는 정의에 의해 바로 성립하거나 약간의 작업이 필요합니다. 여기서는 이를 다루지 않겠습니다.)




	(b)

이산 공간은 완비입니다. 유일한 코시 수열은 결국 상수 수열이기 때문입니다.




	(c)

닫힌 구간 [0,1]은 완비입니다.




	(d)

ℝn 또한 완비입니다. (n에 대한 귀납법으로 이를 증명해보셔도 좋습니다.)













예제 6.2.5 (완비 공간이 아닌 예).



	(a)

유리수 ℚ는 완비가 아닙니다.




	(b)

열린 구간 (0,1)은 완비가 아닙니다. 수열 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, …는 코시 수열이지만 수렴하지 않기 때문입니다.












그러므로 ℚ처럼 거리 공간이 반드시 완비일 필요는 없습니다. 하지만 우리는 분명히 그것들이 완비이기를 바라며, 다음 정리에 비추어 보면 이는 무리한 바람이 아닙니다.





정리 6.2.6 (완비화).


모든 거리 공간은 몇몇 점들을 추가함으로써 ”완비화”될 수 있습니다. 즉, 완비 공간으로 만들 수 있습니다.







우리는 이 구성을 전혀 필요로 하지 않으므로, 이는 문제 6C로 남겨두겠습니다.





예제 6.2.7 (ℚ는 ℝ로 완비화됩니다).


ℚ의 완비화는 ℝ입니다.







(사실, 실수에 의존하지 않는 수정된 완비화의 정의를 사용하여, 다른 저자들은 종종 이를 ℝ의 정의로 삼기도 합니다.)







6.3 구매자는 조심하십시오


이 두 개념 모두에는 뭔가 미심쩍은 점이 있습니다: 둘 다 위상동형사상 하에서 보존되지 않습니다!





예제 6.3.1 (여기서 뭔가 수상한 일이 벌어지고 있습니다).


M=(0,1)이고 N=ℝ이라고 합시다. 훨씬 앞서 보았듯이 M과 N은 위상동형입니다. 그러나:


	•

(0,1)은 전유계이지만 완비는 아닙니다.




	•

ℝ은 완비이지만 유계는 아닙니다.












이는 거리에 뭔가 잘못되어 가고 있다는 첫 번째 힌트입니다. 위상수학 공부를 더 진행해 나가면서, 사실 (거리를 이용해 동기를 부여했던) 열린집합과 닫힌집합이야말로 나중에 진정으로 빛을 발할 개념임을 보게 될 것입니다. 열린집합과 닫힌집합에 대한 표준적인 그림이 이해되도록 하기 위해 거리를 먼저 도입할 것을 고집했지만, 결국에는 보조 바퀴를 뗄 때가 옵니다.







6.4 부분공간, 그리고 (미리 말해두는) 헷갈리는 언어적 요점


대표적인 예: 원은 ℝ2의 부분공간으로 얻어집니다.




우리가 예제들에서 이미 암묵적으로 해 왔듯이, 이제 다음과 같이 말하겠습니다:





정의 6.4.1.


모든 부분집합 S⊆M은 M 위의 거리 함수를 재사용함으로써 그 자체로 하나의 거리 공간이 됩니다. 우리는 S가 M의  부분공간이라고 말합니다.







예를 들어, 우리는 원 S1이 그저 ℝ2의 부분공간임을 보았습니다.




따라서 다음을 구별하는 것이 중요해집니다


	(i)

”완비”나 ”유계”와 같은 ”절대적” 형용사는 공간에도 적용될 수 있고, 따라서 (부분공간을 취함으로써) 공간의 부분집합에도 적용될 수 있으며,




	(ii)

”(M에서) 열려 있다”나 ”(M에서) 닫혀 있다”와 같은 ”상대적” 형용사는 공간과 관련해서만 의미를 가지지만, 사람들은 종종 부주의하게 이를 생략합니다.






따라서 ”[0,1]은 완비이다”는 의미가 통하며, ”[0,1]은 ℝ의 완비 부분집합이다”도 마찬가지로 의미가 통하는데, 우리는 이를 ”[0,1]은 ℝ의 완비 부분공간이다”를 뜻하는 것으로 받아들입니다. 이는 ”완비”가 절대적 형용사이기 때문입니다.




그러나 상대적 형용사가 조금 더 주의를 요하는 방식의 몇 가지 예가 여기 있습니다:


	•

수열 1, 1.4, 1.41, 1.414, …를 생각해 봅시다. ℝ 안의 수열로 보면 2로 수렴합니다. 하지만 ℚ 안의 수열로 보면 이 수열은 수렴하지 않습니다! 마찬가지로, 수열 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999는 공간 (0,1)에서는 수렴하지 않지만, [0,1]에서는 수렴합니다.




이 수열들이 ”마땅히 그래야 함에도” 수렴하지 못한다는 사실은 이상하고 나쁜 것이며, 이것이 바로 우리가 애초에 완비 공간을 정의한 이유였습니다.




	•

일반적으로, ”[0,1]은 열려 있는가?”와 같은 질문을 던지는 것은 의미가 없습니다. 그러나 ”[0,1]은 ℝ에서 열려 있는가?”와 ”[0,1]은 [0,1]에서 열려 있는가?”라는 질문은 의미가 통합니다. 첫 번째 질문에 대한 답은 ”아니오”이지만 두 번째 질문에 대한 답은 ”예”입니다; 실제로, 모든 공간은 그 자신 안에서 열려 있습니다. 마찬가지로, [0,12)는 공간 M=[0,1]에서 열린집합 인데, 이는 그것이 M 안에서 0을 중심으로 하는 반지름 12의 공입니다.




	•

쌍대적으로, ”[0,1]은 닫혀 있는가?”라고 묻는 것도 의미가 없습니다. 그것은 ℝ에서 그리고 그 자신 안에서 닫혀 있습니다(하지만 어차피 모든 공간은 그 자신 안에서 닫혀 있습니다).









위 내용을 제대로 이해했는지 확인하기 위해, 상대적 형용사를 연습해 볼 수 있는 두 가지 연습문제가 여기 있습니다.





연습문제 6.4.2.


M을 완비 거리 공간이라 하고 S⊆M이라고 합시다. S가 완비인 것과 S가 M에서 닫혀 있는 것이 동치임을 증명하십시오. 특히, [0,1]은 완비입니다.








연습문제 6.4.3.


M=[0,1]∪(2,3)이라 합시다. [0,1]과 (2,3)이 M에서 모두 열려 있으면서 닫혀 있음을 보이십시오.







이는 세 번째 요점을 보여줍니다: 자명하지 않은 집합이 열려 있으면서 동시에 닫혀 있을 수 있습니다.111언제나 놀림받는 사실입니다. 장 7에서 보게 되듯이, 이는 공간이 비연결임을 함의합니다. 즉, 위에서 든 예와 상당히 비슷한 경우들만 존재합니다.







6.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 6A (바나흐 부동점 정리).


M=(M,d)를 완비 거리 공간이라 합시다. T:M→M이 다음과 같은 연속 사상이라고 가정합시다. 즉, 임의의 p,q∈M에 대해,




	
	d(T(p),T(q))≤0.999d(p,q).
	





(T를  축약사상이라 부릅니다.) T가 유일한 부동점을 가짐을 보이십시오.


힌트. 주된 과제는 부동점이 존재함을 보이는 것입니다. 어떤 점 x0에서 시작하여 수열 x1=T(x0), x2=T(x1), x3=T(x2), …을 생각해봅시다.




풀이. 부동점의 유일성은, T(p)=p이고 T(q)=q이면서 p≠q라면 이를 주어진 식에 대입했을 때 바로 모순이 나온다는 사실로부터 따라 나옵니다. 따라서 주된 과제는 부동점이 존재함을 보이는 것입니다.

임의의 점 x0에서 시작합시다. x1=T(x0), x2=T(x1), x3=T(x2), …라 합시다. 우리는 (x0,x1,x2,…)가 코시 수열임을 주장합니다. 실제로, r≔0.999<1이고 c≔d(x0,x1)이라 하면,




	
	d(x1,x2)
	<r⋅c
	





	
	d(x2,x3)
	<r2⋅c
	





	
	d(x3,x4)
	<r3⋅c
	





	
	
	⋮
	





따라서 충분히 큰 M<N에 대해 다음이 성립합니다.




	
	d(xM,xN)<(rM+rM+1+⋯+rN−1)⋅c<rM1−r⋅c
	





이는 M이 충분히 크면 0으로 수렴합니다.

따라서 M이 완비이므로, 수열은 어떤 극한 x로 수렴해야 합니다. T가 연속이므로 다음을 얻습니다.




	
	T(x)=T(limn→∞xn)=limn→∞T(xn)=limn→∞xn+1=x
	





원하는 바와 같습니다.










문제 6B (Henning Makholm, math.SE에서).


ℝ에 다음 두 거리를 부여하여 얻은 거리 공간을 각각 M과 N이라 합시다:




	
	dM(x,y)
	=min{1,|x−y|}
	





	
	dN(x,y)
	=|ex−ey|.
	






	(a)

다음 2×3 표의 각 칸을 ”예” 또는 ”아니오”로 채우십시오.




	
	완비인가?
	유계입니까?
	전유계입니까?



	M
	
	
	



	N
	
	
	








	(b)

M과 N은 위상동형입니까?







힌트. (a): M은 완비이고 유계이지만 전유계는 아닙니다. N은 전부 아니오입니다. (b)의 경우 M≅ℝ≅N임을 보이십시오.




풀이. (a) 부분은 본질적으로 정의에 의해 성립합니다. 공간 M은 거리가 1을 넘지 않으므로 유계이지만, 유한 개의 12-근방으로 M을 덮을 수 없으므로 전유계는 아닙니다. 공간 M은 실수의 수열이 통상적인 의미로 수렴하면 M에서도 수렴하므로 완비입니다. N의 경우, 수열 −1, −2, …은 코시 수열이지만 수렴하지 않으며, 명백히 유계도 아닙니다.

(b)를 보이기 위해, 항등 사상(!)이 연속이므로 이는 M≅ℝ과 ℝ≅N의 위상동형사상이 됩니다.

이는 M이 완비이면서 유계임에도 불구하고 N은 완비도 유계도 아니지만 M≅N임을 보여줍니다. 반면, 나중에 우리는 완비이면서 전유계인 것이 콤팩트함을 함의함을 보게 될 것인데, 이는 위상동형사상 아래 보존되는 매우 강력한 성질입니다.










문제 6C (거리 공간의 완비화).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

M을 거리 공간이라 합시다. M이 M¯의 부분공간이 되고, M¯의 공집합이 아닌 모든 열린집합이 M의 점을 포함하도록(즉 M이 M¯에서  조밀하도록) 완비 거리 공간 M¯을 구성하십시오.


힌트. 집합으로서, M¯을 M에서의 코시 수열 (xn)들의 집합으로 두되, limnd(xn,yn)=0이면 (xn)∼(yn)이라는 관계로 나눈 몫으로 둡니다.










문제 6D.


거리 공간이 전유계인 것과 임의의 수열이 코시 부분수열을 가지는 것이 동치임을 보이십시오.


풀이. https://math.stackexchange.com/q/556150/229197를 참조하십시오.










문제 6E.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

ℚ가 어떤 완비 거리 공간과도 위상동형이 아님을 증명하십시오.


힌트. 표준적인 풀이는 이른바 ”베르 범주 정리”를 통한 것으로 보입니다.













장 7 위상 공간


장 2에서 우리는 공간 위에 거리를 정의함으로써 공간이라는 개념을 소개했습니다. 이는 여러분에게 많은 예시와 좋은 직관을 제공하며, 열린집합과 닫힌집합의 그림을 어떻게 그려야 하는지 알려줍니다.




하지만 앞으로 나아가면서, 위상 공간을 오직 그것의 열린집합만으로 생각하기 시작하는 것이 유용할 것입니다. (한 가지 동기는, 우리의 수상쩍은 예제 6.3.1가 어떤 면에서는 위상동형사상 개념이 실제로는 거리가 아니라 열린집합의 관점에서 서술되기를 원한다는 것을 보여준다는 점입니다.) 앞으로 보게 되겠지만, 열린집합은 우리가 필요로 하는 정보의 거의 전부를 실제로 유지하면서도 더 단순합니다.111제가 거리 공간을 먼저 고집스럽게 소개하는 이유는, 그렇지 않으면 예시들이 훨씬 덜 이해될 것이라고 생각하기 때문입니다. 이는 단 몇 개의 절에서 이루어질 것이며, 그 후 우리는 위상 공간(따라서 거리 공간)에 적용할 수 있는 더 많은 형용사들을 서술하기 시작할 것입니다.




이 장에는 가장 중요한 위상 개념이 빠져 있습니다: 바로 콤팩트 공간이라는 개념입니다. 이는 너무나 중요해서 저는 이를 위해 별도의 장을 하나 할애했습니다.




관심 있는 분들을 위한 간단한 참고 사항: ”하우스도르프”, ”연결”, 그리고 나중에 나올 ”콤팩트”라는 형용사들은 모두 절대 형용사입니다.





7.1 거리를 잊기


정리 2.6.11을 상기해 봅시다:


거리 공간 사이의 함수 f:M→N이 연속이라는 것은 N의 모든 열린집합의 원상이 M에서 열려 있다는 것과 동치입니다.



우리가 이를 거리 공간이라는 맥락에서 정의했음에도 불구하고, 이는 흥미롭게도 거리를 전혀 언급하지 않고 오직 열린집합만을 언급합니다. 이 장의 시작 부분에서 암시했듯이, 이는 우리가 애초에 거리를 가지고 있었다는 사실을 어떻게 잊어버리고, 대신 열린집합에서부터 시작할 수 있는지에 대한 훌륭한 동기가 됩니다.





정의 7.1.1.


위상 공간은 순서쌍 (X,𝒯)이며, 여기서 X는 점들의 집합이고, 𝒯는  위상으로서 X의 여러 부분집합들로 이루어져 있으며, 이들은 X의  열린집합이라고 불립니다. 위상은 다음 공리들을 만족해야 합니다.


	•

∅과 X는 모두 𝒯에 속합니다.




	•

열린집합들의 유한 교집합도 𝒯에 속합니다.




	•

열린집합들의 임의의 (아마도 무한한) 합집합도 𝒯에 속합니다.












그래서 이번에는 열린집합이 주어집니다. 거리를 정의하고 그 거리로부터 열린집합을 얻는 대신, 우리는 오직 열린집합에서부터 시작합니다.





표기의 남용 7.1.2.


우리는 (X,𝒯)를 그냥 X로 줄여 쓰며, 위상 𝒯는 암묵적으로 남겨둡니다. (여기서 어떤 패턴이 보이십니까?)








예제 7.1.3 (위상의 예시).



	(a)

거리 공간 M이 주어지면, 우리는 𝒯를 거리적 의미에서의 열린집합들로 둘 수 있습니다. 요점은 공리들이 만족된다는 것입니다.




	(b)

특히,  이산 공간은 모든 집합이 열려 있는 위상 공간입니다. (왜 그럴까요?)




	(c)

X가 주어지면, 우리는 𝒯={∅,X}로 둘 수 있으며, 이는 이산 공간과 정반대의 극단입니다.












이제 우리는 거리에 대한 정의들을 옮겨올 수 있습니다.





정의 7.1.4.


점 x∈X의  열린 근방222문헌에서 ”근방”은 x 주위의 어떤 열린집합을 포함하는 집합을 가리킵니다. 우리는 이 용어를 사용하지 않고, 오로지 ”열린 근방”만을 사용하겠습니다.은 x를 포함하는 열린집합 U입니다 (그림 참조).







[image: 도표]




표기의 남용 7.1.5.


완전히 명확히 하자면: ”열린 근방”이라고 할 때 저는 x를 포함하는 임의의 열린집합을 의미합니다. 하지만 ”r-근방”이라고 할 때 저는 항상 x로부터 거리가 r보다 작은 점들을 의미하며, 따라서 이 용어는 제 공간이 거리 공간일 때만 사용할 수 있습니다.










7.2 재정의


이제 우리가 위상 공간을 정의했으므로, 거의 모든 거리 개념들에 대해 오직 열린집합만을 필요로 하는 정의를 적어낼 수 있습니다 (이는 물론 우리가 거리 공간을 다룰 때 기존의 정의들과 일치할 것입니다).





7.2.1 연속성


우리의 동기가 된 예시는 연속성이었습니다:





정의 7.2.1.


위상 공간 f:X→Y가 점 p∈X에서  연속이라는 것은 f(p)의 임의의 열린 근방의 원상이 p의 열린 근방을 포함할 때를 말합니다. 함수가 모든 점에서 연속이면 그 함수는 연속입니다.







따라서 동형사상의 개념도 옮겨집니다: 양방향으로 연속인 전단사입니다.





정의 7.2.2.


위상 공간 (X,τX)와 (Y,τY)의  동형사상(homeomorphism)이란 τX에서 τY로의 전단사를 유도하는 전단사 f:X→Y입니다: 즉 이 전단사가 열린집합을 보존합니다.








질문 7.2.3.


이것이 f와 그 역함수가 둘 다 연속인 것과 동치임을 보이십시오.







따라서 열린집합만으로 정의된 성질은 모두 동형사상에 의해 보존됩니다. 이러한 성질을  위상적 성질(topological property)이라고 부릅니다. 이후 우리가 정의할 형용사들(“연결”(connected), “하우스도르프”(Hausdorff), “콤팩트”(compact))은 모두 열린집합만으로 정의될 것이므로, 위상적 성질이 될 것입니다.







7.2.2 닫힌집합


지난 시간에 닫힌집합에 대한 동치인 두 정의가 있음을 보았는데, 그중 하나는 오직 열린집합에만 의존하며, 우리는 그것을 사용합니다:





정의 7.2.4.


일반적인 위상 공간 X에서, S⊆X가 X에서  닫혀 있다(closed)고 하는 것은 여집합 X∖S가 X에서 열려 있을 때를 말합니다.




S⊆X가 임의의 집합일 때, S의  폐포(closure), S¯로 표기하는 것은 S를 포함하는 가장 작은 닫힌집합으로 정의됩니다.







따라서 일반적인 위상 공간에서 열린집합과 닫힌집합은 같은 정보를 담고 있으며, 모든 것을 열린집합으로 정의하든 닫힌집합으로 정의하든 전적으로 취향의 문제입니다. 특히 열린집합의 공리와 성질들을 닫힌집합의 것으로 옮길 수 있습니다:





질문 7.2.5.


닫힌집합들의 (무한할 수도 있는) 교집합은 닫혀 있는 반면, 유한 개의 닫힌집합들의 합집합도 닫혀 있음을 보이십시오. (여집합을 살펴보십시오.)








연습문제 7.2.6.


함수가 연속인 것과 모든 닫힌집합의 원상이 닫혀 있는 것이 동치임을 보이십시오.







수학자들은 열린집합을 더 좋아하기로 합의한 듯합니다.







7.2.3 옮겨지지 않는 성질들


모든 것이 통하지는 않습니다:





비고 7.2.7 (완비성과 (전)유계성은 거리 공간의 성질입니다).


우리가 살펴본 두 가지 거리 공간의 성질, “완비”(complete)와 “(전)유계”((totally) bounded)는 위상적 성질이 아닙니다. 이것들은 거리에 의존하므로, 쓰인 그대로는 위상 공간에 적용할 수 없습니다. 어쩌면 (“연속 함수”에서 본 것처럼) 순전히 열린집합에 기반한 대체 정의가 있지 않을까 기대할 수도 있습니다. 하지만 (0,1)≅ℝ임을 보이는 예제 6.3.1는 그것이 가망 없음을 말해줍니다.








비고 7.2.8 (수열은 잘 통하지 않습니다).


수열과 수렴하는 수열의 개념도 옮겨보려 시도할 수 있을 것입니다. 그러나 이는 여러 바람직한 성질들을 깨뜨리는 것으로 드러납니다. 따라서 저는 굳이 그렇게 하지 않을 것이며, 수열에 대해 논의할 때는 우리가 거리 공간을 다루고 있다고 가정해야 합니다.












7.3 하우스도르프 공간


대표적인 예: 자리스키 위상(훨씬 나중에 정의됨)이 아닌 모든 공간.




예상하셨을 수도 있듯이, 거리 공간으로 실현될 수 없는(다시 말해,  거리화 가능(metrizable)하지 않은) 위상 공간이 존재합니다. 한 예는 그저 X={a,b,c}와 위상 τX={∅,{a,b,c}}를 취하는 것입니다. 이 위상은 상당히 “어리석습니다”: 점 a, b, c 중 어느 것도 구별할 수 없습니다! 하지만 어떤 거리 공간이든 그 점들을 구별할 수 있습니다 (x≠y일 때 d(x,y)>0이기 때문입니다).




덜 사소한 예들은 나중에 살펴보겠지만, 지금은 우리의 공간에 약간의 건전성 조건을 더 추가하고자 합니다. 정수 n에 대해 Tn이라 표기되는 (여기서 n=0이 가장 약하고 n=6이 가장 강한) 이러한 공리들의 전체 위계가 있습니다; 이 공리들을  분리 공리(separation axioms)라고 부릅니다.




단연 가장 흔한 가정은 T2 공리이며, 이는 특별한 이름을 갖고 있습니다.





정의 7.3.1.


위상 공간 X의 서로 다른 두 점 p, q에 대해, p의 열린 근방 U와 q의 열린 근방 V가 존재하여 다음을 만족할 때, X를  하우스도르프 공간이라고 합니다.




	
	U∩V=∅.
	











다시 말해, 서로 다른 임의의 두 점 주위에 서로소인 열린 근방을 그릴 수 있어야 합니다. 위 내용에 맞는 그림이 여기 있지만, 별다른 내용은 없습니다.

[image: 도표]




질문 7.3.2.


모든 거리 공간이 하우스도르프임을 보이십시오.







나중에 이 단어를 사용할 수 있도록 여기서 정의해 두고자 합니다. 어쨌든, 자리스키 위상을 제외하면 우리가 마주칠 거의 모든 공간은 하우스도르프입니다.







7.4 부분공간


대표적인 예: S1은 ℝ2의 부분공간입니다.




일반적인 위상 공간에 대해서도 부분공간을 취할 수 있습니다.





정의 7.4.1.


위상 공간 X와 부분집합 S⊆X가 주어졌을 때, S의 열린 부분집합을 열린집합 U⊆X에 대한 U∩S로 선언함으로써 S를 위상 공간으로 만들 수 있습니다. 이를  부분공간 위상이라고 합니다.







예를 들어 S1을 ℝ2의 부분공간으로 볼 경우, 임의의 열린 호는 열린집합이 되는데, 이는 그것을 열린 원판과 S1의 교집합으로 볼 수 있기 때문입니다.
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말할 필요도 없이, 거리 공간의 경우 이 정의들 중 어느 것을 선택하든 상관없습니다. (이를 증명하는 것은 뜻밖에 상당히 번거로운 일이므로, 여기서는 하지 않겠습니다.)







7.5 연결 공간


대표적인 예: [0,1]∪[2,3]은 비연결입니다.




거리 공간에서도 하나의 집합이 열려 있으면서 동시에 닫혀 있을 수 있습니다.





정의 7.5.1.


위상 공간 X의 부분집합 S가 X에서 닫혀 있으면서 동시에 열려 있을 때, S를  닫힌열린집합이라고 합니다. (동치로, S와 그 여집합이 모두 열려 있다는 것입니다.)







예를 들어 ∅과 전체 공간은 닫힌열린집합의 예입니다. 사실, 이 둘 이외의 자명하지 않은 닫힌열린집합이 존재하면 이른바 비연결 공간이 됩니다.





질문 7.5.2.


공간 X가 자명하지 않은 닫힌열린집합(∅과 X가 아닌 것)을 가지는 것과, X가 두 개의 공집합이 아닌 열린집합의 서로소 합집합으로 쓸 수 있는 것이 동치임을 보이십시오.







자명하지 않은 닫힌열린집합이 존재하면 X가  비연결이라고 하고, 그렇지 않으면  연결이라고 합니다. 이것이 왜 타당한 정의인지 알아보려면, 문제 7A를 풀어보는 것이 도움이 될 것입니다.





예제 7.5.3 (비연결 공간과 연결 공간).



	(a)

거리 공간




	
	{(x,y)∣x2+y2≤1}∪{(x,y)∣(x−4)2+y2≤1}⊆ℝ2
	





은 비연결입니다 (두 개의 원판으로 이루어져 있습니다).




	(b)

공간 [0,1]∪[2,3]은 비연결입니다: 이는 각각이 닫힌열린집합인 두 개의 선분으로 이루어져 있습니다.




	(c)

두 개 이상의 점을 가진 이산 공간은 비연결인데, 이산 공간에서는 모든 집합이 닫힌열린집합이기 때문입니다.




	(d)

다음 집합이




	
	{x∈ℚ∣x2<2014}
	





ℚ의 닫힌열린 부분집합임을 스스로 확인해 보십시오. 따라서 ℚ 역시 비연결입니다 – 틈이 있기 때문입니다.




	(e)

[0,1]은 연결되어 있습니다.















7.6 경로 연결 공간


대표적인 예: ℂ에서 돌아다니기.




연결 공간이라는 개념보다 더 강력하고 아마도 더 직관적인 개념은 경로 연결 공간입니다. 짧게 설명하자면: ”공간 안을 걸어 다니기”입니다.





정의 7.6.1.


공간 X에서의  경로란 다음과 같은 연속 함수입니다




	
	γ:[0,1]→X.
	





이 경로의  끝점은 두 점 γ(0)과 γ(1)입니다.







[0,1]을 ”시간”을 재는 것으로 생각할 수 있으므로, t∈[0,1]에 대해 γ(t)라고 자주 쓰겠습니다 (t가 ”시간”을 나타냅니다). 다음은 경로를 나타낸 그림입니다.
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질문 7.6.2.


이것이 ”경로”에 대한 여러분의 직관적인 개념과 왜 일치할까요?








정의 7.6.3.


공간 X의 임의의 두 점이 어떤 경로로 연결되어 있으면, X는  경로 연결이라고 합니다.








연습문제 7.6.4 (경로 연결은 연결을 함의함).


X=U⊔V가 비연결 공간이라고 합시다. U의 한 점에서 V의 한 점으로 가는 경로가 없음을 보이십시오. (γ:[0,1]→X라면 [0,1]=γpre(U)⊔γpre(V)를 얻게 되지만, [0,1]은 연결되어 있습니다.)








예제 7.6.5 (경로 연결 공간의 예).



	•

ℝ2는 경로 연결입니다. 임의의 두 점을 직선으로 ”연결”할 수 있기 때문입니다.




	•

단위원 S1은 경로 연결입니다. 두 점을 연결하는 우호나 열호를 그리기만 하면 되기 때문입니다.















7.7 호모토피와 단순 연결 공간


대표적인 예: ℂ와 ℂ∖{0}.




이제 호모토피라는 개념의 동기를 살펴봅시다. 두 점 p와 q가 있는 복소평면 ℂ(그냥 ℝ2로 생각해도 됩니다)의 예를 생각해 봅시다. p에서 q로 가는 경로는 무수히 많지만, 어쩐지 그것들은 서로 크게 다르지 않습니다. 누군가 여러분에게 ”p에서 q로 걸어가십시오”라고 말한다면, 여러분은 그다지 많은 질문을 하지 않을 것입니다.




[image: 도표]



그렇게 우리가 ℂ에서 행복하게 살던 중, 유성이 원점에 떨어져 원점을 소멸시켜 버렸다고 합시다. 그러면 갑자기 p에서 q로 가려면, 사람들은 서로 다른 두 가지를 말할지도 모릅니다: ”유성 왼쪽으로 도십시오” 또는 ”유성 오른쪽으로 도십시오”.
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그렇다면 무슨 일이 벌어지는 것일까요? 첫 번째 그림에서는 빨간색, 초록색, 파란색 경로가 어쩐지 모두 똑같아 보였습니다. 이들을 p와 q에 고정된 고무줄 조각으로 상상해 보면, 각각을 다른 것으로 자유롭게 늘릴 수 있습니다.




하지만 두 번째 그림에서는 빨간 줄을 파란 줄과 일치하도록 옮길 수 없습니다. 유성이 가로막고 있기 때문입니다. 이 경로들은 실제로 서로 다릅니다.333감김수에 대해 알고 있다면 이것이 익숙하게 느껴질 것입니다. 이에 대해서는 기본군을 다루는 장에서 더 이야기하겠습니다.




이를 포착하기 위해 사용할 형식적 개념은 호모토피 동치입니다. 우리는 첫 번째 그림에서 세 경로가 모두 호모토픽하지만, 두 번째 그림의 두 경로는 어쩐지 호모토픽하지 않게 되는 정의를 쓰고자 합니다. 그리고 그 아이디어는 단지 연속적인 변형입니다.





정의 7.7.1.


α와 β를 X에서의 경로로서 끝점이 서로 일치한다고 합시다. α에서 β로 가는 (경로)  호모토피란 연속 함수 F:[0,1]2→X로서, s,t∈[0,1]에 대해 Fs(t)라고 쓰며, 다음을 만족합니다




	
	F0(t)=α(t)그리고F1(t)=β(t)모든 t∈[0,1]에 대하여
	





그리고 나아가




	
	α(0)=β(0)=Fs(0)그리고α(1)=β(1)=Fs(1)모든 s∈[0,1]에 대해.
	





경로 호모토피가 존재하면, α와 β가 경로  호모토픽하다고 하며 α≃β라고 씁니다.








표기의 남용 7.7.2.


엄밀히 말하면 두 경로 사이의 이 관계를 설명할 때 ”경로 호모토피”라고 해야 하지만, 저는 이를 줄여서 그냥 ”호모토피”라고 하겠습니다. 마찬가지로 ”경로 호모토픽”도 줄여서 ”호모토픽”이라고 하겠습니다.







애니메이션 그림: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:HomotopySmall.gif. 말할 필요도 없이, ≃는 동치 관계입니다.




이 정의가 하는 일은 α를 β로 ”연속적으로 변형”시키되, 끝점은 고정된 채로 유지하는 것입니다. 특정한 각 s에 대해, Fs 자체가 하나의 함수임에 주목하십시오. 그래서 s는 α를 β로 변형해 나가는 시간을 나타냅니다: 0에서 1까지 진행하며, α에서 시작하여 β에서 끝납니다.
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질문 7.7.3.


위의 정의가 옳다는 것을 스스로 납득해 보십시오. 유성이 충돌하면 무엇이 잘못되는지 생각해 보십시오.







이제 ℂ를 특별하게 만드는 것이 무엇인지 말씀드릴 수 있습니다:





정의 7.7.4.


공간 X가 경로 연결이고 임의의 두 점 p와 q에 대해 p에서 q로 가는 모든 경로가 호모토픽하다면, X는  단순 연결이라고 합니다.







이것이 바로 ℂ에서 p에서 q로 걸어갈 때 아무런 질문도 하지 않는 이유입니다: 걷는 방법이 정말로 오직 하나뿐이기 때문입니다. 그래서 ”단순” 연결이라는 용어가 붙습니다.





질문 7.7.5.


ℝn이 모든 n에 대해 단순 연결임을 스스로 납득해 보십시오.










7.8 공간의 기저


대표적인 예: ℝ은 열린 구간으로 이루어진 기저를 가지며, ℝ2는 열린 원판으로 이루어진 기저를 갖습니다.




ℝ의 열린집합을 기술하는 것이 다소 성가시다는 것을 눈치채셨을지도 모릅니다: 열린집합의 전형적인 예는 (0,1)이지만, 다음과 같은 다른 열린집합들도 있습니다




	
	(0,1)∪(1,32)∪(2,73)∪(2014,2015).
	









질문 7.8.1.


이것이 열린집합임을 확인해 보십시오.







하지만 괜찮습니다, 이것이 그렇게 많이 다른 것은 아닙니다. 제가 한 일은 그저 제 전형적인 예시들을 잔뜩 모아 놓고 ∪ 기호를 잔뜩 던져 넣은 것뿐입니다. 그리고 그것이 바로 기저의 개념입니다.





정의 7.8.2.


위상 공간 X에 대한  기저란, X의 모든 열린집합이 ℬ의 원소들 중 (아마도 무한히 많은) 일부의 합집합이 되도록 하는, 열린집합들의 부분집합 ℬ를 말합니다.







그리고 우리가 하고 있는 일은 결국 이렇게 말하는 것입니다:





예제 7.8.3 (ℝ의 기저).


열린 구간들은 ℝ의 기저를 이룹니다.







사실, 더 일반적으로 다음이 성립합니다:





정리 7.8.4 (거리 공간의 기저).


r-근방들은 임의의 거리 공간 M의 기저를 이룹니다.







증명.


다소 뻔한 이야기입니다 – 열린집합 U가 주어졌을 때, U 내부의 모든 점 p에 대해, U 안에 완전히 포함되는 rp-근방 Up를 그리십시오. 그러면 ⋃pUp는 U에 포함되며 그 안의 모든 점을 덮습니다. ∎





따라서 ℝ2의 열린집합은 결국 여러 열린 원판들의 합집합에 지나지 않으며, 다른 경우도 마찬가지입니다. 요점은, 거리 공간에서 정말로 신경 써야 할 열린집합은 오직 r-근방뿐이라는 것입니다.







7.9 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 7A.


X를 위상 공간이라 합시다. X→{0,1}인 상수가 아닌 연속함수가 존재하는 것과 X가 비연결인 것이 동치임을 보이십시오(여기서 {0,1}에는 이산 위상이 주어집니다).








문제 7B.


X와 Y를 위상 공간이라 하고 f:X→Y를 연속함수라 합시다.


	(a)

X가 연결이면 fimg(X)도 연결임을 보이십시오.




	(b)

X가 경로 연결(path-connected)이면 fimg(X)도 그러함을 보이십시오.













문제 7C (하우스도르프 공간이면 T1 공리를 만족함).


X를 하우스도르프 위상 공간이라 합시다. 임의의 점 p∈X에 대해 집합 {p}가 닫혀 있음을 증명하십시오.








문제 7D ([PUG02], 연습문제 2.56).


M을 점이 하나보다 많지만 많아야 가산 무한 개인 거리 공간이라 합시다. M이 비연결임을 보이십시오.


힌트. p를 임의의 점이라 합시다. 만약 어떤 q∈M에 대해서도 d(p,q)≠r을 만족하는 실수 r이 존재한다면, p의 r-근방은 열려 있으면서 닫혀 있습니다.










문제 7E.


X를 위상 공간이라 합시다. 점 p∈X의 연결 성분은 연결이면서 p를 포함하는 모든 부분공간 S⊆X의 합집합입니다.


	(a)

점의 연결 성분은 그 자체로 연결이어야 합니까?




	(b)

점의 연결 성분은 X의 열린집합이어야 합니까?







힌트. (a)의 답은 예이고, (b)의 답은 거리 공간에 대해서도 아니오입니다. 실제로 완전 비연결 공간이란 모든 연결 성분이 오직 하나의 점으로만 이루어진 공간을 말하며, 이산 위상이 아니면서도 완전 비연결인 거리 공간의 예가 존재합니다.




풀이. (a)는 간단합니다: 모순을 가정하여 p의 연결 성분이 X에서 열려 있는 두 공집합이 아닌 집합 U⊔V의 서로소인 합집합이라 합시다. 일반성을 잃지 않고 p∈U라 가정합니다. S를 p를 포함하면서 V와 교차하는 부분공간 중 하나라 합시다. 그러면 S=(S∩U)⊔(S∩V)는 S를 S에서 열려 있는 두 집합의 서로소인 합집합으로 다시 쓴 것이 되어, S의 연결성과 모순됩니다.

(다만 S가 X에서 반드시 열려 있는 것은 아니므로, 집합 S∩U와 S∩V 역시 X에서 반드시 열려 있는 것은 아님에 유의하십시오.)

(b)에 대해서는, 칸토어 집합이나 p진수와 같은 임의의 완전 비연결 공간을 취하는 것이 반례가 됩니다.










문제 7F (퍼스텐버그).


ℤ의 부분집합이 등차수열 {a+nd∣n∈ℤ}(단, a와 d는 양의 정수)들의 합집합(공집합이거나 무한할 수 있음)일 때 이를 열려 있다고 선언합니다.


	(a)

이것이 ℤ 위에 위상을 이룸을 확인하십시오. 이 위상을  등간격 정수 위상이라 부릅니다.




	(b)

소수 p에 대해 ⋃ppℤ를 고려하여 소수가 무한히 많음을 증명하십시오.







힌트. 각 p에 대해 pℤ가 닫혀 있음에 유의하십시오. 만약 소수가 유한 개라면 ⋃pℤ=ℤ∖{−1,1}이 닫혀 있어야 하며, 즉 {−1,1}이 열려 있어야 하는데, 여기서 모든 열린집합은 무한합니다.










문제 7G.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

ℤ 위의 등간격 정수 위상이 거리화 가능함을 증명하십시오. 다시 말해, 위에서 기술한 열린집합들을 갖는 거리 공간으로 ℤ를 만드는 거리함수 d:ℤ2→ℝ를 부여할 수 있음을 보이십시오.


힌트. 0에서의 공은 n!⋅ℤ 형태이어야 합니다.




풀이. d(x,y)=2017−n이라 합시다. 여기서 n은 n!이 |x−y|을 나누는 가장 큰 정수입니다.










문제 7H.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

임의의 열린집합 U⊆ℝ은 열린 구간(끝점으로 ±∞를 허용)들의 합집합임을 우리는 알고 있습니다. 실제로 U를 서로소인 열린 구간들의 합집합으로 쓰는 것이 가능함을 보일 수 있습니다.444직접 증명해 보시기 바랍니다만, 저 개인적으로는 이 증명이 상당히 지루하다고 느꼈습니다. 이러한 서로소인 합집합이 많아야 가산 개의 구간으로 존재함을 증명하십시오.


힌트. ℚ에 호소하십시오.




풀이. 각 구간에서 유리수를 하나씩 고를 수 있으며, 유리수는 가산개밖에 없습니다. 끝!













장 8 콤팩트성


위상 공간의 가장 중요한 개념 중 하나는 콤팩트성입니다. 이는 유클리드 공간에서의 ”닫혀 있고 유계”라는 개념을 임의의 위상 공간으로 일반화한 것입니다(예를 들어 문제 8F를 참고하십시오).




거리 공간의 경우, 콤팩트성을 정식화하는 동치인 두 가지 방법이 있습니다:


	•

수열을 사용하는 ”자연스러운” 정의로, 점렬 콤팩트성이라고 불립니다.




	•

열린 덮개를 사용하는 덜 자연스러운 정의입니다.






앞서 언급했듯이, 거리 공간에서의 수열은 매우 훌륭하지만, 일반적인 위상 공간에서의 수열은 형편없습니다(일반적인 수열의 수렴을 정의하는 수고조차 하지 않을 정도로 말입니다). 따라서 일반적인 공간에는 두 번째 정의가 사용될 것입니다.





8.1 점렬 콤팩트성의 정의


대표적인 예: [0,1]은 콤팩트하지만, (0,1)은 그렇지 않습니다.




강조하자면, 콤팩트성은 거리 공간이 가질 수 있는 최상의 성질 중 하나입니다.





정의 8.1.1.


무한 수열 x1,x2,…의  부분수열은 그 이름 그대로입니다: i1<i2<⋯가 양의 정수인 수열 xi1,xi2,…를 말합니다. 이 수열은 무한해야 함에 유의하십시오.







이를 생각하는 또 다른 방법은, 여러분의 관점이 부정적이냐 긍정적이냐에 따라 수열에서 ”무한히 많은 항을 선택하는 것” 또는 ”일부 항을 삭제하는 것”이라고 볼 수 있습니다.





정의 8.1.2.


거리 공간 M은 모든 수열이 수렴하는 부분수열을 가질 때  점렬 콤팩트하다고 합니다.







이번에는 예시를 들기 전에 반례부터 몇 가지 제시해 보겠습니다.





예제 8.1.3 (콤팩트 거리 공간이 아닌 예시들).



	(a)

공간 ℝ은 콤팩트하지 않습니다: 수열 1,2,3,4,…를 생각해 보십시오. 어떤 부분수열도 발산하므로, ℝ은 결코 콤팩트할 수 없습니다.




	(b)

더 일반적으로, 어떤 공간이 유계가 아니라면 그 공간은 콤팩트할 수 없습니다. (원한다면 이를 증명해 보십시오.)




	(c)

열린 구간 (0,1)은 유계이지만 콤팩트하지 않습니다: 수열 12,13,14,…를 생각해 보십시오. 이 수열은 ”0으로 수렴”하기 때문에, 어떤 부분수열도 (0,1) 안의 한 점으로 수렴할 수 없습니다.




	(d)

더 일반적으로, 완비가 아닌 공간은 어떤 것도 콤팩트할 수 없습니다.












이제 예시를 살펴봅시다!





질문 8.1.4.


유한 집합이 콤팩트함을 보이십시오. (비둘기집 원리.)








예제 8.1.5 (콤팩트 공간의 예시).


콤팩트 공간의 예시를 몇 가지 더 들어보겠습니다. 잠시 후 이들이 콤팩트함을 증명할 것이니, 지금은 그저 스스로 확신해 보십시오.


	(a)

[0,1]은 콤팩트합니다. 스스로 확신해 보십시오! 단위 구간 안에 수많은 점이 있다고 상상해 보십시오…




	(b)

구의 표면, S2={(x,y,z)∣x2+y2+z2=1}은 콤팩트합니다.




	(c)

단위 공 B2={(x,y)∣x2+y2≤1}은 콤팩트합니다.




	(d)

ℝ2에 존재하는  하와이 귀걸이는 콤팩트합니다: 이는 그림 8.1에서와 같이 각 n에 대해 반지름 1n을 가지며 서로 접하는 원들로 구성됩니다.












[image: 도표]
그림 8.1: 하와이 귀걸이.


더 많은 예를 생성하는 데 도움이 되도록, 다음을 언급합니다:





명제 8.1.6 (콤팩트 집합의 닫힌 부분집합).


점열 콤팩트 집합의 닫힌 부분집합은 콤팩트합니다.








질문 8.1.7.


이를 증명하십시오. (정의로부터 쉽게 따라와야 합니다.)







이러한 예시에 대해서는 좀 더 작업이 필요하며, 이는 다음 절에서 다룹니다.







8.2 콤팩트성의 판정 기준



정리 8.2.1 (티호노프 정리).


X와 Y가 콤팩트 공간이면, X×Y도 콤팩트합니다.







증명.


문제 8E. ∎





또한 다음이 성립합니다:





정리 8.2.2 (구간은 콤팩트합니다).


[0,1]은 콤팩트합니다.







증명.


문제 8F에 의해 이미 처리되지만, 직접 증명의 개요를 소개합니다. [0,1]을 [0,12]∪[12,1]로 나눕니다. 비둘기집 원리에 의해, 수열의 무한히 많은 항이 (예를 들어) 왼쪽 절반에 있으므로, x1을 그 첫 항으로 두고 x1 이후 왼쪽 절반에 있는 항들만 남깁니다. 이제 [0,12]을 [0,14]∪[14,12]로 나눕니다. 다시 비둘기집 원리에 의해, 무한히 많은 항이 어느 한 절반에 떨어지므로, 그중 하나를 골라 x2라고 부릅니다. 이 과정을 반복합니다. 이런 방식으로 코시 수열인 x1, x2, … 를 생성하며, [0,1]이 완비적이므로 이 수열이 수렴함을 의미합니다. ∎





이제 유클리드 공간에 관한 주요 정리를 증명할 수 있습니다: ℝn에서 콤팩트성은 ”닫혀 있고 유계”인 것과 동치입니다.





정리 8.2.3 (볼차노-바이어슈트라스ß).


ℝn의 부분집합은 닫혀 있고 유계인 경우에만 콤팩트합니다.








질문 8.2.4.


이것이 왜 우리 예시의 공간들이 콤팩트함을 함의합니까?







증명.


자, 닫혀 있고 유계인 S⊆ℝn을 살펴봅시다. 유계이므로, 이는 어떤 상자 [a1,b1]×[a2,b2]×⋯×[an,bn] 안에 존재합니다. 티호노프 정리에 의해, 각 [ai,bi]가 콤팩트하므로 전체 상자도 콤팩트합니다. S가 이 콤팩트한 상자의 닫힌 부분집합이므로, 증명이 완료됩니다. ∎





이것이 성립하려면 정말로 ℝn에서 작업해야 합니다! 다른 공간에서는 이 판정 기준이 쉽게 성립하지 않을 수 있습니다.





예제 8.2.5 (닫혀 있고 유계이지만 콤팩트하지 않은 경우).


S={s1,s2,…}를 이산 거리를 갖춘 임의의 무한 집합이라고 합시다. 그러면 S는 닫혀 있고 (모든 수렴 수열이 상수 수열이므로) S는 유계이지만 (모든 점이 서로 거리 1만큼 떨어져 있으므로) 수열 s1,s2,…가 수렴하지 않으므로 분명히 콤팩트하지 않습니다.







문제 8F인 볼차노-바이어슈트라스 정리는 거리 공간에서 어떤 집합이 콤팩트한지를 기하학적인 방식으로 정확히 알려줍니다.







8.3 열린 덮개를 이용한 콤팩트성


대표적인 예: [0,1]은 콤팩트합니다.




이제 정의할, 콤팩트성과 관련된 두 번째 개념이 있습니다. 다음 정의들은 매우 동기가 없어 보일 수 있지만, 조금만 참아 주십시오.





정의 8.3.1.


위상 공간 X의  열린 덮개란 X를 덮는 열린집합들의 모임 {Uα} (무한이거나 비가산일 수도 있음)를 말합니다: X의 모든 점이 적어도 하나의 Uα에 속하여,




	
	X=⋃Uα.
	





가 성립합니다.




부분덮개란 말 그대로의 뜻입니다: Uα 중 일부만을 취하면서도 X가 여전히 덮이도록 하는 것입니다.







그림을 하나 보겠습니다:

[image: 도표]




정의 8.3.2.


위상 공간 X는 모든 열린 덮개가 유한 부분덮개를 가질 때  준콤팩트하다고 합니다. 이것이 또한 하우스도르프이면  콤팩트하다고 합니다.








비고 8.3.3.


제가 슬쩍 끼워 넣은 ”하우스도르프” 가정은 일종의 정합성 조건으로서, 대수기하학 장을 다루는 것이 아니라면 신경 쓸 필요가 없습니다. 왜냐하면 여러분이 다루게 될 공간은 모두 하우스도르프이기 때문입니다. (실제로 일부 저자들은 이를 굳이 언급조차 하지 않습니다.) 예를 들어 모든 거리 공간은 하우스도르프이므로, 거리 공간을 다루는 경우 이 조건은 안심하고 무시해도 됩니다.







이것이 무슨 뜻일까요? 예를 하나 들어 보겠습니다:





예제 8.3.4 (유한 부분덮개의 예).


단위 정사각형 M=[0,1]2을 모든 점을 중심으로 지름 1인 열린 원판을 놓아 (넘치는 부분은 잘라내면서) 덮는다고 합시다. 모든 점이 많은 열린집합에 속하며, 특히 그중 하나의 중심이기도 하므로, 이것이 열린 덮개임은 분명합니다.




하지만 이는 지나치게 과합니다 – 정사각형 전체를 덮는 데는 대략 네 개의 원이면 충분합니다. 이것이 바로 ”유한 부분덮개”가 뜻하는 바입니다.

[image: 도표]






왜 이것이 중요할까요? 다음과 같은 이유에서입니다:





정리 8.3.5 (점열 콤팩트 ⇔ 콤팩트).


거리 공간 M은 점열 콤팩트인 것과 콤팩트인 것이 동치입니다.







증명은 마지막 절로 미루겠습니다.




이로써 우리가 원했던 정의에 대한 동기를 얻었습니다. 점열 콤팩트성은 이해가 되는 조건이었습니다. 열린 덮개를 이용한 정의는 이상해 보였지만, 결국 동치임이 밝혀졌습니다. 그러나 우리는 이제 이 정의를 더 선호합니다. 왜냐하면 가능한 한 열린집합만을 이용한 정의에 의존하고 싶다는 것을 보아 왔기 때문입니다: 예를 들어 그러한 정의는 위상동형사상 아래에서 보존됩니다.





예제 8.3.6 (비콤팩트성의 예).


공간 X=[0,1)은 두 가지 의미 모두에서 콤팩트하지 않습니다. 이것이 심지어 완비적이지도 않으므로 (xn=1−1n을 보십시오), 점열 콤팩트하지 않다는 것은 이미 알 수 있습니다. 덮개를 이용한 정의 아래에서 콤팩트하지 않음을 보이려면, 집합




	
	Um=[0,1−1m+1)
	





(m=1,2,…)을 생각해 봅시다. 그러면 X=⋃Ui이므로, Ui는 실제로 덮개입니다. 그러나 Ui 중 유한개의 모임으로는 X를 덮을 수 없습니다.








질문 8.3.7.


[0,1]이 실제로 콤팩트함을 스스로 확인해 보십시오; 이는 점열 콤팩트라는 것보다 조금 덜 직관적입니다.








표기의 남용 8.3.8.


따라서 우리는 이제부터 거리 공간을 ”점열 콤팩트”하다고 부르지 않고 – 그냥 ”콤팩트”하다고 부르겠습니다. (실제로 앞의 몇 절에서 이미 그렇게 해 왔습니다.)










8.4 콤팩트성의 응용


콤팩트성은 무한한 열린 덮개를 유한한 덮개로 줄일 수 있게 해 줍니다. 사실, 열린 덮개가 터무니없이 어리석은 것이라 하더라도 이렇게 할 수 있게 해 줍니다. 매우 흔히, 공간의 모든 점 x 하나하나에 대해 x∈X의 열린 근방으로 이루어진 열린 덮개를 취하곤 합니다; 이는 엄청나게 많은 수의 열린집합이지만, 콤팩트성은 이를 유한 집합으로 줄일 수 있게 해 줍니다.




전형적인 사용례를 하나 들자면:





명제 8.4.1 (콤팩트 ⟹ 전유계).


M이 콤팩트라고 합시다. 그러면 M은 전유계입니다.







덮개를 이용한 증명.


모든 점 p∈M에 대해, p의 ε-근방을 취하고 이를 Up라 합시다. 이들은 각 점 p가 적어도 그 열린 근방 Up에는 덮인다는 지극히 당연한 이유로 M을 덮습니다. 그러면 콤팩트성에 의해 유한 부분덮개를 취할 수 있습니다. ∎





다음으로, 콤팩트 공간 사이의 사상에 관한 중요한 결과를 살펴봅시다.





정리 8.4.2 (콤팩트 집합의 상은 콤팩트합니다).


f:X→Y를 연속 함수라 하고, X는 콤팩트하다고 합시다. 그러면 상




	
	fimg(X)⊆Y
	





는 콤팩트합니다.







덮개를 이용한 증명.


fimg(X)에 대한 Y의 임의의 열린 덮개 {Vα}를 취합시다. f의 연속성에 의해, 이는 X의 열린 덮개 {Uα}로 당겨옵니다. 따라서 이것의 어떤 유한 부분덮개가 X를 덮습니다. 대응하는 V들이 fimg(X)를 덮습니다. ∎






질문 8.4.3.


연속성과 콤팩트성의 수열적 정의를 이용해 또 다른 증명을 제시하십시오. (이쪽이 훨씬 더 쉽습니다.)







이로부터 얻어지는 몇 가지 멋진 따름정리들:





따름정리 8.4.4 (최댓값·최솟값 정리).


X가 콤팩트하고 연속 함수 f:X→ℝ를 생각합시다. 그러면 f는 어떤 점에서 최댓값을 달성합니다. 즉, 다른 모든 q∈X에 대해 f(p)≥f(q)가 성립하는 점 p∈X가 존재합니다.








따름정리 8.4.5 (중간값 정리).


연속 함수 f:[0,1]→ℝ를 생각합시다. 그러면 f의 상은 어떤 실수 a≤b에 대해 [a,b] 꼴입니다.







증명 개요.


핵심은 f의 상이 ℝ에서 콤팩트하므로 닫혀 있고 유계라는 점입니다. 닫힌집합들이 단지 닫힌구간들의 합집합일 뿐임을 스스로 확인해 볼 수 있습니다. 이로부터 최댓값·최솟값 정리가 따라옵니다.




X=[0,1]일 때, 상은 또한 연결되어 있으므로 fimg([0,1])에는 오직 하나의 닫힌구간만 있어야 합니다. 상이 유계이므로, 이제 그것이 [a,b] 꼴임을 압니다. (완전한 증명을 제시하려면 이른바 상한 성질을 이용해야 하겠지만, 그것은 잠자리에서 들려주는 이야기치고는 조금 복잡합니다. 게다가 저는 ℝ이 지루하다고 생각합니다.) ∎






예제 8.4.6 (1/x).


여기서 콤팩트성 가정은 정말로 중요합니다. 그렇지 않다면, 다음 함수를 생각해 봅시다




	
	(0,1)→ℝ 에 의해x↦1x.
	





(쌍곡선으로 그려지는) 이 함수는 유계가 아닙니다. 본질적으로, 문제는 x=0 근처에서 함수가 발산하기 때문에 이를 [0,1] 위의 함수로 확장할 수 없다는 것을 그래프로 확인할 수 있습니다.







마지막 응용으로, M이 콤팩트 거리 공간이면 연속 함수 f:M→N은 특히 ”좋은” 방식으로 연속입니다:





정의 8.4.7.


거리 공간 사이의 함수 f:M→N은, 임의의 ε>0에 대해 (오직 ε에만 의존하는) δ>0이 존재하여 dM(x,y)<δ일 때마다 dN(f(x),f(y))<ε도 성립하면  균등연속이라 부릅니다.







이 이름은 ε>0에 대해 M의 모든 점에서 통하는 δ가 필요하다는 것을 의미합니다.





예제 8.4.8 (균등연속).



	(a)

x↦ax+b 꼴의 ℝ에서 ℝ로 가는 함수들은 모두 균등연속입니다. 항상 δ=ε/|a|를 취할 수 있기 때문입니다 (또는 a=0이면 δ=1).




	(b)

실제로, 유계인 도함수를 갖는 미분가능 함수 ℝ→ℝ는 균등연속이라는 것이 참입니다. (역은 성립하지 않는데, 균등연속이 미분가능성을 전혀 함의하지 않기 때문입니다.)




	(c)

x↦x2에 의한 함수 f:ℝ→ℝ는 균등연속이 아닙니다. 큰 x에 대해서는, x의 아주 작은 δ 변화가 x2에서는 상당히 큰 변화로 이어지기 때문입니다. (원한다면 지금 이를 형식적으로 증명해 볼 수 있습니다.)




f(2017.01)−f(2017)>40을 생각해 보십시오. δ=0.01일 때조차, f에서 큰 변화를 일으킬 수 있습니다.




	(d)

그러나 (0,1) 또는 [0,1]로 제한하면 함수 x↦x2는 균등연속이 됩니다. (이제 ε>0에 대해 예를 들어 δ=min{1,ε}/3을 택할 수 있습니다.)




	(e)

(0,1)→ℝ로 정의된 함수 x↦1/x는 균등연속이 아닙니다 (앞서와 같은 이유입니다).












이제 약속했던 대로:





명제 8.4.9 (콤팩트 집합 위에서 연속 ⟹ 균등 연속).


M이 콤팩트이고 f:M→N이 연속이면, f는 균등 연속입니다.







수열을 이용한 증명.


ε>0을 고정하고, 모순을 유도하기 위해 모든 δ=1/k에 대해 서로 δ 이내에 있지만 그 상들은 ε>0만큼 떨어져 있는 점 xk와 yk가 존재한다고 가정합시다. 콤팩트성에 의해 수렴하는 부분수열 xik→p를 취합니다. 그러면 xk들과 yk들이 서로 가깝기 때문에 yik→p 역시 성립합니다. 따라서 수열적 연속성에 의해 두 수열 f(xik)와 f(yik) 모두 f(p)로 수렴해야 하지만, 두 수열은 항상 ε만큼 떨어져 있으므로 이는 참일 수 없습니다. ∎








8.5 (선택) 콤팩트성 정의들의 동치성


다음을 증명하겠습니다:





정리 8.5.1 (일반 거리 공간에 대한 하이네-보렐 정리).


거리 공간 M에 대해 다음은 동치입니다:


	(i)

모든 수열은 수렴하는 부분수열을 가진다,




	(ii)

공간 M은 완비이고 전유계이다, 그리고




	(iii)

모든 열린 덮개는 유한 부분덮개를 가집니다.












(i) ⇔ (ii)의 증명은 문제 8F로 남겨둡니다; 증명의 아이디어는 정리 8.2.2의 정신과 매우 흡사합니다.





(i)와 (ii) ⟹ (iii)의 증명.


다음 보조정리를 증명하겠는데, 이는 그 자체로도 흥미롭습니다.






보조정리 8.5.2 (르베그 수 보조정리).


M을 콤팩트 거리 공간이라 하고 {Uα}를 열린 덮개라 합시다. 그러면 그 덮개에 대한  르베그 수라 불리는 실수 δ>0이 존재하여, 임의의 점 p의 δ-근방이 어떤 Uα에 완전히 포함됩니다.







보조정리의 증명.


모순을 유도하기 위해, 모든 δ=1/k에 대해 그 1/k-근방이 어떤 Uα에도 포함되지 않는 점 xk∈M이 존재한다고 가정합시다. 이렇게 하여 수열 x1, x2, …를 구성합니다; 따라서 어떤 x로 수렴하는 부분수열을 취할 수 있습니다. 그러면 모든 ε>0에 대해 d(xn,x)+1/n<ε를 만족하는 정수 n을 찾을 수 있습니다; 따라서 모든 ε>0에 대해 x에서의 ε-근방은 어떤 Uα에도 포함되지 않습니다. 이는 불가능한데, 우리가 x가 어떤 열린집합에 덮여 있다고 가정했기 때문입니다. ∎





이제 그 덮개에 대한 르베그 수 δ를 취합니다. M이 전유계이므로, 유한히 많은 δ-근방이 공간을 덮으며, 따라서 유한히 많은 Uα 역시 그러합니다. ∎







(iii) ⟹ (ii)의 증명.


한 단계는 자명합니다:






질문 8.5.3.


덮개 조건 ⟹ 전유계임을 보이십시오.







까다로운 부분은 M이 완비임을 보이는 것입니다. 모순을 유도하기 위해 그렇지 않다고 가정하고, 따라서 수열 (xk)가 코시 수열이지만 어떤 특정한 점으로도 수렴하지 않는다고 가정합시다.





질문 8.5.4.


이것이 각 p∈M에 대해, 수열 (xk)의 점들 중 많아야 유한히 많은 점만을 포함하는 εp-근방 Up가 존재함을 함의함을 보이십시오. (xk↛p이고 (xk)가 코시 수열이라는 사실을 사용해야 할 것입니다.)







이제 M=⋃pUp를 고려하면 이 열린 근방들의 유한 부분덮개를 얻습니다; 하지만 이 유한 부분덮개는 그 수열의 유한히 많은 점만을 덮을 수 있으므로, 모순입니다. ∎









8.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


이후의 문제들은 꽤 어렵습니다; 일부는 IMO 3/6번 스타일의 구성 문제의 성격을 띱니다. 무슨 일이 일어나고 있는지 파악할 수 있도록 그림을 많이 그려보는 것이 중요합니다. 이 중에서 문제 8F가 단연 제가 가장 좋아하는 것입니다.





문제 8A.


닫힌구간 [0,1]과 열린구간 (0,1)이 동형사상이 아님을 보이십시오.


힌트. [0,1]은 콤팩트합니다.




풀이. 콤팩트성은 동형사상 아래 보존되지만, [0,1]은 콤팩트한 반면 (0,1)은 그렇지 않습니다.










문제 8B.


X를 이산 위상을 갖는 위상 공간이라 합시다. 어떤 조건에서 X가 콤팩트합니까?


힌트. X가 유한할 때, 그리고 오직 그때만입니다.










문제 8C (여유한 위상은 준콤팩트할 뿐).


X를 무한 집합이라 하고  여유한 위상을 부여합시다: 열린집합은 공집합과 유한 집합의 여집합입니다. 이로써 X는 위상 공간이 됩니다. X가 준콤팩트하지만 하우스도르프는 아님을 보이십시오.








문제 8D (칸토어의 교집합 정리).


X를 콤팩트 위상 공간이라 하고, 다음을 가정합시다




	
	X=K0⊇K1⊇K2⊇…
	





는 포함관계로 중첩된 공집합이 아닌 닫힌 부분집합들의 무한 수열입니다. ⋂n≥0Kn≠∅임을 보이십시오.








문제 8E (티호노프 정리).


X와 Y를 콤팩트 거리 공간이라 합시다. X×Y가 콤팩트함을 보이십시오. (이는 일반적인 위상 공간에 대해서도 참이지만, 증명이 뜻밖에 어렵고, 아직 일반적인 X×Y조차 정의하지 않았습니다.)


힌트. pi=(xi,yi)가 X×Y 안의 수열이라 합시다 (i=1,2,…). x좌표가 수렴하도록 부분수열을 취하십시오 (일부 항을 버립니다). 그런 다음 그 부분수열의 부분수열 중 y좌표가 수렴하는 것을 취하십시오 (더 많은 항을 버립니다).




풀이. pi=(xi,yi)가 X×Y 안의 수열이라 합시다 (i=1,2,…). X쪽을 보면, 어떤 부분수열이 수렴합니다: 예시를 위해 그것이 x1,x4,x9,x16,…→x라고 합시다. 그러면 대응하는 수열 y1,y4,y9,y16,…을 살펴봅시다. Y의 콤팩트성을 이용하면, 이는 수렴하는 부분수열을 가지며, 예를 들어 y1,y16,y81,y256,…→y라고 합시다. 그러면 p1,p16,p81,…는 (x,y)로 수렴할 것입니다.

흔한 실수 하나는 그저 (xn)이 수렴하는 부분수열을 가지고 (yn)도 마찬가지라고 결론짓는 것입니다. 하지만 이 수열들은 전혀 무관할 수 있습니다. 이 증명이 성립하려면, 먼저 X의 콤팩트성을 적용하고, 그 다음 여기서 한 것처럼 결과로 얻은 걸러진 수열에 Y의 콤팩트성을 적용해야 합니다.










문제 8F (일반 거리 공간에 대한 볼차노-바이어슈트라ß 정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

거리 공간 M이 완비이고 전유계일 때, 그리고 오직 그때만 수열콤팩트임을 증명하십시오.


힌트. 정리 8.2.2의 증명을 모방하십시오. 전유계 조건이 비둘기집 원리를 사용할 수 있게 해줍니다.










문제 8G (거의 Arzelà-Ascoli 정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

f1,f2,…:[0,1]→[−100,100]을  동등연속인 함수열이라 합시다. 이는 다음을 의미합니다




	
	∀ε>0∃δ>0∀n∀x,y(|x−y|<δ⟹|fn(x)−fn(y)|<ε)
	





이 함수들의 부분수열 fi1,fi2,…를 뽑아낼 수 있음을 보이십시오. 이때 모든 x∈[0,1]에 대해 수열 fi1(x), fi2(x), … 이 수렴합니다.








문제 8H.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

M=(M,d)를 유계 거리 공간이라 합시다. (M,d)와 (M,d′)가 동형사상이 되게 하는 (즉 같은 열린집합을 갖는) M 위의 또 다른 거리 d′가 있을 때마다 d′ 역시 유계라고 가정합시다. M이 콤팩트함을 증명하십시오.


힌트. M이 콤팩트하지 않다고 가정하고, 유계가 아닌 연속함수 F:M→ℝ를 구성하십시오. 이러한 함수 F가 정의되고 나면, 다음 거리가




	
	d′(x,y)≔d(x,y)+|F(x)−F(y)|
	





이 문제의 대우를 확립할 것입니다.







풀이. 다음 풀이는 Royce Yao의 것입니다. 우리는 대우를 보입니다: M이 콤팩트하지 않으면, 동형사상이면서 유계가 아닌 거리가 존재합니다.

주요 단계는 유계가 아닌 연속 함수 F:M→ℝ를 구성하는 것입니다. 이러한 함수 F가 정의되고 나면, 거리는




	
	d′(x,y)≔d(x,y)+|F(x)−F(y)|
	





문제를 해결할 것입니다.

그러면, 수렴하는 부분수열이 없는 M의 수열 a1, a2, … 를 생각합시다. 각 ai에 대해, 다음을 만족하는 반지름 ri가 존재합니다




	
	0<ri<12minj≠id(ai,aj)
	





Ci를 ai를 중심으로 하고 반지름이 ri인 열린 공으로 정의합니다. 모든 공은 서로소임에 주의하십시오. 그러면, F를 다음과 같이 정의합니다




	
	F(x)={0x∉Ciiri(ri−d(x,ai))x∈Ci
	





이는 연속함수임을 알 수 있습니다. 그러면, i가 무한대로 갈 때 F(ai)를 고려함으로써 F가 유계가 아님을 알 수 있습니다.










문제 8I.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

이 문제에서 ”원”이란 반지름이 0이 아닌 원판의 경계를 가리킵니다.


	(a)

평면 ℝ2를 서로소인 원들로 분할하는 것이 가능합니까?




	(b)

평면 ℝ2에서 서로 다른 두 점 p와 q를 제거합니다. 남은 점들을 서로소인 원들로 분할하는 것이 가능합니까?







힌트. 두 문제 모두에 대한 답은 아니오입니다.

(a)에는 문제 8D를 사용하십시오.

(b)에서는, 분할에 속한 각 원을 그것이 p는 포함하지만 q는 포함하지 않는지, q는 포함하지만 p는 포함하지 않는지, 아니면 둘 다 포함하는지에 따라 색칠하십시오.




풀이. (a) 부분은 칸토어 교집합 정리(문제 8D)로부터 따라옵니다. 귀류법을 위해 그러한 분할이 존재한다고 가정합시다. 원 C0 중 아무거나 하나를 택하고, K0를 경계가 C0인 닫힌 원판이라 합시다. 이제 C0의 중심을 지나는 원 C1을 택하고, K1을 경계가 C1인 닫힌 원판이라 합시다. 이런 방식을 반복하면, 중첩된 수열 K0⊇K1⊇…를 얻으며 Ci의 반지름은 0에 수렴합니다(각각이 이전 것의 절반 이하이기 때문입니다). 따라서 어떤 점 p가 ⋂nKn에 속하게 되는데 이는 불가능합니다.

이제 (b) 부분에 대해, 다시 귀류법을 위해 원들로의 분할이 존재한다고 가정합시다. p는 포함하지만 q는 포함하지 않는 원은 마젠타색으로, q는 포함하지만 p는 포함하지 않는 원은 시안색으로 칠합시다. p 자신은 마젠타색으로, q 자신은 시안색으로 칠합시다. 마지막으로, p와 q를 모두 포함하는 원은 네온 옐로우색으로 칠합시다. (원을 색칠한다고 할 때는, 그 위의 모든 점을 색칠한다는 뜻입니다.)

(a)의 논증을 반복하면 p도 q도 둘러싸지 않는 원은 존재하지 않습니다. 따라서 모든 점은 마젠타색, 시안색, 또는 네온 옐로우색 중 하나입니다. 이제 임의의 마젠타색 원이 주어지면, 그 내부는 전부 마젠타색임에 주의하십시오. 사실, 마젠타색 원들은 (서로 교차할 수 없으므로) 포함 관계에 의해 전순서를 이룰 수 있습니다. 그러므로 두 경우를 고려합시다.


	•

만약 포함 관계에서 극대인 마젠타색 원(즉, 다른 어떤 마젠타색 원에도 포함되지 않는 마젠타색 원)이 존재한다면, 모든 마젠타색 점들의 집합은 단지 하나의 닫힌 원판입니다.




	•

그러한 마젠타색 원이 존재하지 않는다면, 마젠타색 점들의 집합은 모든 마젠타색 원들의 내부의 합집합으로도 표현할 수 있습니다. 이는 열린집합들의 합집합이므로, 그 자체가 열려 있습니다.






결론적으로 마젠타색 점들의 집합은 닫힌 원판이거나 열린집합입니다. 시안색 점들의 집합에 대해서도 마찬가지입니다. 더욱이, 이러한 점들의 집합은 볼록합니다.

문제를 마무리하기 위해:


	•

네온 옐로우색 점이 없다고 가정합시다. 마젠타색 점들이 닫힌 원판을 이룬다면, 시안색 점들은 ℝ2에서 원판을 뺀 것이 되는데 이는 볼록하지 않습니다. 모순입니다. 그러므로 마젠타색 점들은 열려 있어야 합니다. 마찬가지로 시안색 점들도 열려 있어야 합니다. 그러나 ℝ2는 연결되어 있으므로, 두 열린집합의 합집합으로 쓰일 수 없습니다.




	•

이제 네온 옐로 점들이 있다고 가정합시다. 포함관계에 대해 극소인 네온 옐로 원이 존재함을 주장합니다. 만약 그렇지 않다면, (a)의 논증을 반복하여 모순을 얻습니다. 왜냐하면 어떠한 네온 옐로 원이라도 지름이 p에서 q까지의 거리 이상이어야 하기 때문입니다. 따라서 내부가 모두 마젠타와 시안으로 이루어진 네온 옐로 원 𝒞를 찾을 수 있습니다. 이제 앞부분의 논증을 반복하되, ℝ2를 𝒞의 내부로 대체합니다.


















부 IV 선형대수학


	9 벡터 공간

	10 고유한 것들

	11 쌍대 공간과 대각합

	12 행렬식

	13 내적 공간

	14 보너스: 푸리에 해석

	15 쌍대, 수반, 그리고 전치






장 9 벡터 공간


이 장은 상당히 가볍습니다. 이 장의 목적은 벡터 공간과 기저가 무엇인지 정의하는 것입니다. 이는 여러분이 이미 알고 있을 법한 직관적인 개념들입니다.





9.1 환과 체의 정의


대표적인 예: ℤ, ℝ, ℂ는 환이며, 뒤의 둘은 체입니다.




앞 장을 건너뛰었을 경우를 대비하여, 여기서 환/체를 매우 비형식적으로 정의하겠습니다.


	•

환은 ℤ처럼 교환법칙이 성립하는 덧셈과 곱셈, 그리고 뺄셈을 갖춘 구조입니다. 또한 덧셈 항등원 0과 곱셈 항등원 1을 가집니다.




	•

ℝ이나 ℂ에서처럼 곱셈이 가역적이면(즉, x≠0인 모든 x에 대해 1x가 의미를 가지면), 그 환을 체라고 부릅니다.






사실, 이어지는 내용에서 ”체”를 어디서나 ”ℝ”로 바꾸어 읽어도 별문제가 없을 것입니다. 관례적으로 환에는 문자 R을, 체에는 k 또는 K를 사용합니다.




마지막으로, 군에 대한 장을 건너뛰었을 경우를 대비하여 다음도 언급해야겠습니다.


	•

덧셈적 아벨 군은 교환법칙이 성립하는 덧셈과 뺄셈, 그리고 덧셈 항등원 0을 갖춘 구조입니다. 곱셈을 가질 필요는 없습니다. 좋은 예로는 ℝ3(성분별 덧셈을 갖춘)이 있습니다.












9.2 가군과 벡터 공간


대표적인 예: 차수가 n 이하인 다항식들.




여러분은 이미 ℝn이 ”벡터 공간”이라는 것을 직관적으로 알고 있습니다: 그 원소들은 서로 더할 수 있고, 실수에 의한 스칼라배가 존재합니다. 이를 더 일반적으로 전개해 봅시다.




가환환 R을 고정합시다. 그러면 비형식적으로,


R-가군이란 두 원소를 더할 수 있고 R의 원소로 스칼라배를 할 수 있는 임의의 구조입니다.



나아가,  벡터 공간은 가환환이 실제로 체인 가군일 뿐입니다. 완전한 정의는 잠시 후에 드리겠지만, 우선 예시부터 보겠습니다…





예제 9.2.1 (이차다항식, 일명 제가 가장 좋아하는 예시).


제가 가장 좋아하는 ℝ-벡터 공간의 예시는 차수가 2 이하인 다항식들의 집합입니다, 즉




	
	{ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ}.
	





실제로, 임의의 두 이차식을 더할 수 있고 상수를 곱할 수 있습니다. 두 이차식을 곱해서 이차식을 얻을 수는 없지만, 이는 무관합니다 – 벡터 공간에서는 두 벡터를 서로 곱한다는 개념이 반드시 있을 필요가 없습니다.




나중에 정의할 의미에서, 이 벡터 공간은 (예상대로!) 차원이 3입니다.








예제 9.2.2 (모든 다항식).


실수 계수를 갖는 모든 다항식의 집합은 ℝ-벡터 공간입니다, 왜냐하면 임의의 두 다항식을 더할 수 있고 상수를 곱할 수 있기 때문입니다.








예제 9.2.3 (유클리드 공간).



	(a)

복소수는




	
	{a+bi∣a,b∈ℝ}
	





실수 벡터 공간을 이룹니다. 나중에 보겠지만, 이는 ”차원 2”를 가집니다.




	(b)

실수 ℝ은 차원 1의 실수 벡터 공간을 이룹니다.




	(c)

3차원 벡터의 집합




	
	{(x,y,z)∣x,y,z∈ℝ}
	





임의의 두 순서쌍을 성분별로 더할 수 있으므로 이는 실수 벡터 공간을 이룹니다. 이것이 왜 ”차원 3”을 갖는지는 나중에 다시 설명하겠습니다.













예제 9.2.4 (벡터 공간의 더 많은 예시).



	(a)

집합




	
	ℚ[2]={a+b2∣a,b∈ℚ}
	





은 자명한 방식으로 ℚ-벡터 공간의 구조를 가집니다: 임의의 두 원소를 더할 수 있고, 유리수로 스칼라배할 수 있습니다. (이것은 ℝ-벡터 공간이 아닙니다 — 왜 그럴까요?)




	(b)

집합




	
	{(x,y,z)∣x+y+z=0그리고x,y,z∈ℝ}
	





은 2차원 실수 벡터 공간입니다.




	(c)

모든 함수 f:ℝ→ℝ의 집합 또한 실수 벡터 공간입니다 (c∈ℝ에 대해 f+g와 c⋅f라는 개념이 모두 성립하기 때문입니다).












이제 이 곱셈이 어떻게 작동하는지에 대한 실제 규칙을 적어보겠습니다.





정의 9.2.5.


R을 가환환이라 합시다. R- 가군은 항등원이 0=0M으로 표기되는 덧셈 아벨 군 M=(M,+)에서 시작합니다. 여기에 추가로 R의 원소에 의한 좌측 곱셈을 지정합니다. 이 곱셈은 r,r1,r2∈R과 m,m1,m2∈M에 대해 다음 성질들을 만족해야 합니다:


	(i)

r1⋅(r2⋅m)=(r1r2)⋅m.




	(ii)

곱셈은 분배법칙을 만족하며, 이는 다음을 의미합니다




	
	(r1+r2)⋅m=r1⋅m+r2⋅m그리고r⋅(m1+m2)=r⋅m1+r⋅m2.
	








	(iii)

1R⋅m=m.




	(iv)

0R⋅m=0M입니다. (사실 이는 불필요한 조건입니다; 앞의 세 가지로부터 유도할 수 있습니다.)






R이 체이면 M을 R- 벡터 공간이라 하며, 그 원소들을  벡터라 하고 R의 원소들을  스칼라라 합니다.








표기의 남용 9.2.6.


위에서는 M의 덧셈과 R의 덧셈에 같은 기호 +를 사용하고 있습니다. 죄송하지만 이는 피하기가 다소 어렵고, 공리의 요점은 이 두 덧셈이 서로 관련되어야 한다는 것입니다. 가군의 곱셈에는 r⋅m을, R의 곱셈에는 r1r2를 쓰도록 기억해 보겠습니다.








질문 9.2.7.


예제 9.2.1에서 저는 ”차수 2” 대신 ”차수 2 이하”라고 신중하게 표현했습니다. 그 이유는 무엇일까요? 다시 말해, 왜




	
	{ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ,a≠0}
	





는 ℝ-벡터 공간이 아닐까요?







덜 직관적이지만 다소 중요한 몇 가지 예시…





예제 9.2.8 (아벨 군은 ℤ-가군입니다).


(군에 익숙하지 않다면 이 예시는 건너뛰어도 좋습니다.)


	(a)

실수 다항식의 예시




	
	{ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ}
	





또한 ℤ-가군입니다! 실제로 우리는 이러한 다항식을 임의로 두 개 더할 수 있고, 정수로 스칼라배할 수 있습니다.




	(b)

100을 법으로 하는 정수의 집합, 즉 ℤ/100ℤ 역시 ℤ-가군입니다. 어떻게 그런지 알 수 있겠습니까?




	(c)

사실, 임의의 아벨 군 G=(G,+)는 ℤ-가군입니다. 곱셈은 다음과 같이 정의될 수 있습니다




	
	n⋅g=g+⋯+g⏟n번(−n)⋅g=n⋅(−g)
	





n≥0에 대해. (여기서 −g는 g의 덧셈에 대한 역원입니다.)













예제 9.2.9 (모든 환은 자기 자신의 가군입니다).



	(a)

ℝ은 그 자신 위의 ℝ-벡터 공간으로 생각할 수 있습니다. 왜 그런지 아시겠습니까?




	(b)

같은 논리로, 임의의 가환환 R은 그 자신 위의 R-가군으로 생각할 수 있음을 알 수 있습니다.















9.3 직합


대표적인 예: {ax2+bx+c}=ℝ⊕ℝx⊕ℝx2이고, ℝ3은 자신의 좌표축들의 합입니다.




예제 9.2.1로 돌아가서, 다음을 생각해봅시다




	
	V={ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ}.
	





차원이 무엇인지 아직 말씀드리지 않았지만, 이 벡터 공간이 ”가져야 할” 차원이 3이라는 것을 아마 알아차리셨을 것입니다. 이에 대해서는 곧 다루겠습니다.




눈치채셨을 또 다른 점은, x2, x, 1 항이 어쩐지 서로 “연관되지 않는다”는 것입니다. 이들은 완전히 무관합니다. 다시 말해, 다음 세 집합을 생각할 수 있습니다




	
	ℝx2
	≔{ax2∣a∈ℝ}
	





	
	ℝx
	≔{bx∣b∈ℝ}
	





	
	ℝ
	≔{c∣c∈ℝ}.
	





명백한 방식으로, 이들 각각은 ℝ의 “복사본”으로 생각할 수 있습니다.




그러면 V는 말 그대로 “이 집합들의 합”으로 이루어져 있습니다. 구체적으로, V의 모든 원소는 이 집합들 각각에서 하나씩 뽑은 원소들의 합으로 유일하게 쓸 수 있습니다. 이는 다음과 같이 쓰도록 동기를 부여합니다




	
	V=ℝx2⊕ℝx⊕ℝ.
	





이를 형식적으로 포착하는 개념이 바로  직합입니다.





정의 9.3.1.


M을 R-가군이라 합시다. M1과 M2를 그 자체로 R-가군인 M의 부분집합이라 합시다. 그러면 M의 모든 원소가 M1의 원소와 M2의 원소의 합으로 유일하게 쓸 수 있을 때, M=M1⊕M2라 쓰고 M을 M1과 M2의  직합이라고 말합니다.








예제 9.3.2 (유클리드 평면).


벡터 공간 ℝ2={(x,y)∣x∈ℝ,y∈ℝ}을 생각해봅시다. 이를 x축과 y축의 직합으로 생각할 수 있습니다:




	
	X={(x,0)∣x∈ℝ}그리고Y={(0,y)∣y∈ℝ}.
	





그러면 ℝ2=X⊕Y입니다.







이는 가군을 몇 개의 서로 연결되지 않은 성분으로 분해하는 “하향식” 방법을 제공합니다.




이 발상을 거꾸로 적용하여, 새로운 벡터 공간을 다음과 같이 구성할 수도 있습니다. 매우 불운한 우연으로, 기술적으로는 서로 다른 두 대상의 이름과 표기가 정확히 똑같습니다.





정의 9.3.3.


M과 N을 R-가군이라 합시다.  직합 M⊕N을, 그 원소가 (m,n)∈M×N인 쌍들로 이루어진 R-가군으로 정의합니다. 연산은 다음과 같이 주어집니다




	
	(m1,n1)+(m2,n2)=(m1+m2,n1+n2).
	





그리고




	
	r⋅(m,n)=(r⋅m,r⋅n).
	











예를 들어, 기술적으로는 ℝ2=X⊕Y라고 썼지만, X와 Y 각각이 ℝ의 복사본이므로, ℝ2≅ℝ⊕ℝ이라고 써도 무방했을 것입니다.





표기의 남용 9.3.4.


위 내용은 직합을 표기하는 방식에 있어 표기법의 남용을 보여줍니다. 기호 ⊕는 두 가지 의미를 가집니다.


	•

V가 주어진 공간이고 W1과 W2가 부분공간이라면, V=W1⊕W2는 위에서 정의한 방식대로 “V가 직합 W1⊕W2로 분해된다”는 것을 의미합니다.




	•

W1과 W2가 서로 무관한 두 공간이라면, W1⊕W2는 그 원소가 (w1,w2)∈W1×W2인 쌍들인 벡터 공간으로 정의됩니다.






이 두 정의가 “어느 정도” 일치함을 알 수 있습니다.







이런 방식으로, V가 ℝ⊕ℝ⊕ℝ와 동형이어야 함을 알 수 있습니다. 우리는 V=ℝx2⊕ℝx⊕ℝ을 얻었는데, 1, x, x2은 사실 서로 관련이 없고 각 합의 항은 본질적으로 그저 ℝ의 복사본일 뿐이기 때문입니다.





정의 9.3.5.


또한 모든 양의 정수 n에 대해, 다음과 같은 가군을 정의할 수도 있습니다




	
	M⊕n≔M⊕M⊕⋯⊕M⏟n번.
	














9.4 선형 독립, 생성, 그리고 기저


대표적인 예: {1,x,x2}는 {ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ}의 기저입니다.




이 절의 주제인 기저라는 개념은 다음과 같은 발상을 포착하는 또 다른 방법을 제공합니다




	
	V={ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ}
	





{1,x,x2}의 사본들의 합이라는 것입니다. 이 절은 기술적이기는 하지만 매우 직관적이어야 합니다. 여기 나오는 정리들이 왜 “성립해야 하는지” 이해되지 않는다면, 무언가 잘못하고 있는 것입니다.




이제 M을 R-가군이라 합시다. 이미 익숙할 가능성이 높은 세 가지 매우 고전적인 개념을 정의하겠습니다. 만약 익숙하지 않다면, 유클리드 공간이나 위의 V에 대한 감각에 의지하십시오.





정의 9.4.1.


벡터 v1,…,vn의  선형 결합이란 r1v1+⋯+rnvn 형태의 합을 말하며, 여기서 r1,…,rn∈R입니다. 이 선형 결합은 r1=r2=⋯=rn=0R일 때  자명하다고 하며, 그렇지 않으면  비자명하다고 합니다.








정의 9.4.2.


v1,…,vn을 R-가군 M의 원소들이라 합시다.


	•

값이 0M인 비자명한 선형 결합이 존재하지 않으면  선형 독립이라고 합니다. (0M=0⋅v1+0⋅v2+⋯+0⋅vn은 항상 성립함을 관찰하십시오 – 여기서 주장하는 바는 0M을 이 형태로 표현하는 다른 방법이 없다는 것입니다.)




	•

모든 v∈M이 {vi}의 선형 결합으로 나타내어질 수 있으면  생성 집합이라고 합니다. M이 벡터 공간인 경우에는 대신  생성한다고 표현합니다.




	•

모든 v∈M이 {vi}의 선형 결합으로 유일하게 나타내어질 수 있으면  기저(복수형  기저들)라고 합니다.






동일한 정의가 무한 집합에도 적용되며, 다만 모든 합은 유한해야 한다는 조건이 붙습니다.







따라서 정의에 의해 {1,x,x2}는 V의 기저입니다. 이것이 유일한 것은 아닙니다: {2,x,x2}와 {x+4,x−2,x2+x}도 기저의 다른 예시이지만, 그다지 자연스럽지는 않습니다. 하지만 집합 S={3+x2,x+1,5+2x+x2}는 기저가 아니며, 두 가지 이유로 실패합니다:


	•

0=(3+x2)+2(x+1)−(5+2x+x2)임에 주목하십시오. 따라서 집합 S는 선형 독립이 아닙니다.




	•

x2을 S의 원소들의 합으로 나타내는 것은 불가능합니다. 따라서 S는 생성 집합이 되지 못합니다.






이 새로운 용어들을 사용하면, 기저는 선형 독립이면서 생성하는 집합이라고 말할 수 있습니다.





예제 9.4.3 (기저의 더 많은 예시).



	(a)

ℚ[2]={a+b2∣a,b∈ℚ}를 ℚ-벡터 공간으로 생각합시다. 그러면 {1,2}는 기저입니다.




	(b)

V가 모든 실수 다항식의 집합이라면, {1,x,x2,…}라는 무한 기저가 존재합니다. 유한개의 항만 사용한다는 조건은 단지 다항식이 유한한 차수를 가져야 한다는 것을 의미할 뿐입니다(이는 바람직한 일입니다).




	(c)

V={(x,y,z)∣x+y+z=0그리고x,y,z∈ℝ}라 합시다. 그러면 크기 2의 기저가 존재할 것으로 예상되지만, 이전 예시들과 달리 즉시 “명백한” 선택이 없습니다. 성립하는 예시들은 다음과 같습니다:


	•

(1,−1,0)과 (1,0,−1),




	•

(0,1,−1)과 (1,0,−1),




	•

(5,3,−8)과 (2,−1,−1).


















연습문제 9.4.4.


벡터들의 집합이 기저인 것은 선형 독립이면서 생성하는 것과 동치임을 보이십시오. (막힌다면 다항식 예시를 생각해 보십시오.)







이제 벡터 공간의 기저가 가능한 한 가장 좋은 방식으로 동작함을 주장하는 몇 가지 결과를 서술하겠습니다.





정리 9.4.5 (기저의 극대성과 극소성).


V를 어떤 체 k 위의 벡터 공간이라 하고 e1,…,en∈V를 취합니다. 다음은 동치입니다:


	(a)

ei가 기저를 이룹니다.




	(b)

ei는 생성 집합이지만, 진부분집합은 어느 것도 생성 집합이 아닙니다.




	(c)

ei는 선형독립이지만, V의 다른 어떤 원소를 추가해도 더 이상 선형독립이 아니게 됩니다.













비고 9.4.6.


V를 가환환 R 위의 일반적인 가군 M으로 바꾸면, (a) ⟹ (b)와 (a) ⟹ (c)는 성립하지만 그 역은 성립하지 않습니다.







증명.


간단하므로, 원한다면 직접 해보십시오. 주목해야 할 핵심은 역방향을 위해서는 스칼라로 나누어야 한다는 점이며, 따라서 (b) ⟹ (a)와 (c) ⟹ (a)의 함의를 위해서는 V가 단순히 가군이 아니라 벡터 공간이어야 합니다. ∎






정리 9.4.7 (벡터 공간에 대한 차원 정리).


벡터 공간 V가 유한 기저를 가진다면, 다른 모든 기저도 같은 개수의 원소를 가집니다.








증명.


우리는 더 강한 사실을 증명합니다: v1,…,vn이 생성 집합이고 w1,…,wm이 선형독립이라고 가정합니다. 우리는 n≥m임을 주장합니다.






질문 9.4.8.


이 주장이 정리를 함의하기에 충분함을 보이십시오.







A0={v1,…,vn}을 생성 집합이라 합시다. w1을 집어넣습니다: 생성 조건에 의해, w1=c1v1+⋯+cnvn입니다. 어떤 0이 아닌 계수가 있는데, 이를 cn이라 합시다. 따라서




	
	vn=1cnw1−c1cnv1−c2cnv2−….
	





이로써 A1={v1,…,vn−1,w1}은 생성 집합입니다. 이제 같은 과정을 반복하여 w2를 집어넣고, 앞서와 같이 vi 중 하나를 제거하여 A2를 얻습니다; wi가 선형독립이라는 조건은 어떤 vi의 계수가 항상 0이 아니게 됨을 보장합니다. 결국 Am에 도달할 수 있으므로, n≥m입니다. ∎







비고 (일반화).



	•

”원소의 개수”를 ”농도”로 해석하면 이 정리는 무한 기저에 대해서도 성립합니다. 이는 처음 읽을 때 혼란스러울 수 있으므로, 자세히 다루지는 않겠습니다.




	•

사실, 이는 임의의 가환환 위의 가군에 대해서도 성립합니다. 흥미롭게도, 일반적인 경우의 증명은 벡터 공간의 경우로 환원하는 방식으로 진행됩니다.












차원 정리는 그 이름에 걸맞게, 벡터 공간의  차원을 유한 기저가 존재할 경우 그 크기로 정의할 수 있게 해줍니다. 그러한 기저가 존재할 때 우리는 V가  유한 차원이라고 말합니다. 예를 들어,




	
	V={ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ}
	





는 차원이 3인데, 왜냐하면 {1,x,x2}이 기저이기 때문입니다. 이것이 유일한 기저는 아닙니다: 우리는 다음과 같이 쓸 수도 있었습니다




	
	{a(x2−4x)+b(x+2)+c∣a,b,c∈ℝ}
	





그리고 완전히 동일한 벡터 공간을 얻었을 것입니다. 하지만 이 정리의 아름다움은, 우리가 생성 집합을 어떻게 고안하려 해도 항상 정확히 세 개의 원소를 얻는다는 데 있습니다. 그것이 바로 V가 차원 3이라고 말하는 것이 타당한 이유입니다.




반면에, 모든 다항식의 집합 ℝ[x]는 무한 차원입니다(이는 직관적으로 명백해야 합니다).




V의 기저 e1,…,en이 정말 멋진 이유는, v∈V를 명시하기 위해서 a1,…,an∈k만 명시하면 되고, 그러면 v=a1e1+⋯+anen이 되기 때문입니다. 심지어 v를 (a1,…,an)으로 생각할 수도 있습니다. 다르게 말하면, V가 k-벡터 공간이라면 우리는 항상 다음을 얻습니다




	
	V=e1k⊕e2k⊕⋯⊕enk.
	











9.5 선형 사상


대표적인 예: x=3에서 {ax2+bx+c}의 값 계산.




우리는 준동형사상과 연속 사상을 보았습니다. 이제 우리는 벡터 공간 사이의 구조 보존 사상인 선형 사상을 보려고 합니다. 그 정의를 짐작할 수 있습니까?





정의 9.5.1.


V와 W를 같은 체 k 위의 벡터 공간이라고 합시다.  선형 사상이란 다음을 만족하는 사상 T:V→W입니다:


	(i)

임의의 v1,v2∈V에 대해 T(v1+v2)=T(v1)+T(v2)가 성립합니다.111군의 언어로 말하면, T는 준동형사상 (V,+)→(W,+)입니다.




	(ii)

임의의 a∈k와 v∈V에 대해 T(a⋅v)=a⋅T(v)가 성립합니다.






이 사상이 전단사(동등하게, 역사상을 가지면)라면 이는  동형사상입니다. 이때 V와 W를  동형인 벡터 공간이라고 하며 V≅W라고 씁니다.








예제 9.5.2 (선형 사상의 예시).



	(a)

임의의 벡터 공간 V와 W에 대해, 모든 것을 0W∈W로 보내는 자명한 선형 사상이 존재합니다.




	(b)

임의의 벡터 공간 V에 대해, 항등 동형사상 id:V→V가 존재합니다.




	(c)

(a,b,c)↦4a+2b+c로 정의되는 사상 ℝ3→ℝ은 선형 사상입니다.




	(d)

V를 차수가 2 이하인 실수 다항식의 집합이라고 합시다. (a,b,c)↦ax2+bx+c로 정의되는 사상 ℝ3→V는 동형사상입니다.




	(e)

V를 차수가 2 이하인 실수 다항식의 집합이라고 합시다. ax2+bx+c↦9a+3b+c로 정의되는 사상 V→ℝ은 선형 사상이며, 이는 ”3에서의 값매김”이라고 설명할 수 있습니다.




	(f)

W를 ℝ→ℝ인 함수들의 집합이라고 합시다. f↦f(0)으로 정의되는 값매김 사상 W→ℝ은 선형 사상입니다.




	(g)

”2를 곱하기”라고 불리는 ℚ-벡터 공간의 사상 ℚ[2]→ℚ[2]이 있습니다. 이 사상은 a+b2↦2b+a2로 보냅니다. 이 사상은 역사상 ”1/2를 곱하기”를 가지므로 동형사상입니다.












T(a⋅v)=a⋅T(v)라는 표현에서, 첫 번째 ⋅은 V의 곱셈이고 두 번째 ⋅은 W의 곱셈임에 유의하십시오. 이 동형사상의 개념은 실제로는 기저의 크기에만 관심이 있다는 점에 유의하십시오:





명제 9.5.3 (n차원 벡터 공간은 동형입니다).


V가 n차원 벡터 공간이면, V≅k⊕n입니다.








질문 9.5.4.


e1, …, en을 V의 기저라고 합시다. 그 동형사상은 무엇일까요? (아마 여러분의 첫 번째 추측이 맞을 것입니다.)








비고 9.5.5.


엄밀히 말해, 모든 유한 차원 벡터 공간은 그저 k⊕n일 뿐이며 그 외 다른 공간은 신경 쓸 가치가 없다고 말할 수도 있습니다. 하지만 이는 다소 무례해 보입니다. 공간은 종종 단순한 삼중항 이상의 것입니다: ax2+bx+c는 다항식이며, 따라서 그것을 (a,b,c)로 압축하면 잃게 되는 어떤 ”본질”을 가지고 있습니다.




게다가, x+y+z=0을 만족하는 벡터 (x,y,z)의 집합처럼 많은 공간은 명백한 기저 선택이 없습니다. 따라서 그러한 공간을 k⊕n으로 옮기려면 임의의 결정을 내려야 할 것입니다.










9.6 행렬이란 무엇인가?


이제 드디어 행렬이 무엇인지 말씀드릴 수 있습니다! 이는 재미있는데, 왜냐하면 이제 저는 행렬 곱셈의 공식을 그저 전달받는 것이 아니라 어떻게 유도하는지 여러분께 마침내 설명할 수 있기 때문입니다.




이 절은 매우 중요하며, 또한 많은 학생들에게 깨달음을 주는 내용이므로, 저는 실제로 이를 두 번 다루려고 합니다. 첫 번째로, 저는 극도로 특수한 경우, 즉 V=W=ℝ2인 경우에서 많은 숫자를 사용하여 작업할 것입니다. (이는 제가 증명 경험이 없는 대학 신입생들에게 이 개념을 가르쳤을 때 설명했던 방식입니다.) 그다음 두 번째로, 우리는 숫자를 전혀 사용하지 않고 현대적인 언어로 이를 다룰 것입니다.





9.6.1 일반 독자를 위한 ℝ2의 확장된 예시


이 절 전체에서 저는 구체적으로 ℝ2를 다룰 것이며, 그 원소들을 (x,y)가 아니라 [xy]로 표기하겠습니다(행렬 곱셈에 대해 이야기할 때 그 이유를 보시게 될 것입니다).




깜짝 퀴즈:


	•

문제 1: 선형 사상 T:ℝ2→ℝ2가 주어졌는데 T([34])=[π9]이고 T([100100])=[012]라고 합시다. T([103104])와 T([203204])는 무엇입니까?




답 1: 그냥 더하면 됩니다.




	
	T([103104])
	=[π9]+[012]=[π21]
	





	
	T([203204])
	=[π9]+2[012]=[π33].
	








	•

문제 2: 선형 사상 T:ℝ2→ℝ2가 주어졌는데 T([10])=[13]이고 T([01])=[24]라고 합시다. T([5070])는 무엇입니까?




답 2:




	
	T([5070])=50[13]+70[24]=[190430].
	













이 예시가 보여주는 바는, 선형 사상 T:ℝ2→ℝ2에 대한 요구 조건이 매우 강력해서, T([10])와 T([01])만 알면 다른 어떤 점에서의 T 값도 계산할 수 있다는 것입니다. 이는 임의의 두 기저 벡터에 대해서도 성립합니다(즉, 문제 1은 일부러 고른 [103104]와 [203204]보다 훨씬 더 지저분한 입력에 대해서도 물어볼 수 있었을 것이고, 그래도 여전히 풀 수 있었을 것입니다), 하지만 물론 [10]와 [01]는 특히 편리한 선택입니다.




이제 다음과 같은 정의를 내릴 수 있습니다:





정의 9.6.1.


선형 변환 T:ℝ2→ℝ2에 대해, 그 행렬은 열벡터들을 이어붙여 얻어지는 T의 인코딩입니다




	
	T([10])그리고T([01])
	





를 이어붙여 2×2 숫자 배열을 얻음으로써 만들어지는 T의 부호화입니다.







예를 들어,




	
	T([10])=[13]그리고T([01])=[24]⇔T다음과 같이 인코딩됨[1234].
	








이제, 고등학교에서 배운 행렬 곱셈 규칙을 열벡터 [5070]에 적용하면 어떻게 될까요? 그러면 다음을 얻습니다




	
	[1234][5070]=[1⋅50+2⋅703⋅50+4⋅70]=[190430]
	





…그리고 우리가 실은 두 번째 깜짝 퀴즈 문제를 다시 풀고 있을 뿐임을 알 수 있습니다. 그러므로:


T:ℝ2→ℝ2가 2×2 행렬 M로 부호화되어 있다면, M와 (열)벡터 v∈ℝ2의 곱셈은 T(v)와 일치하도록 정의됩니다.







비고 9.6.2 (항등행렬이 그 이름값을 하는 이유).


이는 또한 왜 2×2 항등행렬이 고등학교에서 주는 설명(즉, ”곱해 보면 같은 결과가 나온다는 것을 알 수 있습니다”)보다 더 자연스러운 이유로 [1001]인지를 보여줍니다. id가 항등함수라면, id([10])=[10]이므로 이것이 행렬의 첫 번째 열이 되고, 마찬가지로 id([01])=[01]은 두 번째 열이 됩니다.







이제, 두 사상 S와 T를 함께 등장시켜 합성하면 어떻게 될까요? S∘T에 대해서도 같은 방식을 적용할 수 있습니다.


	•

문제 3: 선형 사상 T:ℝ2→ℝ2가 주어졌는데 T([10])=[13]이고 T([01])=[24]라고 합시다. 그다음 두 번째 선형 사상 S:ℝ2→ℝ2가 주어졌는데 S([10])=[57]이고 S([01])=[68]라고 합시다. S(T([10]))와 S(T([01]))는 무엇입니까?




답 3:




	
	S(T([10]))
	=S([13])=1[57]+3[68]=[2331].
	





	
	S(T([01]))
	=S([24])=2[57]+4[68]=[3446].
	










S∘T 자체도 선형 사상이므로, 이제 그 행렬 인코딩을 알 수 있습니다:




	
	S∘T=[23343146].
	








이제 여러분은 학교에서 행렬 곱셈 규칙을 정의로서 배웠을 수도 있습니다. S와 T의 행렬에 그 정의를 적용하면 다음을 얻어야 합니다




	
	[5678]⏟S의 인코딩[1234]⏟T의 인코딩=[5⋅1+6⋅35⋅2+6⋅47⋅1+8⋅37⋅2+8⋅4]=[23343146]
	





이것이 바로 S∘T의 인코딩입니다 — 실제로 그 이유를 알 수 있는데, 답 3의 과정을 따라가 보면 사실 동일한 산술이 수행되고 있기 때문입니다.




이는 왜 행렬을 선형 함수의 부호화로 보는 우리 냅킨의 정의가 여러분이 봐 왔던 것보다 더 나은지를 보여줍니다. 고등학교에서는 행렬 곱셈의 절차가 부자연스러운 정의로서 제공되는데, 예를 들면 그림 9.1에 나오는 것 같은 귀여운 그림들이 그렇습니다. 하지만 우리에게는 그림 9.1의 절차가 하나의 정리입니다: 즉 S와 T의 부호화가 주어졌을 때 S∘T의 부호화를 얻는 방법을 유도할 수 있습니다.




[image: Refer to caption]

그림 9.1: 미국 고등학교에서 가르치는 행렬 곱셈: “이게 레시피야, 그냥 믿어”. [MAT12]에서 가져온 이미지.





9.6.2 일반적인 논의, 다시 Napkin 수준의 추상화로


이제 현대적인 언어로 돌아가서, 이전 절에서처럼 고정된 기저가 아니라, 어떤 체 위의 유한 차원 공간과 그 공간의 임의의 기저를 다루도록 합시다.




기저 e1,…,em을 가진 어떤 유한 차원 벡터 공간 V와 기저 w1,…,wn을 가진 벡터 공간 W를 하나 고릅시다. 사상 T:V→W가 있고, 여러분에게 T가 무엇인지 알려주고 싶다고 합시다. 모든 점 v에서 T(v)가 무엇인지 알려주려 한다면 그것은 매우 배려 없는 일이 될 것입니다. 하지만 우리는 T(e1), …, T(em)이 무엇인지만 알려주면 된다는 것을 보았는데, 그로부터 여러분 스스로 T(a1e1+⋯+amem)을 구할 수 있기 때문입니다:




	
	T(a1e1+⋯+amem)=a1T(e1)+⋯+amT(em).
	





ei들이 기저이므로, 이것으로 T에 대해 필요한 모든 것을 알 수 있습니다.





예제 9.6.3 (선형 사상의 확장).


V={ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ}라고 합시다. 그러면 T(ax2+bx+c)=aT(x2)+bT(x)+cT(1)입니다.







이제 저는 훨씬 더 구체적일 수 있습니다. T(e1)이 무엇인지 알려드릴 수도 있지만, W의 기저를 가지고 있으므로 실제로는 이 기저를 기준으로 T(e1)이 무엇인지만 알려드리면 됩니다. 구체적으로, 다음을 만족하는 유일한 a11,a21,…,an1∈k가 존재합니다




	
	T(e1)=a11w1+a21w2+⋯+an1wn.
	





그러므로 추상적인 공간 W에서 T(e1)의 값을 알려드리는 대신, a11,a21,…,an1이 무엇인지만 알려드리면 됩니다. 그런 다음 T(e2), T(e3)에 대해서도, T(em)까지 이 과정을 반복하면 되고, 그것으로 T에 대해 필요한 모든 것을 알려드리는 셈이 됩니다.




바로 여기서 행렬 T가 나오는 것입니다! 이는 제가 알려드려야 할 mn개의 숫자 전부를 간결하게 적는 방법입니다.




명시적으로, T에 대한 행렬은 다음 배열로 정의됩니다




	
	T
	=[∣∣∣T(e1)T(e2)…T(em)∣∣∣]⏟m개의 열}n개의 행
	





	
	
	=[a11a12…a1ma21a22…a2m⋮⋮⋱⋮an1an2…anm].
	





이 점을 확실히 하기 위해,


행렬은 V에서 W로 가는 선형 사상을 지정하는 가장 게으른 방법입니다.







예제 9.6.4 (행렬의 예).


여기 기저를 이용한 구체적인 예가 있습니다. V=ℝ3에 기저 e1, e2, e3가 있고 W=ℝ2에 기저 w1, w2가 있다고 합시다. T:V→W가 있다면 이는 예를 들어 세 값에 의해 유일하게 결정됩니다:




	
	T(e1)
	=4w1+7w2
	





	
	T(e2)
	=2w1+3w2
	





	
	T(e3)
	=w1
	





그러면 열들은 T(e1), T(e2), T(e3)에 대응합니다:




	
	T=[421730]
	












예제 9.6.5 (기저를 선택한 후의 행렬 예).


다시 V={ax2+bx+c}를 차수가 2 이하인 다항식들의 벡터 공간이라고 합시다. 이에 대해 기저 1, x, x2를 고정합니다.




”3에서의 평가” 사상, 즉 V→ℝ인 사상을 생각해 봅시다. 우변의 기저 원소로 1을 선택합니다; 그러면 이를 1×3 행렬로 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	[139]
	





여기서 열들은 T(1), T(x), T(x2)에 대응합니다.







여기서부터 두 행렬을 곱한다는 것이 무엇을 의미하는지 스스로 도출해 낼 수 있습니다. 세 공간 U, V, W에 대해 기저를 선택했다고 합시다. 사상 T:U→V와 S:V→W가 주어졌을 때, 이들의 합성 S∘T를 생각할 수 있습니다, 즉




	
	U→𝑇V→𝑆W.
	





행렬 곱셈은 정확히, 지난 절에서 보았듯이 합성 함수 S∘T를 행렬로 해석했을 때 얻는 것과 행렬 ST가 같은 것이 되도록 정의됩니다.




특히 함수 합성이 결합적이므로, 행렬 곱셈 역시 결합적임이 따라 나옵니다.




이는 행렬의 행렬식이나 대각합 같은 개념을, ”내재적인” 사상 T:V→W의 관점에서도, 행렬의 성분의 관점에서도 정의할 수 있음을 뜻합니다. 사상 T 자체는 어떤 기저도 참조하지 않으므로, 추상적 정의는 수치적 정의가 기저의 선택에 의존하지 않음을 함의할 것입니다.









9.7 부분공간과 편리한 기저 선택하기


대표적인 예: ℝ3에서 임의의 선형독립인 두 벡터.





정의 9.7.1.


M을 왼쪽 R-가군이라고 합시다. M의  부분가군 N이란, N의 모든 원소가 또한 M의 원소이기도 한 가군 N입니다. M이 벡터 공간이면 N을  부분공간이라고 부릅니다.








예제 9.7.2 (핵).


사상 T:V→W의  핵(kernel, kerT로 표기)은 T(v)=0W를 만족하는 v∈V의 집합입니다. 이는 덧셈과 스칼라배에 대해 닫혀 있으므로 V의 부분공간입니다(왜 그럴까요?).








예제 9.7.3 (생성 공간).


V를 벡터 공간이라고 하고 v1,…,vm을 V의 임의의 벡터들이라고 합시다. 이 벡터들의  생성 공간은 다음 집합으로 정의됩니다




	
	{a1v1+⋯+amvm∣a1,…,am∈k}.
	





이 역시 V의 부분공간임에 유의하십시오!








질문 9.7.4.


왜 위의 각 예에서 0V가 원소가 될까요? 일반적으로 왜 모든 부분공간은 0V를 포함해야 할까요?







부분공간은 기저와 관련하여 좋은 성질을 가집니다.





정리 9.7.5 (기저 완성).


V를 n차원 공간이라 하고, V′을 V의 부분공간이라고 합시다. 그러면


	(a)

V′ 역시 유한차원입니다.




	(b)

e1,…,em이 V′의 기저라면, V 안에 em+1,…,en이 존재하여 e1,…,en이 V의 기저가 됩니다.












증명.


직관적이며 증명이 그다지 유익하지 않으므로 생략합니다. (다만 이 결과를 이후 반복해서 사용할 것이므로, 지금 시간을 들여 내면화해 두십시오.) ∎





매우 흔한 사용 사례는 사상 T에 대해 편리한 기저를 고르는 것입니다.





정리 9.7.6 (선형 사상에 대한 기저 고르기).


T:V→W를 유한 차원 벡터 공간 사이의 사상이라 하고, n=dimV, m=dimW라 합시다. 그러면 V의 기저 e1,…,en과 W의 기저 f1,…,fm, 그리고 음이 아닌 정수 k가 존재하여 다음을 만족합니다




	
	T(ei)={fii≤k인 경우0Wi>k인 경우.
	





더욱이 dimkerT=n−k이고 dimTimg(V)=k입니다.







증명 개요.


계속 읽기 전에 직접 시도해 보고 싶을 수도 있습니다: 이는 정리 9.7.5의 반복 적용입니다.




kerT의 차원이 n−k라고 합시다. kerT의 기저로 ek+1,…,en을 선택할 수 있습니다. 그런 다음 이를 V의 기저 e1,…,en으로 확장합니다. 사상 T는 e1,…,ek의 생성 공간 위에서 단사입니다(핵에는 오직 0V만 있으므로). 따라서 W에서의 그 상들은 선형독립입니다. 각 i에 대해 fi=T(ei)로 놓으면 W에서 어떤 선형독립인 집합을 얻습니다. 그런 다음 이를 다시 W의 기저로 확장합니다. ∎





이 정리는 응용 때문만이 아니라, 선형 사상이 어떤 모습이어야 하는지에 대한 올바른 그림을 여러분의 머릿속에 심어주기 때문에도 매우 중요합니다. 여러분이 확실히 기억하도록 이를 그림으로도 그려 보겠습니다:




[image: 도표]



특히 T:V→W에 대해, V=kerT⊕V′로 쓸 수 있으며, 이때 T는 자신의 핵을 소멸시키는 한편 V′는 W 안의 동형인 사본으로 보냅니다.




이것의 따름정리(어차피 예상했어야 할 내용입니다)는 이른바 계수-퇴화차수 정리(rank-nullity theorem)로, 이는 제1 동형사상 정리의 유사물입니다.





정리 9.7.7 (계수-퇴화차수 정리).


V와 W를 유한 차원 벡터 공간이라 합시다. T:V→W이면 다음이 성립합니다




	
	dimV=dimkerT+dimimT.
	












질문 9.7.8.


정리 9.7.6로부터 계수-퇴화차수 정리를 도출하십시오.










9.8 재미있는 응용: 라그랑주 보간법


고등학교 정리에 대한 선형대수학의 재미있는 응용222출처: 첫 번째 하버드-MIT 학부생 수학 심포지엄에서 조 해리스가 저에게 전해준 것입니다.이 여기 있습니다.





정리 9.8.1 (라그랑주 보간법).


x1,…,xn+1을 서로 다른 실수라 하고, y1,…,yn+1을 임의의 실수라 합시다. 그러면 모든 i에 대해




	
	P(xi)=yi
	





를 만족하는 차수가 n 이하인 유일한 다항식 P가 존재합니다.







예를 들어 n=1일 때, 이는 대략적으로 두 점을 잇는 직선이 유일하게 존재한다는 것을 말합니다.





증명.


아이디어는 차수가 n 이하인 다항식들의 벡터 공간 V와 벡터 공간 W=ℝn+1을 고려하는 것입니다.






질문 9.8.2.


dimV=n+1=dimW임을 확인하십시오. 이는 V에 대한 기저를 고르면 가장 쉽게 할 수 있지만, 이 연습문제를 마치고 나면 그 기저는 곧바로 잊어버려도 됩니다.







그런 다음 다음으로 주어지는 선형 사상 T:V→W를 고려합니다




	
	P↦(P(x1),…,P(xn+1)).
	





이것이 실제로 선형 사상인 이유는, 뭐, T(P+Q)=T(P)+T(Q)이고 T(cP)=cT(P)이기 때문입니다. 이는 또한 단사이기도 합니다: P∈kerT이면 P(x1)=⋯=P(xn+1)=0이지만, degP≤n이므로 P는 오직 영다항식일 수밖에 없습니다.




따라서 T는 같은 차원을 갖는 벡터 공간들 사이의 단사 사상입니다. 그러므로 문제 9B에 의해 이는 실제로 전단사이며, 이것이 바로 우리가 원했던 것입니다. ∎









9.9 교육학적 여담: 숫자 배열은 사악하다


(이 절 전체는 선형대수학을 어떻게 가르칠지에 대한 에반의 수다이므로, 안심하고 건너뛰어도 됩니다.)




반복해서 강조하겠지만, 행렬은 두 벡터 공간 사이의 선형 사상을 나타냅니다. 그것을 m×n 행렬의 형태로 쓰는 것은 그 사상을 구체적으로 보기 위한 매우 편리한 방법일 뿐입니다. 하지만 이는 이 사상이 실은 숫자들의 배열이 아니라 사상이라는 사실을 흐릿하게 만듭니다.




고등학교 미적분 예비 과정을 수강했다면, 모든 것이 행렬로 표현되는 것을 보게 됩니다. 전형적인 고등학생에게 행렬이란 숫자들의 배열입니다. 이 숫자들이 정확히 무엇을 나타내는지 아무도 확신하지 못하지만, 이 배열들을 마법처럼 곱해서 또 다른 배열을 얻는 방법을 배웁니다. 그들은 다음 행렬이




	
	[10…001…0⋮⋮⋱⋮00…1]
	





다른 행렬과 곱해도 변하지 않기 때문에 ”항등행렬”이라고 배웁니다. 그다음 행렬식이 이 기묘한 곱셈 규칙으로 만들어진 이 숫자들의 마법 같은 조합이라고 배웁니다. det(AB)=detAdetB라는 사실과, 넓이와 행 연산 및 크라머 공식에 관한 무언가를 제외하고는, 이 행렬식이 무엇을 하는지 아무도 알지 못합니다.




그다음 대학에서 선형대수학을 배우게 되면, 이 숫자 배열들로 더 많은 마법을 부리게 됩니다. 두 행렬 T1과 T2가 어떤 가역행렬 S에 대해




	
	T2=ST1S−1
	





를 만족하면 서로 닮음이라고 배웁니다. 행렬의 대각합 TrT는 대각 성분들의 합이라고 배웁니다. 어쩐 일인지 닮은 행렬을 보아도 이 값은 변하지 않지만, 왜 그런지는 확실히 알지 못합니다. 그다음 특성다항식을 다음과 같이 정의합니다




	
	pT(X)=det(XI−T).
	





어쩐 일인지 이것 역시 닮은 행렬을 취해도 변하지 않지만, 이제는 정말로 그 이유를 알지 못합니다. 그리고 온갖 흑마법 같은 케일리-해밀턴 정리를 만나게 됩니다: pT(T)는 영사상입니다. 호기심에 증명을 검색해 보면, 여전히 왜 참인지 전혀 알 수 없게 만드는 임기응변식 절차를 발견하게 됩니다.




이것은 끔찍합니다. T2=ST1S−1의 무엇이 그리 특별합니까? 행렬이 선형 사상이라는 것을 알아야만 비로소 이것이 이해가 됩니다: T2는 그저 다른 기저 선택으로 다시 쓴 T1일 뿐입니다.




저는 정말로 그 반대 관점을 밀어붙이고 싶습니다. 선형대수학은 선형 사상에 관한 학문이지만, 숫자 배열에 관한 학문으로 가르쳐지며, 이 숫자들이 무엇을 의미하는지 아무도 알지 못합니다. 그리고 그럴 만한 이유가 있습니다: 그 숫자들은 무의미하기 때문입니다. 그것들은 행렬을 부호화하는 매우 편리한 방법일 뿐, 역사에서 사건의 날짜가 주된 연구 대상이 아니듯이 주된 연구 대상은 아닙니다.




또 다른 큰 단점은 사람들이 존재하는 유일한 (실수) 벡터 공간이 ℝ⊕n이라는 인상을 받게 된다는 것입니다. 비고 9.5.5에서 설명했듯이, 영혼 없는 로봇이라면 이런 방식으로 작업할 수는 있지만, 인간이 그렇게 하는 것은 매우 부자연스럽습니다.




제가 하버드 신입생 시절 Math 55a를 수강했을 때, 저는 정반대의 대우를 받았습니다: 우리는 행렬을 단 하나도 쓰지 않고 선형대수학 전체를 배웠습니다. 그 시간 내내 저는 상당히 혼란스러웠습니다. 기저가 뭐가 문제란 말입니까? 저는 나중에야 이 접근법이 이 주제를 다루는 도덕적으로 올바른 방식이었다는 것을 깨달았습니다: 그것은 무슨 일이 일어나고 있는지를 명확하게 해주었습니다.




Napkin 전체에 걸쳐, 저는 이 두 접근법 사이의 균형을 잡으려 노력했으며, 적절할 때는 행렬을 사용하여 사상을 예시하고 증명을 단순화하되, 궁극적으로는 정리와 정의를 도덕적으로 올바른 형태로 서술했습니다. 저는 이것이 ”옳은” 정의를 제공하면서도 소화할 수 있을 만큼 구체적이라는 이점을 모두 갖추기를 바랍니다. 하지만 기록을 위해 말씀드리자면, 고등학교식 접근법과 55a식 접근법 중 하나를 골라야 한다면, 저는 망설임 없이 55a를 고르겠습니다.







9.10 일반적인 가군에 관한 한마디


대표적인 예: ℤ[2]는 계수 2인 ℤ-가군입니다.




저는 이 장에서 단순함을 위해 주로 벡터 공간(즉 체 위의 가군)에 초점을 맞추었으므로, 마무리하기 전에 일반적인 가환환 R 위의 가군에 관해 몇 가지 언급을 하고 싶습니다.




먼저, 일반적인 가군에서는 ”펼침 집합” 대신 ”생성 집합”이라고 부른다는 점을 기억하십시오. 어쩔 수 없는 일입니다.




환에서의 주된 문제는 우리의 핵심 정리인 정리 9.4.5가 극적으로 실패한다는 것입니다. 예를 들어, ℤ를 그 자신 위의 ℤ-가군으로 생각해 봅시다. 그러면 {2}는 선형독립이지만 기저로 확장될 수 없습니다. 마찬가지로 {2,3}은 생성 집합이지만 기저로 줄일 수 없습니다. 차원을 정의하는 것이 왜 어려울지 알 수 있을 것입니다.




그럼에도 불구하고, 위의 정의들 중 몇 가지에 대한 유사한 개념은 여전히 존재합니다.





정의 9.10.1.


R-가군 M은 유한한 생성 집합을 가질 때  유한생성이라고 불립니다.








정의 9.10.2.


R-가군 M은 기저를 가질 때  자유롭다고 불립니다. 앞서 말했듯이 차원 정리의 유사한 결과가 성립하며, 우리는 기저의 크기를 나타내기 위해  계수라는 단어를 사용합니다. 앞에서와 마찬가지로, n이 계수일 때 동형사상 M≅R⊕n이 존재합니다.








예제 9.10.3 (ℤ-가군의 예시).


ℤ-가군




	
	ℤ[2]={a+b2∣a,b∈ℤ}
	





{1,2}을 기저로 가지므로, 이를 계수(rank) 2의 자유 ℤ-가군이라고 합니다.








표기의 남용 9.10.4 (군에 대한 표기법).


아벨 군은 ℤ-가군으로 볼 수 있다는 것을 기억하십시오 (사실 그 역도 성립합니다!). 그러므로 우리는 이러한 용어들을 아벨 군에도 적용할 수 있습니다 (그리고 실제로 그렇게 할 것입니다). 우리는 두 아벨 군 G와 H의 데카르트 곱을 나타내기 위해 G⊕H라는 표기법을 사용하여, G와 H가 아벨 군이라는 사실을 강조할 것입니다. 이는 우리가 대수적 수론과 호몰로지 군을 공부할 때 일어날 것입니다.










9.11 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


일반적인 힌트: 정리 9.7.6가 이러한 문제들 대부분에서 여러분의 가장 좋은 친구가 되어 줄 것입니다.





문제 9A.


V와 W를 0이 아닌 차원을 갖는 유한차원 벡터 공간이라 하고, 선형 사상 T:V→W를 생각합시다. 각 항목에 ”때때로”, ”항상”, ”결코 아님” 중 하나를 적어 다음 표를 완성하십시오.




	
	T 단사
	T가 전사
	T가 동형사상





	dimV>dimW인 경우…
	
	
	



	dimV=dimW인 경우…
	
	
	



	dimV<dimW인 경우…
	
	
	






힌트. 랭크-널리티 정리를 사용하십시오. 또한 영사상도 고려하십시오.




풀이.




	
	T 단사
	T가 전사
	T가 동형사상





	dimV>dimW인 경우…
	없음
	있음
	없음



	dimV=dimW인 경우…
	있음
	가능
	있음



	dimV<dimW인 경우…
	있음
	없음
	없음





각 ”결코 아님”은 랭크-널리티 정리에 의한 것입니다. 각 반례는 V의 모든 원소를 영으로 보내는 영사상으로 얻어지며, 이 사상은 확실히 단사도 전사도 아닙니다.










문제 9B (차원이 같은 벡터 공간은 대개 동형사상입니다).


dimV=dimW인 유한 차원 벡터 공간 V와 W가 있다고 합시다. 사상 T:V→W에 대해 다음이 동치임을 증명하십시오:


	•

T가 단사이다,




	•

T가 전사이다,




	•

T는 전단사입니다.







풀이. 이는 본질적으로 정리 9.7.6에 의해 따라옵니다.










문제 9C.


마방진을 모든 대각선, 열, 행의 합이 같은 3×3 실수 행렬이라고 합시다, 예를 들어 [816357492]. 덧셈에 대한 실수 벡터 공간으로서, 마방진들의 집합의 차원을 구하십시오.








문제 9D (5에 의한 곱셈).


V=ℚ[5]={a+b5}를 2차원 ℚ-벡터 공간이라 하고, 그 기저로 {1,5}를 고정합시다. 5에 의한 곱셈에 해당하는 유리수 계수의 2×2 행렬을 적으십시오.


힌트. a+b5↦5a+5b.




풀이. 1↦5이고 5↦5이므로, 그 행렬은 [0510].










문제 9E (다변수 라그랑주 보간법).


S⊂ℤ2을 n개의 격자점으로 이루어진 집합이라 합시다. 차수가 최대 2n이고 실수 계수를 갖는 영이 아닌 이변수 다항식 p가 존재하여, 모든 (x,y)∈S에 대해 p(x,y)=0이 성립함을 증명하십시오.








문제 9F (Putnam 2003).


다음을 만족하는 다항식 a(x), b(x), c(y), d(y)가 존재합니까?




	
	1+xy+(xy)2=a(x)c(y)+b(x)d(y)
	





항등적으로 성립합니까?


힌트. y=−1,0,1을 대입하십시오. ℝ[x]의 차원을 사용하십시오.










문제 9G (TSTST 2014).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

P(x)와 Q(x)를 실수 계수를 갖는 임의의 다항식이라 하고, d를 P(x)의 차수라고 합시다. P(x)가 영 다항식이 아니라고 가정합시다. 다음을 만족하는 다항식 A(x)와 B(x)가 존재함을 증명하십시오:


	(i)

A와 B 모두 차수가 최대 d/2이다,




	(ii)

A와 B 중 많아야 하나가 영 다항식이다,




	(iii)

P는 A+Q⋅B를 나눕니다.







힌트. 적절한 V, W에 대해 V⊕V→W로 해석하십시오.




풀이. V를 차수가 d/2 이하인 실계수 다항식들의 공간(차원은 1+⌊d/2⌋)이라 하고, W를 P를 법으로 한 실계수 다항식들의 공간(차원은 d)이라 합시다. 그러면 dim(V⊕V)>dimW입니다. 따라서 (A,B)↦A+Q⋅B로 정의되는 선형 사상 V⊕V→W는 (예를 들어 계수-퇴화차수 정리에 의해) 양의 차원을 가지는 핵을 갖습니다.










문제 9H (멱등원은 사영 사상입니다).


P:V→V가 선형 사상이라 하고, V는 벡터 공간(반드시 유한 차원일 필요는 없음)이라 합시다. P가  멱등이라고 가정합시다. 즉 각 v∈V에 대해 P(P(v))=P(v)이거나, 동등하게 P가 자신의 상 위에서 항등사상이라고 합시다. 다음을 증명하십시오.




	
	V=kerP⊕imP.
	





따라서 P를 부분공간 imP 위로의 사영으로 생각할 수 있습니다.








문제 9I.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

V가 유한 차원 벡터 공간이라 합시다. T:V→V가 선형 사상이라 하고, Tn:V→V는 T를 n번 적용한 것을 나타낸다고 합시다. 다음을 만족하는 정수 N이 존재함을 증명하십시오.




	
	V=kerTN⊕imTN.
	






힌트. 부분공간들의 다음 무한 사슬이라는 사실을 이용하십시오




	
	kerT⊆kerT2⊆kerT3⊆…
	





그리고 imT에 대한 유사한 사슬은 (차원상의 이유로) 결국 안정화되어야 합니다.




풀이. 다음을 고려하십시오




	
	{0}⊊kerT⊆kerT2⊆kerT3⊆…그리고V⊋imT⊇imT2⊇imT3⊇….
	





차원의 이유로, 이 부분공간들은 결국 안정화되어야 합니다: 어떤 큰 정수 N에 대해 kerTN=kerTN+1=…이고 imTN=imTN+1=imTN+2=…입니다. 이런 일이 일어나면, TN이 imTN의 자기동형사상이므로 kerTN⋂imTN={0}입니다. 한편, 계수-퇴화차수 정리에 의해 dimkerTN+dimimTN=dimV도 성립합니다. 따라서 차원의 이유로 V=kerTN⊕imTN입니다.













장 10 고유한 것들


이 장에서는 고윳값과 고유벡터의 이론, 이른바 ”조르당 표준형(Jordan canonical form)”을 전개합니다. (이후에는 이를 이용하여 특성다항식을 정의할 것입니다.)





10.1 관심을 가져야 하는 이유


정사각행렬 T는 사실상 V에서 V로 가는 선형 사상일 뿐입니다. 가장 단순한 형태의 선형 사상은 무엇일까요? 그것은 단순히 어떤 스칼라 λ를 곱하는 것으로, 이는 (어떤 기저에서든!) 다음과 같은 행렬을 갖습니다




	
	T=[λ0…00λ…0⋮⋮⋱⋮00…λ].
	





하지만 이는 어쩌면 지나치게 단순합니다. 만약 고정된 기저 e1,…,en가 있다면, 또 다른 매우 ”단순한” 연산은 각 기저 원소 ei를 λi로 스케일하는 것, 즉 다음과 같은 형태의  대각행렬(diagonal matrix)일 것입니다




	
	T=[λ10…00λ2…0⋮⋮⋱⋮00…λn].
	





이러한 사상은 더 일반적입니다. 실제로 예를 들어 T100을 순식간에 계산할 수 있습니다: 이 사상은 ei→λi100ei로 보냅니다. (임의의 n×n 행렬로 그렇게 해보십시오.)




물론 대부분의 선형 사상은 아마 그렇게 좋지 않을 것입니다. 정말 그럴까요?





예제 10.1.1 (운이 좋은 경우).


V를 e1과 e2를 기저 원소로 갖는 어떤 2차원 벡터 공간이라 합시다. e1↦2e1이고 e2↦e1+3e2인 사상 T:V→V를 생각해 봅시다. 이는 다음과 같이 구체적으로 쓸 수도 있습니다




	
	T=[2103]기저 e1, e2에서.
	





이는 다음과 같이 다시 쓸 수 있음을 깨닫기 전까지는 전혀 좋아 보이지 않습니다




	
	e1
	↦2e1
	





	
	e1+e2
	↦3(e1+e2).
	





이제 기저를 e1과 e1+e2로 바꾼다고 합시다. 그러면 새로운 기저에서는




	
	T=[2003]기저 e1, e1+e2에서.
	





이렇게 우리의 완전히 무작위로 보이던 사상이, 적절한 기저 변환 아래에서는 앞서 설명한 매우 좋은 사상들처럼 보입니다!







이 장에서 우리는 그러한 운을 만들어낼 것이며, 행렬에 대한 더 나은 이해가 이를 생각하는 올바른 방법을 준다는 것을 보게 될 것입니다.







10.2 가정에 관한 주의사항


이 장의 대부분의 정리는 다음의 경우에만 성립합니다


	•

유한 차원 벡터 공간 V에 대하여,




	•

대수적으로 닫힌 체 k 위에서.






반면 정의는 이러한 가정 없이도 잘 성립합니다.







10.3 고유벡터와 고윳값


k를 체라 하고 V를 그 위의 벡터 공간이라 합시다. 위의 예에서 우리는 V에 대해 매우 단순한 작용을 하는 두 개의 매우 좋은 벡터, e1과 e1+e2가 있음을 보았습니다. 당연히 이러한 벡터들에는 이름이 있습니다.





정의 10.3.1.


T:V→V이고 v∈V를 영이 아닌 벡터라 합시다. 어떤 λ∈k에 대해 T(v)=λv이면 (영일 수도 있지만, v≠0임을 기억하십시오) v를  고유벡터(eigenvector)라고 합니다. 값 λ는 T의  고윳값(eigenvalue)이라고 합니다.




때로는 ”v는 고윳값 λ를 갖는 고유벡터이다”를 간단히 ”v는 λ-고유벡터이다”로 줄여 쓸 것입니다.







물론, 어디에도 기저에 대한 언급은 없습니다.





예제 10.3.2 (고유벡터와 고윳값의 예).


T=[2103]을 사용한 앞의 예를 생각해 봅시다.


	(a)

e1과 e1+e2는 각각 2-고유벡터와 3-고유벡터임에 유의하십시오.




	(b)

물론 5e1 또한 2-고유벡터입니다.




	(c)

그리고 7e1+7e2 또한 3-고유벡터입니다.












그러므로 다음 관찰을 빠르게 확인할 수 있습니다.





질문 10.3.3.


λ-고유벡터들이 {0}과 함께 부분공간을 이룸을 보이십시오.








정의 10.3.4.


임의의 λ에 대해, λ- 고유공간을 λ-고유벡터들과 0을 함께 모은 집합으로 정의합니다.







이를 통해 “2는 T의 고윳값이며 그 고유공간은 e1이 생성하는 1차원 공간이다”라고 간결하게 서술할 수 있습니다.




안타깝게도, 고윳값이 항상 존재한다는 것은 정확히 참이 아닙니다.





예제 10.3.5 (고윳값은 존재하지 않을 수도 있습니다).


V=ℝ2이라 하고, T를 원점을 중심으로 벡터를 90∘ 회전시키는 사상이라 합시다. 그러면 자명한 경우인 v=0을 제외하면, 어떠한 v∈V에 대해서도 T(v)는 v의 배수가 아닙니다.







그러나 k를 대수적으로 닫힌 체로 바꾸면 이는 참입니다.111체가  대수적으로 닫혀 있다는 것은 그 체의 모든 다항식이 근을 가짐을 뜻하며, 그 대표적인 예가 ℂ입니다.





정리 10.3.6 (대수적으로 닫힌 체 위에서는 고윳값이 항상 존재합니다).


k가 대수적으로 닫힌 체라고 가정합시다. V를 유한 차원 k-벡터 공간이라고 합시다. 그러면 T:V→V가 선형 사상이면, 고윳값 λ∈k가 존재합니다.








증명.


([AXL97]에서 인용) 이 증명의 핵심 아이디어는 T에 대한 “다항식”을 고려하는 것입니다. 예를 들어 2T2−4T+5는 2T(T(v))−4T(v)+5v의 축약 표기입니다. 이런 식으로 “다항식” P(T)를 고려할 수 있으며, 이를 통해 “대수적으로 닫혀 있다”라는 조건을 결부시킬 수 있습니다. 이 다항식들은 다음과 같이 잘 작동합니다:






질문 10.3.7.


P(T)+Q(T)=(P+Q)(T)이고 P(T)∘Q(T)=(P⋅Q)(T)임을 보이십시오.







n=dimV<∞라 하고 임의의 0이 아닌 벡터 v∈V를 고정한 다음, 벡터 v, T(v), …, Tn(v)를 생각해 봅시다. 이들은 n+1개이므로 차원상의 이유로 선형독립일 수 없습니다. 따라서 v에 적용했을 때 P(T)가 0이 되는 0이 아닌 다항식 P가 존재합니다. 일반성을 잃지 않고 P가 모닉 다항식이라 하면, P(z)=(z−r1)…(z−rm)이라 할 수 있습니다. 그러면 다음을 얻습니다




	
	0=(T−r1id)∘(T−r2id)∘⋯∘(T−rmid)(v)
	





(id는 항등행렬입니다). 이는 T−riid 중 적어도 하나는 단사가 아니라는 것, 즉 자명하지 않은 핵을 가진다는 것을 의미하며, 이는 고유벡터를 가지는 것과 같습니다. ∎






그래서 일반적으로 우리는 대수적으로 닫힌 체를 고려하는 것을 선호합니다. 이는 큰 손실이 아닙니다: 예를 들어, 임의의 실행렬은 그 성분이 우연히 실수인 복소행렬로 해석할 수 있습니다.







10.4 조르당 형식


제가 어디로 향하는지 정확히 알 수 있도록, 여기 주요 정리를 소개합니다.





정의 10.4.1.


조르당 블록은 다음과 같은 형태의 n×n 행렬입니다.




	
	[λ100…000λ10…0000λ1…00000λ…00⋮⋮⋮⋮⋱⋮⋮0000…λ10000…0λ].
	





다시 말해, 대각선 위에는 λ가, 그 바로 위에는 1이 있습니다. n=1도 허용하므로, [λ]도 조르당 블록입니다.








정리 10.4.2 (조르당 표준형).


T:V→V가 대수적으로 닫힌 체 k 위의 유한 차원 벡터 공간들 사이의 선형 사상이라고 합시다. 그러면 V의 기저를 적절히 선택하여, 각 블록이 조르당 블록이 되도록 행렬 T가 “블록 대각”이 되게 할 수 있습니다.




이러한 행렬을  조르당 형식이라고 합니다. 이 형식은 블록들의 순서를 재배열하는 것을 제외하면 유일합니다.







예를 들어, 이는 행렬이 다음과 같은 모습이어야 함을 의미합니다:




	
	[λ110λ1λ2λ3100λ3100λ3⋱λm10λm]
	









질문 10.4.3.


각 블록이 1×1일 때가 대각행렬의 특수한 경우임을 확인하십시오.







이것은 무엇을 의미할까요? 기본적으로, 이는 우리의 꿈이 거의 실현되었음을 의미합니다. 여기서 일어나는 일은 V가 다음과 같은 직합으로 분해될 수 있다는 것입니다




	
	V=J1⊕J2⊕⋯⊕Jm
	





그리고 T는 이 부분공간들 각각에 독립적으로 작용합니다. 이 부분공간들은 위 행렬의 블록들에 대응됩니다. 가장 단순한 경우, dimJi=1이므로, Ji는 T(e)=λie를 만족하는 기저 원소 e를 가지게 됩니다. 다시 말해, 우리는 단순히 단순 고윳값을 가지는 것입니다. 하지만 때로는 상황이 그리 단순하지 않아서, 1보다 큰 크기의 블록을 가지게 되는데, 이는 대각선 바로 위에 1들이 나타나게 만듭니다.




1들을 어떻게 해석해야 하는지는, 제가 하강 계단이라는 단어를 만들 때 나중에 설명하겠습니다. 지금은 dimJi≥2이더라도, 우리는 여전히 고윳값 λi를 가지는 고유벡터인 기저 원소를 가진다는 점에 주목하십시오.





예제 10.4.4 (조르당 표준형의 구체적인 예시).


T:k6→k6이라 하고, T가 다음 행렬로 주어진다고 합시다




	
	T=[500000021000002000000700000030000003].
	





행렬을 읽으면, 우리는 모든 고유벡터와 고윳값을 계산할 수 있습니다. 임의의 상수 a,b∈k에 대해 우리는 다음을 가집니다




	
	T(a⋅e1)
	=5a⋅e1
	





	
	T(a⋅e2)
	=2a⋅e2
	





	
	T(a⋅e4)
	=7a⋅e4
	





	
	T(a⋅e5+b⋅e6)
	=3[a⋅e5+b⋅e6].
	





반면 원소 e3는 T(e3)=e2+2e3이므로 고유벡터가 아닙니다.










10.5 멱영 사상


잠시만 참아 주십시오. 먼저, 다음과 같이 정의합니다:





정의 10.5.1.


사상 T:V→V는, 어떤 정수 m에 대해 Tm이 영사상이면  멱영이라고 합니다. (여기서 Tm은 ”T를 m번 적용한 것”을 의미합니다.)







멱영 사상의 예시는 무엇일까요?





예제 10.5.2 (”하강 계단”).


V=k⊕3이 기저 e1, e2, e3을 가진다고 합시다. 그러면 다음을 보내는 사상 T는




	
	e3↦e2↦e1↦0
	





T(e1)=T2(e2)=T3(e3)=0이므로 멱영이며, 따라서 모든 v∈V에 대해 T3(v)=0입니다.







3×3 하강 계단은 다음과 같은 행렬 표현을 가집니다




	
	T=[010001000].
	





이것이 조르당 블록임을 알아차리실 것입니다.





연습문제 10.5.3.


위의 하강 계단이 0을 유일한 고윳값으로 가짐을 보이십시오.







이것은 꽤 좋은 예시입니다. 또 다른 예시로, 우리는 이러한 계단을 여러 개 가질 수 있습니다.





예제 10.5.4 (이중 계단).


V=k⊕5가 기저 e1, e2, e3, e4, e5를 가진다고 합시다. 그러면 다음 사상은




	
	e3↦e2↦e1↦0그리고e5↦e4↦0
	





멱영입니다.







강조를 위해 일부 0을 생략한 그림입니다.




	
	T=[0100010000100]
	





이것이 앞의 예와 실제로 그리 다르지 않다는 것을 알 수 있는데, 같은 아이디어가 여러 번 반복된 것에 불과합니다. 그리고 실제로 이제 우리는 모든 멱영 사상이 본질적으로 그러한 형태를 가진다고 주장합니다.





정리 10.5.5 (멱영 조르당).


V가 대수적으로 닫힌 체 k 위의 유한 차원 벡터 공간이라고 합시다. T:V→V가 멱영 사상이라고 합시다. 그러면 V=⨁i=1mVi로 쓸 수 있는데, 여기서 각 Vi는 어떤 vi∈Vi에 대해 vi, T(vi), …, TdimVi−1(vi) 형태의 기저를 가지며, TdimVi(vi)=0을 만족합니다.







따라서:


모든 멱영 사상은 독립적인 계단들로 볼 수 있습니다.



각 사슬 vi, T(vi), T(T(vi)), … 는 그저 하나의 계단일 뿐입니다. 증명은 나중에 제시하겠지만, 먼저 이것이 어디로 향하는지 짚어보겠습니다.




여기 핵심이 있습니다. 다시 이중 계단을 살펴봅시다. 이를 행렬로 나타내면, 예를 들어




	
	S=[0100010000100].
	





그러면 다음을 계산할 수 있습니다




	
	S+λid=[λ100λ100λλ10λ].
	





λ 조르당 블록들이 잔뜩 나옵니다! 이는 우리에게 나아갈 방향을 제시해 줍니다: V를 여러 부분공간으로 쪼개어 각 부분공간에서 T−λid가 멱영이 되도록 해야 합니다. 그러면 멱영 조르당 정리가 나머지를 마무리해 줄 것입니다.







10.6 멱영인 경우로의 환원



정의 10.6.1.


T:V→V라 합시다. 부분공간 W⊆V는 임의의 w∈W에 대해 T(w)∈W일 때 T- 불변이라고 부릅니다. 이렇게 하면 T는 사상 W→W로 생각할 수 있습니다.







이런 식으로, 조르당 표준형은 V를 불변 부분공간들로 분해한 것입니다.




이제 조금 편한 방법을 써서, 다음과 같이 정의하겠습니다:





정의 10.6.2.


사상 T:V→V는, W1과 W2가 모두 자명하지 않은 T-불변 공간인 V=W1⊕W2를 쓰는 것이 불가능할 때  분해 불가능하다고 부릅니다.







분해 가능한 사상의 그림:




	
	[W1000000W20000]
	





예상하시다시피, 공간을 ”분해 불가능한” 부분들로 쪼갤 수 있습니다.





명제 10.6.3 (불변 부분공간 분해).


V를 유한 차원 벡터 공간이라 합시다. 임의의 사상 T:V→V가 주어지면, 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	V=V1⊕V2⊕⋯⊕Vm
	





여기서 각 Vi는 T-불변이며, 임의의 i에 대해 사상 T:Vi→Vi는 분해 불가능합니다.







증명.


모든 정수가 소수의 곱이라는 증명과 같습니다. V가 분해 가능하지 않다면 증명이 끝납니다. 그렇지 않다면, 정의에 따라 V=W1⊕W2로 쓰고 W1과 W2 각각에 대해 반복합니다. ∎





놀랍게도, 이것만으로도 거의 끝난 셈입니다! 위와 같은 분해를 생각해 봅시다. 즉 T:V1→V1이 분해 불가능한 사상이라고 합시다. 그러면 T는 고윳값 λ1을 가지므로, S=T−λ1id라 하면 kerS≠{0}입니다.





질문 10.6.4.


V1이 또한 S-불변임을 보이십시오. 따라서 S:V1→V1을 고려할 수 있습니다.







문제 9I에 의해, 다음을 얻습니다




	
	V1=kerSN⊕imSN
	





어떤 N에 대해서 말입니다. 그런데 T가 분해 불가능하다고 가정했으므로, 이는 imSN={0}이고 kerSN=V1일 때만 일어날 수 있습니다(kerSN이 우리의 고유벡터를 포함하기 때문입니다). 따라서 S는 멱영이므로 계단들의 모임입니다. 사실, T가 분해 불가능하므로 계단은 오직 하나뿐입니다. 따라서 V1은 원하는 대로 조르당 블록입니다.







10.7 (선택 사항) 멱영 조르당 정리의 증명


증명은 그저 dimV에 대한 귀납법입니다. dimV≥1이라 가정하고, W=Timg(V)를 V의 상이라 합시다. T가 멱영이므로 W⊊V일 수밖에 없습니다. 더욱이, W={0}이면(즉 T가 영사상이면) 이미 증명이 끝납니다. 따라서 {0}⊊W⊊V라 가정합시다.




귀납 가정에 의해, W의 좋은 기저를 선택할 수 있습니다:




	
	ℬ′={
	T(v1),T(T(v1)),T(T(T(v1))),…
	





	
	
	T(v2),T(T(v2)),T(T(T(v2))),…
	





	
	
	…,
	





	
	
	T(vℓ),T(T(vℓ)),T(T(T(vℓ))),…}
	





어떤 T(vi)∈W에 대해서 말입니다(여기서 W의 각 원소가 그 자체로 어떤 v에 대해 T(v)의 형태라는 사실을 활용했습니다).




또한, ℬ′의 원소 중 정확히 ℓ개가 kerT에 속함을 주목하십시오(즉 ℓ개의 계단 각각의 마지막 원소입니다). 따라서 이를 확장하여 기저 vℓ+1,…,vm을 만들 수 있습니다(여기서 m=dimkerT입니다). (다시 말해, 각 계단의 마지막 원소와 새로 추가된 m−ℓ개의 원소가 kerT의 기저를 이룹니다.)




이제 다음을 고려합시다




	
	ℬ={
	v1,T(v1),T(T(v1)),T(T(T(v1))),…
	





	
	
	v2,T(v2),T(T(v2)),T(T(T(v2))),…
	





	
	
	…,
	





	
	
	vℓ,T(vℓ),T(T(vℓ)),T(T(T(vℓ))),…
	





	
	
	vℓ+1,vℓ+2,…,vm}.
	









질문 10.7.1.


원소가 정확히 ℓ+dimW+(dimkerT−ℓ)=dimV개 있음을 확인하십시오.








연습문제 10.7.2.


모든 원소가 선형독립임을 보이십시오. (귀류법으로 어떤 선형종속 관계가 있다고 가정한 다음, 양변에 T를 취하십시오.)







따라서 ℬ는 원하는 형태의 기저입니다.







10.8 대수적 중복도와 기하적 중복도


대표적인 예: 아래의 행렬 T.




이는 편리한 표기법입니다: 조르당 형식으로 된 행렬을 살펴봅시다




	
	T=[71079710071007].
	





여러 번 등장하는 고윳값 7에 주목합니다. 이는 분명히 ”중복”됩니다. 하지만 이것이 중복된다고 말할 수 있는 서로 다른 두 가지 의미가 있습니다.


	•

대수적: 대각선에 다섯 번 등장하므로 다섯 번 중복된다고 말할 수 있습니다.




	•

기하적: 실제로는 두 번만 등장한다고 말할 수 있습니다. 고윳값 7을 갖는 고유벡터는 e1과 e4 단 두 개뿐이기 때문입니다.




실제로 예를 들어 벡터 e2는 T(e2)=7e2+e1을 만족하므로 진정한 고유벡터가 아닙니다! 하지만 e2에 T−7id를 두 번 적용하면 정말로 영이 됩니다.










질문 10.8.1.


이 예제에서 e6에 T−7id를 몇 번 적용해야 영이 되겠습니까?







두 개념 모두 타당하므로 둘 다 이름을 붙이겠습니다. 일반성을 유지하기 위해 먼저 ”본질적인” 정의를 서술하겠습니다.





정의 10.8.2.


T:V→V를 선형 사상이라 하고 λ를 스칼라라 합시다.


	•

λ의  기하적 중복도는 λ-고유공간의 차원 dimVλ입니다.




	•

일반화된 고유공간 Vλ를 어떤 n≥1에 대해 (T−λid)n(v)=0을 만족하는 V의 부분공간으로 정의합니다. λ의  대수적 중복도는 차원 dimVλ입니다.






(사소한 경계 사례: λ가 애초에 고윳값이 아닌 경우 ”중복도 영”을 허용합니다.)







하지만 실제로는 그저 조르당 블록의 개수를 세면 됩니다.





예제 10.8.3 (조르당 형식을 통한 고유공간의 예).


앞서 언급한 행렬 T를 그대로 사용하고 λ=7이라 합시다.


	•

고유공간 Vλ는 기저 e1과 e4를 가지므로 기하적 중복도는 2입니다.




	•

일반화된 고유공간 Vλ는 기저 e1, e2, e4, e5, e6을 가지므로 대수적 중복도는 5입니다.












완전히 명시적으로 설명하자면, 실제로는 다음과 같이 생각하면 됩니다:





명제 10.8.4 (조르당 블록에 대한 기하적 중복도와 대수적 중복도).


T:V→V가 유한 차원 벡터공간 사이의 선형 사상이며 조르당 형식으로 쓰여 있다고 가정합시다. λ를 스칼라라 합시다. 그러면


	•

λ의 기하적 중복도는 고윳값 λ를 갖는 조르당 블록의 개수이며, 고유공간은 각 조르당 블록마다 하나씩의 기저 원소를 가집니다.




	•

λ의 대수적 중복도는 고윳값 λ를 갖는 조르당 블록들의 차원의 합이며, 고유공간은 그 블록들에 대응하는 부분공간들의 직합입니다.












증명.


정의 10.8.2는 본질적으로 이 명제를 기저 없이 다시 서술한 것으로 선택되었습니다. ∎






질문 10.8.5.


기하적 중복도가 항상 대수적 중복도 이하임을 보이십시오.







이는 실제로 잠정적인 정의를 제공합니다:


	•

대각합은 대수적 중복도를 고려하여 센 고윳값들의 합입니다.




	•

행렬식은 대수적 중복도를 고려하여 센 고윳값들의 곱입니다.






이 정의는 괜찮지만, 기저체가 대수적으로 닫혀 있어야 한다는 단점이 있습니다. 또한 계산상 다루기 가장 쉬운 정의도 아닙니다. 다음 두 장에서 더 나은 정의를 제공하겠습니다.







10.9 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 10A (대수적 중복도의 합).


2018차원 복소 벡터 공간 V와 사상 T:V→V가 주어졌을 때, T의 모든 고윳값의 대수적 중복도의 합은 얼마입니까?


풀이. 그것은 그냥 dimV=2018입니다. 결국 조르당 블록들의 차원을 더하는 것이기 때문입니다…










문제 10B (“대각화 가능”이라는 단어).


선형 사상 T:V→V (dimV가 유한한 경우)는, 각 ei가 고유벡터가 되는 기저 e1, …, en을 가질 때  대각화 가능하다고 합니다.


	(a)

“대각화 가능”이라는 이름을 설명하십시오.




	(b)

대수적으로 닫힌 체 위에서 작업한다고 합시다. 이때 T가 대각화 가능한 것은 임의의 λ에 대해 λ의 기하적 중복도가 λ의 대수적 중복도와 같은 것과 동치임을 보이십시오.







풀이. (a): T를 그러한 기저에서 행렬로 표현하면 대각행렬을 얻습니다. (b): 이는 단지 각 조르당 블록의 차원이 1이라는 것을 말하는 것이며, 이것이 우리가 원했던 바입니다. (여기서는 조르당 표준형의 유일성을 암묵적으로 사용하고 있습니다.)










문제 10C (뒤바꾸기).


V를 기저 e1과 e2를 갖는 ℂ-벡터 공간이라고 합시다. 사상 T:V→V는 T(e1)=e2이고 T(e2)=e1입니다. T의 고유공간을 구하십시오.


풀이. +1 고유공간은 e1+e2로 생성됩니다. −1 고유공간은 e1−e2로 생성됩니다.










문제 10D.


T:ℂ⊕2→ℂ⊕2가 T2011=id를 만족하는 ℂ-벡터 공간의 선형 사상이라고 합시다. T는 반드시 대각화 가능합니까?


힌트. 답은 그렇다는 것입니다. 사실, ℂ⊕2가 임의의 유한차원 ℂ-벡터 공간이어도 이 결과는 성립합니다.










문제 10E (다항식을 거꾸로 쓰기).


차수가 2 이하인 다항식들의 복소 벡터 공간 V를, 즉 V={ax2+bx+c∣a,b,c∈ℂ}를 정의합시다. T:V→V를 다음과 같이 정의합니다




	
	T(ax2+bx+c)=cx2+bx+a.
	





T의 고유공간을 구하십시오.


풀이. +1 고유공간은 1+x2과 x로 생성됩니다. −1 고유공간은 1−x2으로 생성됩니다.










문제 10F (다항식의 미분).


V=ℝ[x]를 실수 계수를 갖는 모든 다항식으로 이루어진 무한차원 실수 벡터 공간이라고 합시다. ddx:V→V가 선형 사상임에 유의하십시오 (예를 들어 x3을 3x2으로 보냅니다). 어떤 실수들이 이 사상의 고윳값입니까?


힌트. 0만이 그렇습니다. 차수를 살펴보십시오.




풀이. 상수 함수는 미분하면 0이 되며, 이들이 유일한 0-고유벡터입니다. 다른 고유벡터는 있을 수 없습니다. 왜냐하면 degp>0이면 degp′=degp−1이므로, p′이 p의 상수 실수배라면 반드시 p′=0이어야 하고, 따라서 p는 상수이기 때문입니다.










문제 10G (함수의 미분).


V를 무한히 미분 가능한 모든 함수 ℝ→ℝ로 이루어진 무한차원 실수 벡터 공간이라고 합시다. ddx:V→V가 선형 사상임에 유의하십시오 (예를 들어 cosx를 −sinx로 보냅니다). 어떤 실수들이 이 사상의 고윳값입니까?


힌트. 모두 다입니다!




풀이. ecx는 모든 c에 대한 c-고유벡터의 예시입니다. 미분방정식을 알고 있다면, 이것들이 모든 예시를 생성한다는 것을 알 수 있습니다!













장 11 쌍대 공간과 대각합


다음과 같은 행렬이 주어졌을 때




	
	[acbd]
	





대각합은 대각선을 따라 더한 값 a+d이고 행렬식은 ad−bc라는 것을 고등학교에서 배웠을 수도 있습니다. 하지만 우리는 행렬이 어떤 의미에서는 기저의 선택을 이용하여 선형 사상을 인코딩한 것에 불과하다는 것을 알고 있습니다. 그렇다면 이 임의로 보이는 공식들이 어째서 기저의 선택에 의존하지 않는 것일까요?




이 장에서는 T:V→V이고 dimV<∞일 때 TrT에 대한 본질적인 정의를 제시하고자 합니다. 이는 좌표에 무관한 정의를 제공할 것이며, 특히 대각합 a+d가 다른 기저를 취하더라도 변하지 않음을 함의할 것입니다.




그 과정에서 우리는 두 가지 새로운 구성을 도입할 것입니다. 하나는 두 공간의 일종의 곱으로, 차원이 dimV⋅dimW인 텐서곱 V⊗W이고, 다른 하나는 V→k인 선형 사상(k-벡터 공간)들의 집합인 쌍대 공간 V∨입니다. 나중에 벡터 공간 V에서 내적 공간으로 업그레이드할 때, 쌍대 공간 V∨가 행렬의 ”전치”에 대한 멋진 해석을 제공한다는 것을 보게 될 것입니다. 그중 일부는 여기서도 이미 엿볼 수 있습니다.




대각합은 유한 차원 벡터 공간에 대해서만 정의되므로, 원한다면 이 장에서는 관심을 유한 차원 벡터 공간으로 제한해도 됩니다. (반면 기저체가 대수적으로 닫혀 있을 필요는 없습니다.)




다음 장에서는 행렬식에 대해 같은 작업을 할 것입니다.





11.1 텐서곱


대표적인 예: ℝ[x]⊗ℝ[y]=ℝ[x,y].




V⊕W가 집합으로서는 V×W처럼 보이더라도 dim(V⊕W)=dimV+dimW라는 것을 우리는 알고 있습니다. 만약 차원의 곱셈이 성립하는 진짜 ”곱” 공간을 원한다면 어떻게 해야 할까요?




예를 들어, 제가 가장 좋아하는 실수 벡터 공간의 예를 꺼내보겠습니다. 즉




	
	V={ax2+bx+c∣a,b,c∈ℝ}.
	





여기 조금 더 작은 또 다른 공간이 있습니다.




	
	W={dy+e∣d,e∈ℝ}.
	





직합을 취한다면 원소들이 쌍 (ax2+bx+c,dy+e)로 생각될 수 있는, 다소 부자연스러운 5차원 벡터 공간을 얻게 될 것입니다. 하지만 만약 우리가 원소들이 V와 W의 다항식들의 곱인 벡터 공간을 원한다고 가정해봅시다. 이는 4x2y+5xy+y+3과 같은 원소들을 포함할 것입니다. 특히 그 기저는 다음과 같을 것입니다.




	
	{x2y,x2,xy,x,y,1}
	





따라서 6차원을 가질 것입니다.




이를 위해 우리는 텐서곱에 의지합니다. 이는 정확히 이 작업을 하지만, ”곱셈”이 무서운111정말로, ⊗는 수학자가 아닌 사람들에게는 무시무시하게 보이며, 심지어 많은 수학 학부생들에게도 그렇습니다. 기호 ⊗에 의해 이루어진다는 점만 다릅니다. 이를 두 벡터 공간 사이의 원소들을 분리하는 ”벽”이라고 생각하십시오. 예를 들어 위의 예시는 다음과 같이 쓸 수 있습니다.




	
	4x2⊗y+5x⊗y+1⊗y+3⊗1.
	





(이는 (4x2⊗y)+(5x⊗y)+…로 읽혀야 합니다. 덧셈은 ⊗ 뒤에 옵니다.) 물론 4x2⊗y를 쓰는 것과 x2⊗4y를 쓰는 것, 심지어 2x2⊗2y를 쓰는 것 사이에는 아무런 구별이 없어야 합니다. 우리는 x와 y를 분리된 상태로 유지하고 싶지만, 스칼라는 자유롭게 오갈 수 있어야 합니다.




물론 모든 것을 단항식만으로 표현할 필요는 없습니다. 우리는 자유롭게 다음과 같이 쓸 수 있습니다.




	
	(x+1)⊗(y+1).
	





원한다면 이를 다음과 같이 전개할 수 있습니다.




	
	x⊗y+1⊗y+x⊗1+1⊗1.
	





같은 것입니다. 요점은 우리가 두 다항식을 임의로 취해 인위적으로 ”텐서”할 수 있다는 것입니다.




텐서곱의 정의는 정확히 이 작업을 하며, 그 이상은 하지 않습니다.222단순화를 위해 저는 이를 벡터 공간에 대해서만 정의하겠습니다. 가환환 R 위의 가군에 대한 정의도 정확히 동일합니다.





정의 11.1.1.


V와 W를 같은 체 k 위의 벡터 공간이라고 합시다.  텐서곱 V⊗kW는 v⊗w 형태의 원소들로 생성되는 아벨 군으로, 다음 관계를 만족합니다.




	
	(v1+v2)⊗w
	=v1⊗w+v2⊗w
	





	
	v⊗(w1+w2)
	=v⊗w1+v⊗w2
	





	
	(c⋅v)⊗w
	=v⊗(c⋅w).
	





벡터 공간으로서 그 작용은 c⋅(v⊗w)=(c⋅v)⊗w=v⊗(c⋅w)로 주어집니다.







같은 아이디어를 표현하는 또 다른 방법이 있습니다. 우리는 v∈V이고 w∈W인 v⊗w 형태의 원소를  순수 텐서로 정의합니다. 하지만 우리는 ⊗ 벽이 다음과 같은 의미에서 ”투과성”을 갖도록 합니다.




	
	(c⋅v)⊗w=v⊗(c⋅w)=c⋅(v⊗w)
	





그리고 곱셈과 덧셈이 우리가 예상하는 대로 분배되도록 합니다. 그러면 V⊗W는 순수 텐서들의 합으로 이루어집니다.





예제 11.1.2 (텐서곱의 무한 차원 예시: 두 변수 다항식).


이 장과는 관련이 없지만, 이 정의는 무한 차원 벡터 공간에서도 똑같이 잘 작동합니다. 가장 좋은 예시는 아마 다음과 같을 것입니다.




	
	ℝ[x]⊗ℝℝ[y]=ℝ[x,y].
	





즉, x에 대한 다항식과 y에 대한 실수 다항식의 텐서곱은 결국 이변수 다항식 ℝ[x,y]가 됩니다.








비고 11.1.3 (순수 텐서의 합에 대한 주의).


V⊗kW의 원소들이 실제로는 이러한 순수 텐서들의 합이라는 것을 기억하십시오! 앞의 예시가 마음에 들었다면, 이 사실은 멋진 해석을 갖습니다 — ℝ[x,y]=ℝ[x]⊗ℝℝ[y]의 모든 다항식이 x에 대한 다항식과 y에 대한 다항식의 곱(즉 순수 텐서 f(x)⊗g(y))으로 인수분해되는 것은 아닙니다. 하지만 그것들은 모두 순수 텐서 xa⊗yb의 합으로 쓸 수 있습니다.







앞서 든 예시가 시사하듯이, V⊗kW의 기저는 말 그대로 V와 W의 기저의 ”곱”입니다. 특히 이는 dim(V⊗kW)=dimV⋅dimW이기를 바라는 우리의 바람을 충족시킵니다.





명제 11.1.4 (V⊗W의 기저).


V와 W를 유한 차원 k-벡터 공간이라 합시다. e1,…,em이 V의 기저이고 f1,…,fn이 W의 기저라면, V⊗kW의 기저는 정확히 ei⊗fj이며, 여기서 i=1,…,m이고 j=1,…,n입니다.







증명.


생략합니다. 적어도 이 기저가 생성 집합임을 확인하는 것은 쉽습니다. ∎






예제 11.1.5 (구체적인 계산).


V가 기저 e1, e2를 가지고 W가 기저 f1,f2를 가진다고 합시다. v=3e1+4e2∈V이고 w=5f1+6f2∈W라 합시다. V⊗kW에 대한 이 기저로 v⊗w를 써 봅시다:




	
	v⊗w
	=(3e1+4e2)⊗(5f1+6f2)
	





	
	
	=(3e1)⊗(5f1)+(4e2)⊗(5f1)+(3e1)⊗(6f2)+(4e2)⊗(6f2)
	





	
	
	=15(e1⊗f1)+20(e2⊗f1)+18(e1⊗f2)+24(e2⊗f2).
	





그러므로 우리가 단순한 직합보다 더 긴밀한 방식으로 정말 V×W에 관심이 있다면, 왜 텐서곱이 고려하기 좋은 ”곱”인지 알 수 있습니다.








표기의 남용 11.1.6.


앞으로는 k가 대개 명확하므로 ⊗k를 거의 항상 그냥 ⊗로 줄여 쓰겠습니다.








비고 11.1.7.


선형 사상 V⊗W→X를 정의하려면, 각 순수 텐서 v⊗w가 어떻게 되는지만 말하면 된다는 것에 주목하십시오. 순수 텐서들이 V⊗W를 생성하기 때문입니다. 하지만 다시 한번, V⊗W가 이러한 순수 텐서들의 합으로 이루어진다는 것을 명심하십시오! 다시 말해, V⊗W는 순수 텐서들에 의해 생성됩니다.








비고 11.1.8.


집합의 데카르트 곱 A×B와 매우 비슷하게, 같은 체 k 위의 임의의 두 벡터 공간 V와 W를 텐서로 묶을 수 있습니다. V와 W 사이의 관계는 전혀 상관이 없습니다. ⊗를 k의 스칼라는 통과시키지만 그 외에는 V와 W의 원소들을 분리된 채로 유지하는 일종의 ”벽”으로 생각할 수 있습니다. 따라서 ⊗는 내용에 무관합니다.




이는 또한 V와 W가 서로 어떤 관계를 가지고 있더라도 텐서곱이 이를 기억하지 못한다는 것을 의미합니다. 예를 들어 군 G×G에서 (g,1G)≠(1G,g)인 것과 마찬가지로 v⊗1≠1⊗v입니다.










11.2 쌍대 공간


대표적인 예: 열 행렬을 90도 회전시키십시오.




다음 벡터 공간을 생각해 봅시다:





예제 11.2.1 (ℝ3→ℝ로 가는 함수들).


실함수 f(x,y,z)들의 집합은 무한 차원 실수 벡터 공간입니다. 실제로 우리는 두 함수를 더하여 f+g를 얻을 수 있고, 2f와 같은 함수도 생각할 수 있습니다.







이는 무섭도록 큰 벡터 공간이지만, 몇 가지 합리적인 축소를 할 수 있습니다. 예를 들어, ℝ3에서 ℝ로 가는 선형 사상들에만 관심을 한정할 수 있습니다.




그것이 바로 우리가 지금 하려는 것입니다. 이 정의는 처음에는 이상하게 보일 수 있지만, 조금만 참아 주십시오.





정의 11.2.2.


V를 k-벡터 공간이라 합시다. 그러면 V의  쌍대 공간인 V∨는 V에서 k로 가는 선형 사상들을 원소로 갖는 벡터 공간으로 정의됩니다.







덧셈과 곱셈은 점별로 이루어집니다. 이는 cf+g를 c⋅f(x)+g(x)의 의미로 쓸 때 사용하는 것과 같은 표기법입니다. 쌍대 공간 자체는 생각하기가 그리 쉽지 않습니다.




V∨의 기저를 찾아봅시다. 먼저, 이 벡터 공간에 대한 매우 구체적인 해석을 살펴보겠습니다. 예를 들어 V=ℝ3이라고 합시다. V의 원소를 다음과 같이 열 행렬로 생각할 수 있습니다.




	
	v=[259]∈V.
	





그러면 선형 사상 f:V→k는 행 행렬로 해석할 수 있습니다:




	
	f=[345]∈V∨.
	





그러면




	
	f(v)=[345][259]=71.
	








더 정확히 말하면: 선형 사상 V→k를 지정하려면, V의 각 기저 원소가 어디로 가는지만 알려주면 됩니다. 위 예에서 f는 e1을 3으로, e2를 4로, e3를 5로 보냅니다. 그러므로 f는 다음과 같이 보냅니다:




	
	2e1+5e2+9e3↦2⋅3+5⋅4+9⋅5=71.
	








이 모든 것을 정확하게 만들어 봅시다.





명제 11.2.3 (V∨의 쌍대 기저).


V를 기저 e1,…,en을 갖는 유한 차원 벡터 공간이라 합시다. 각 i에 대해 다음과 같이 정의되는 함수 ei∨:V→k를 생각해 봅시다




	
	ei∨(ej)={1i=j0i≠j.
	





좀 더 직관적으로 말하면, ei∨(v)는 v에서 ei의 계수를 줍니다.




그러면 e1∨, e2∨, …, en∨는 V∨의 기저입니다.








예제 11.2.4 (V∨에 있는 원소의 구체적인 예).


이 표기법에서 f=3e1∨+4e2∨+5e3∨입니다. 여기서 ”합” 표기법이 예상대로 작동하는 이유를 알겠습니까? 실제로




	
	f(e1)
	=(3e1∨+4e2∨+5e3∨)(e1)
	





	
	
	=3e1∨(e1)+4e2∨(e1)+5e3∨(e1)
	





	
	
	=3⋅1+4⋅0+5⋅0=3.
	





이것이 바로 우리가 원했던 것입니다.







이 시점에서 ei↦ei∨로 주어지는 동형사상과 함께 V≅V∨라고 지적하고 싶어질 수 있습니다. 이것을 ”열 행렬을 90∘ 회전하는 것”이라고 부를 수도 있습니다.




이 진술은 기술적으로 참이지만, 추가 정보가 없는 일반적인 벡터 공간 V에 대해서는 이것을 그저 dimV=dimV∨라는 사실의 부산물로 생각할 수 있습니다(임의의 두 벡터 공간이 차원이 같으면 동형이기 때문입니다). 가장 중요한 점은, 위에서 주어진 동형사상이 어떤 기저를 선택했는지에 의존한다는 것입니다.





비고 (위에서 주어진 동형사상 V→V∨가 자연스럽지 않음을 보여주는 구체적인 예).


앨리스와 밥이 같은 2차원 실벡터 공간을 보고 있습니다




	
	V={(x,y,z)∣x+y+z=0}.
	





또한 구체성을 위해 v예시=(3,5,−8)을 V의 임의의 원소의 예로 둡시다.




앨리스가 V에 대해 다음 기저 벡터들을 선택한다고 합시다.




	
	e1
	=(1,0,−1)
	





	
	e2
	=(0,1,−1).
	





앨리스는 이를 사용하여 위에서 설명한 대로 동형사상 A:V→V∨를 구성하고, e1∨=A(e1)을 생각합니다. 원소 e1∨∈V∨는 함수 e1∨:V→ℝ이며, 이는 앨리스가 V의 임의의 벡터를 여기에 대입할 수 있음을 의미합니다. 예를 들어, v예시에 대해




	
	e1∨(v예시)=e1∨((3,5,−8))=e1∨(3e1+5e2)=3.
	





한편, 밥은 다음과 같이 다른 기저 벡터들을 선택합니다




	
	f1
	=(1,0,−1)
	





	
	f2
	=(1,−1,0).
	





이는 밥에게 동형사상 B:V→V∨와 그에 대응하는 f1∨=B(f1)을 줍니다. 밥도 이것을 어디서든 계산할 수 있습니다. 예를 들면




	
	f1∨(v예시)=f1∨((3,5,−8))=f1∨(8f1−5f2)=8.
	








따라서 e1∨=A((1,0,−1))와 f1∨=B((1,0,−1))는 V∨의 서로 다른 원소입니다. 다시 말해, 앨리스와 밥은 서로 다른 기저를 선택했기 때문에 서로 다른 동형사상을 얻은 것입니다.










11.3 V∨⊗W는 V에서 W로 가는 행렬들을 줍니다


이 절의 목표:


V와 W가 유한 차원 k-벡터 공간이면, V∨⊗W는 선형 사상 V→W를 나타냅니다.






직관은 다음과 같습니다. V가 3차원이고 W가 5차원이라면, 사상 V→W를 5×3 크기의 숫자 배열로 생각할 수 있습니다. 우리는 이 사상들을 벡터 공간으로 생각하고 싶습니다(행렬을 더하거나 스칼라배할 수 있기 때문입니다). 그러므로 이것은 차원이 15인 벡터 공간이어야 하겠지만, 그냥 ”k⊕15”라고 말하는 것은 그다지 만족스럽지 않습니다(기저가 무엇입니까?).




더 잘하기 위해, 텐서곱을 생각해 봅시다




	
	V∨⊗W
	





이는 어떻게 보면 V에서 나가는 사상들과 목표 공간 W의 곱입니다. 우리는 이것이 실제로 우리가 원하는 공간이라고 주장합니다. 즉, V∨⊗W의 원소들과 V에서 W로 가는 선형 사상들 사이에는 자연스러운 전단사가 존재합니다.




먼저, V∨⊗W의 원소를 사상 V→W로 어떻게 해석할까요? 구체성을 위해 V가 기저 e1, e2, e3을 갖고, W가 기저 f1, f2, f3, f4, f5를 갖는다고 합시다. V∨⊗W의 원소를 생각해 봅시다, 예를 들면




	
	e1∨⊗(f2+2f4)+4e2∨⊗f5.
	





우리는 이 원소를 함수 V→W로 해석하고 싶습니다. 즉, v∈V가 주어지면 W의 원소를 출력하고 싶습니다. 이를 하는 방법은 사실 하나뿐입니다. v∈V를 왼쪽에 있는 V∨들에 대입하는 것입니다. 즉, 다음 사상을 취합니다




	
	v↦e1∨(v)⋅(f2+2f4)+4e2∨(v)⋅f5∈W.
	





그러므로, 임의의 원소 ξ1⊗w1+⋯+ξm⊗wm∈V∨⊗W를 선형 사상 V→W로 해석하는 자연스러운 방법이 있습니다. 주장은 사실 모든 선형 사상 V→W가 이러한 해석을 갖는다는 것입니다.




먼저, 표기의 편의를 위해,





정의 11.3.1.


Hom(V,W)가 V에서 W로의 선형 사상들의 집합(이는 V를 W로 보내는 행렬들로 해석할 수 있습니다)을 나타내며, k 위의 벡터 공간으로 간주된다고 합시다. (“Hom”은 준동형사상을 뜻합니다.)








질문 11.3.2.


Hom(V,k)를 이름으로 식별하십시오.







이제 좀 더 일반적으로 성립하는 것을 적어볼 수 있습니다.





정리 11.3.3 (V∨⊗W ⇔ 선형 사상 V→W).


V와 W를 유한 차원 벡터 공간이라고 합시다. 우리는 다음과 같은 사상을 기술했습니다




	
	Ψ:V∨⊗W→Hom(V,W)
	





ξ1⊗w1+⋯+ξm⊗wm을 다음 선형 사상으로 보냄으로써




	
	v↦ξ1(v)w1+⋯+ξm(v)wm.
	





그러면 Ψ는 벡터 공간의 동형사상입니다, 즉 모든 선형 사상 V→W는 이러한 방식으로 V∨⊗W의 원소로서 유일하게 표현될 수 있습니다.







위 내용은 다소 난해할 수 있으므로, 구체적인 예시를 살펴보겠습니다.





예제 11.3.4 (구체적인 예시).


V=ℝ2라 하고 V의 기저 e1, e2를 취합시다. 그러면 T:V→V를 다음과 같이 정의합니다




	
	T=[1234].
	





그러면 다음을 얻습니다




	
	Ψ(e1∨⊗e1+2e2∨⊗e1+3e1∨⊗e2+4e2∨⊗e2)=T.
	





아름다운 점은 Ψ의 정의가 기저에 무관하다는 것입니다. 따라서 기저를 바꾸더라도, 위 표현은 완전히 다르게 보이겠지만, V∨⊗V 안의 실제 원소는 변하지 않습니다.







그럼에도 불구하고, 증명을 위해서는 좌표를 사용하는 즐거움을 누려보겠습니다.




정리 11.3.3의 증명.


위협적으로 보이지만, 사실은 어렵지 않습니다. 두 단계로 진행합니다:


	1.

먼저, Ψ가 전사임을 확인합니다. 즉 모든 선형 사상은 V∨⊗W에서 적어도 하나의 표현을 갖습니다. 이를 보이기 위해, 임의의 T:V→W를 취합니다. V가 기저 e1, e2, e3를 가지고 T(e1)=w1, T(e2)=w2, T(e3)=w3라고 합시다. 그러면 다음 원소가




	
	e1∨⊗w1+e2∨⊗w2+e3∨⊗w3
	





작동합니다, 왜냐하면 이는 기저 원소 ei에서 T와 일치하도록 고안되었기 때문입니다.




	2.

따라서 이제 dimV∨⊗W=dimHom(V,W)임을 확인하는 것으로 충분합니다. 분명히, V∨⊗W는 차원 dimV⋅dimW를 갖습니다. 그러나 Hom(V,W)를 dimV⋅dimW 행렬로 봄으로써, 이 또한 차원 dimV⋅dimW를 가짐을 알 수 있습니다. ∎










그러므로 자연스러운 동형사상 V∨⊗W≅Hom(V,W)가 존재합니다. 비록 그것이 작동한다는 증명에서 기저를 자유롭게 사용하긴 했지만, 이는 이 동형사상이 “신께서 주신 것”이며, 오직 V와 W 자체의 본질에만 의존하고 벡터 공간을 표현하기 위해 어떤 기저를 선택하는지에는 의존하지 않는다는 사실을 바꾸지 않습니다.







11.4 대각합


이제 대각합의 정의를 내릴 준비가 되었습니다. 정사각 행렬 T는 사상 T:V→V로 생각할 수 있음을 상기하십시오. 위 정리에 따르면,




	
	Hom(V,V)≅V∨⊗V
	





그러므로 모든 사상 V→V는 V∨⊗V의 원소로 생각할 수 있습니다. 그러나 우리는 각 순수 텐서를 “붕괴”시켜 평가 사상 ev:V∨⊗V→k를 정의할 수도 있습니다: f⊗v↦f(v). 이는 우리에게 합성 사상을 제공합니다

Hom(V,V)V∨⊗Vk.≅ev
이 결과를 행렬 T의  대각합이라고 부릅니다.





예제 11.4.1 (대각합의 예시).


앞의 예시를 계속하면,




	
	TrT=e1∨(e1)+2e2∨(e1)+3e1∨(e2)+4e2∨(e2)=1+0+0+4=5.
	





그리고 이것이 대각합이 대각 성분들의 합인 이유입니다.










11.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 11A (대각합은 고윳값들의 합).


V를 대수적으로 닫힌 체 k 위의 n차원 벡터 공간이라 합시다. T:V→V를 고윳값 λ1, λ2, …, λn을 갖는 (대수적 중복도를 세어) 선형 사상이라 합시다. TrT=λ1+⋯+λn임을 보이십시오.


힌트. T를 고유기저로 나타내면 따라옵니다: 그러면 대각 성분들이 고윳값들이 됩니다.




풀이. 우리는 이미 어떤 기저에서든 대각합이 항상 고윳값들의 합임을 보았습니다. 특히, 앞 장에서의 조르당 표준형 기저를 선택하면, 조르당 표준형이 그 대각 성분으로 고윳값들을 가지므로 결과가 성립합니다.










문제 11B (대각합의 곱).


T:V→V와 S:W→W를 유한 차원 벡터 공간 V와 W의 선형 사상이라 합시다. T⊗S:V⊗W→V⊗W를 v⊗w↦T(v)⊗S(w)로 정의합시다. 다음을 증명하십시오.




	
	Tr(T⊗S)=Tr(T)Tr(S).
	






힌트. 이번에도 그냥 기저를 잡으면 됩니다.










문제 11C (대각합은 어느 정도 교환됩니다).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

T:V→W와 S:W→V를 유한 차원 벡터 공간 V와 W 사이의 선형 사상이라 합시다. 다음을 보이십시오.




	
	Tr(T∘S)=Tr(S∘T).
	






힌트. 한 가지 방법은 그냥 기저를 잡는 것입니다. 그렇지 않다면, T⊗S↦Tr(T∘S)를 선형 사상 (V∨⊗W)⊗(W∨⊗V)→k로 해석하고, 이것이 교환적임을 확인하십시오.




풀이. 좌표를 이용한 계산을 제시할 수도 있지만, 우리는 대신 더 깔끔한 증명을 제시하고자 합니다. 이는 다음 도식을 그리는 것과 같습니다.

(W∨⊗V)⊗(V∨⊗W)(V∨⊗W)⊗(W∨⊗V)Hom(W,W)W∨⊗WV∨⊗VHom(V,V)kkcomposecomposeTrevevTr

순수 텐서 ξW⊗v⊗ξV⊗w에서 확인함으로써 가운데 사각형이 가환함을 쉽게 확인할 수 있습니다. 따라서 바깥쪽 육각형이 가환하며 이것으로 증명이 끝납니다. 이는 사실 기저를 이용한 증명과 동일한데, 결국 어딘가에 1이 있고 나머지는 0인 행렬에 대해 주장이 성립함을 확인한 다음 선형성으로 확장하는 것에 해당합니다.










문제 11D (Putnam 1988).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

V를 n차원 벡터 공간이라 합시다. T:V→V를 선형 사상이라 하고, n+1개의 고유벡터가 존재하며 그중 임의의 n개가 선형독립이라고 가정합시다. 그러면 T가 항등원의 스칼라배임이 따라 나옵니까?


힌트. T의 대각합을 살펴보십시오.




풀이. https://mks.mff.cuni.cz/kalva/putnam/psoln/psol886.html를 참조하십시오.













장 12 행렬식


이 장의 목표는 행렬식의 기저 독립적인 정의를 제시하는 것입니다. 즉, T:V→V에 대해 T의 인코딩을 참조하지 않고 detT를 정의할 것입니다. 이를 통해 행렬의 행렬식이 기저 선택에 의존하지 않는다는 것과, 몇몇 성질(예를 들어 행렬식이 곱셈적이라는 것)이 공허하게 참이라는 것이 명백해질 것입니다.




행렬식은 유한 차원 벡터 공간에 대해서만 정의되므로, 원한다면 이 장에서는 유한 차원 벡터 공간으로 관심을 국한해도 좋습니다. 반면 바탕체가 대수적으로 닫혀 있을 필요는 없습니다.





12.1 쐐기곱


대표적인 예: ⋀2(ℝ2)는 평행사변형을 줍니다.




이제 쐐기곱이라 불리는 것을 정의하려고 합니다. 처음에는 텐서곱 V⊗V처럼 보이겠지만, 여기에 관계 하나가 추가로 있을 것입니다.




간단히 하기 위해, 먼저 쐐기곱 ⋀2(V)를 정의하겠습니다. 하지만 나중에 2를 임의의 n으로 대체할 것입니다.





정의 12.1.1.


V를 k-벡터 공간이라 합시다. 2-쐐기곱 ⋀2(V)는 v∧w (v,w∈V) 형태의 원소들로 생성되는 아벨 군이며, 동일한 관계들을 만족합니다




	
	(v1+v2)∧w
	=v1∧w+v2∧w
	





	
	v∧(w1+w2)
	=v∧w1+v∧w2
	





	
	(c⋅v)∧w
	=v∧(c⋅w)
	





여기에 두 가지 추가 관계가 더해집니다:




	
	v∧v=0그리고v∧w=−w∧v.
	





벡터 공간으로서, 그 작용은 c⋅(v∧w)=(c⋅v)∧w=v∧(c⋅w)로 주어집니다.








연습문제 12.1.2.


조건 v∧w=−(w∧v)가 사실은 불필요함을 보이십시오: 이는 v∧v=0이라는 사실로부터 유도할 수 있습니다. (힌트: (v+w)∧(v+w)=0을 전개해 보십시오.)







이는 텐서곱의 정의와 거의 똑같아 보이지만, 두 가지 미묘한 차이가 있습니다. 첫째는 이제 텐서곱에서처럼 V와 W가 아니라 V 하나만 있다는 것입니다.111그러니 어쩌면 쐐기곱은 ”쐐기 거듭제곱”이라고 부르는 것이 더 정확할지도 모릅니다! 둘째로, 새로운 수수께끼 같은 관계가 있습니다




	
	v∧v=0⟹v∧w=−(w∧v).
	





저게 왜 저기 있는 걸까요? 좀 이상해 보입니다.




힌트를 하나 드리겠습니다.





예제 12.1.3 (쐐기곱의 명시적 계산).


V=ℝ2이고, v=ae1+be2, w=ce1+de2라고 합시다. 이제 ⋀2(V)에서 v∧w를 계산해 봅시다.




	
	v∧w
	=(ae1+be2)∧(ce1+de2)
	





	
	
	=ac(e1∧e1)+bd(e2∧e2)+ad(e1∧e2)+bc(e2∧e1)
	





	
	
	=ad(e1∧e2)+bc(e2∧e1)
	





	
	
	=(ad−bc)(e1∧e2).
	











ad−bc는 무엇일까요? 이미 알아보셨을지도 모릅니다:


	•

v와 w로 이루어진 평행사변형의 넓이가 ad−bc라는 것을 알고 있을 것입니다.




	•

이것이 [acbd]의 행렬식이라는 것을 알아볼 수도 있습니다. 실제로, 행렬식이 초부피(hypervolume)를 해석하기 위한 것임을 이미 알고 있을 수도 있습니다.









[image: 도표]



이는 결코 우연이 아닙니다. 쐐기곱(wedge product)은 부호 있는 넓이를 해석하도록 설계되어 있습니다. 즉, v∧w는 v와 w로 이루어진 평행사변형의 넓이를 해석하기 위한 것입니다. 이제 (cv)∧w=v∧(cw)라는 조건이 왜 타당한지 알 수 있을 것입니다. 그리고 이제 물론 v∧v가 왜 0이 되어야 하는지도 알 수 있습니다: 그것은 넓이가 0인 평행사변형이기 때문입니다!




쐐기곱의 기적은 텐서곱 공리에 추가로 필요한 조건이 오직 v∧v=0뿐이라는 것입니다. 그러면 갑자기 쐐기가 부피를 해석하는 우리의 모든 작업을 대신 해줄 것입니다.





비고 (수학에서의 정의에 관한 부수적 여담).


이 ”성질 기반” 철학은 현대 수학에서 흔한 상투 수법입니다. 정의하고자 하는 대상에 대한 어떤 직관을 가지고 있고, 그로부터 ”따라와야 할” 것 같은 성질들의 희망 목록을 적어 봅니다. 그런데 그 성질들만으로 다루기에 충분하다는 것이 밝혀지면, 정의를 위해서는 그저 희망 목록의 모든 성질을 만족하는 추상적 대상을 정의하기만 하면 됩니다. 그 이후로 직관은 어떤 ”공식적인” 역할도 하지 않으며, 그저 희망 목록에 대한 응원 삼아 동기를 부여하는 역할만 할 뿐입니다.




쐐기곱의 경우, 희망 목록에는 단 하나의 성질 v∧v=0만 있습니다.







앞서와 유사하게:





명제 12.1.4 (⋀2(V)의 기저).


V를 기저 e1, …, en을 갖는 벡터 공간이라고 합시다. 그러면 ⋀2(V)의 기저는 다음과 같습니다.




	
	ei∧ej
	





여기서 i<j입니다. 따라서 ⋀2(V)는 차원 (n2)를 가집니다.







증명.


놀랍도록 다루기 까다로우며, 이 역시 생략합니다. (텐서곱에 대한 해당 정리로부터 유도할 수 있습니다.) ∎





이제 다차원 쐐기곱을 정의할 용기가 생겼습니다. 이것은 쐐기가 더 많아진 것일 뿐, 동일한 것입니다.





정의 12.1.5.


V를 벡터 공간, m을 양의 정수라고 합시다. 공간 ⋀m(V)는 다음 형태의 쐐기들로 생성됩니다.




	
	v1∧v2∧⋯∧vm
	





다음 관계를 조건으로 합니다.




	
	⋯∧(v1+v2)∧…
	=(⋯∧v1∧…)+(⋯∧v2∧…)
	





	
	⋯∧(cv1)∧v2∧…
	=⋯∧v1∧(cv2)∧…
	





	
	⋯∧v∧v∧…
	=0
	





	
	⋯∧v∧w∧…
	=−(⋯∧w∧v∧…)
	





벡터 공간으로서




	
	c⋅(v1∧v2∧⋯∧vm)=(cv1)∧v2∧⋯∧vm=v1∧(cv2)∧⋯∧vm=….
	











이 정의는 상당히 장황하지만, 세 가지 조건을 말로 풀면 다음과 같습니다.


	•

이전처럼 곱을 더할 수 있어야 합니다.




	•

(”벡터 공간” 작용에서 직접 지적되었듯이) m개의 성분 중 아무 곳에나 상수를 넣을 수 있으며, 그리고




	•

임의의 두 인접한 쐐기를 바꾸면 쐐기 전체의 부호가 바뀝니다.






따라서 이것은 ⋀2(V)의 자연스러운 일반화입니다. 다음 형태의 임의의 원소는




	
	⋯∧v∧⋯∧v∧…
	





여전히 0이어야 함을 스스로 확인할 수 있습니다.




앞서 e1∧e2가 기저였던 것처럼, 일반적인 m과 n에 대해서도 기저를 찾을 수 있습니다.





명제 12.1.6 (쐐기곱의 기저).


V를 기저 e1,…,en을 갖는 벡터 공간이라고 합시다. ⋀m(V)의 기저는 다음 원소들로 구성됩니다.




	
	ei1∧ei2∧⋯∧eim
	





여기서




	
	1≤i1<i2<⋯<im≤n.
	





따라서 ⋀m(V)는 차원 (nm)을 가집니다.







증명 개요.


우리는 앞서 ei1⊗⋯⊗eim이 텐서곱의 기저임을 알고 있었습니다. 여기서는 다음의 추가적인 성질이 있습니다: (a) 만약 두 기저 원소가 다시 나타나면 전체가 0이 되므로, i들이 모두 서로 다르다고 가정해야 합니다. 그리고 (b) 원소들의 순서를 바꿀 수 있으므로, 임의로 기저 원소들을 증가하는 순서로 배치하기로 정합니다. ∎








12.2 행렬식


대표적인 예: (ae1+be2)∧(ce1+de2)=(ad−bc)(e1∧e2).




이제 행렬식을 정의할 준비가 되었습니다. T:V→V가 정방행렬이라고 합시다. 쐐기들에 대해 다음과 같이 주어지는 사상 ⋀m(V)→⋀m(V)가




	
	v1∧v2∧⋯∧vm↦T(v1)∧T(v2)∧⋯∧T(vm).
	





⋀m(V) 전체로 선형적으로 확장할 때 잘 정의된 선형 사상임을 주장합니다. (여기서 ”잘 정의됨”이란 정의역의 동치인 원소들이 공역의 동치인 원소들로 대응됨을 의미합니다. 이는 선형성과 함께 T가 선형 사상이라는 사실로부터 따라 나옵니다.) 이 사상을 ⋀m(T)라고 부릅니다.





예제 12.2.1 (⋀m(T)의 예).


표준 기저 e1, e2, e3, e4를 갖는 V=ℝ4에서, T(e1)=e2, T(e2)=2e3, T(e3)=e3, T(e4)=2e2+e3라고 합시다. 그러면 예를 들어 ⋀2(T)는 다음을 보냅니다.




	
	(e1∧e2)+(e3∧e4)
	↦T(e1)∧T(e2)+T(e3)∧T(e4)
	





	
	
	=e2∧2e3+e3∧(2e2+e3)
	





	
	
	=2(e2∧e3+e3∧e2)
	





	
	
	=0.
	











이제 흥미로운 사실이 하나 있습니다. V의 차원이 n이고, m=n이라고 합시다. 그러면 ⋀n(V)는 차원 (nn)=1을 가집니다 — 즉 1차원 공간입니다! 따라서 ⋀n(V)≅k입니다.




따라서 ⋀n(T)는 k에서 k로 가는 선형 사상으로 생각할 수 있습니다. 그런데 k에서 k로 가는 선형 사상은 단순히 상수 곱셈이라는 것을 우리는 알고 있습니다. 따라서 ⋀n(T)는 어떤 상수의 곱셈입니다.





정의 12.2.2.


V가 n차원 벡터 공간일 때, T:V→V라 합시다. 그러면 ⋀n(T)는 상수 c의 곱셈이며, 이 c=detT를 T의  행렬식으로 정의합니다.








예제 12.2.3 (2×2 행렬의 행렬식).


다시 V=ℝ2이고 기저가 e1과 e2라고 합시다. 다음과 같다고 합시다




	
	T=[acbd].
	





다시 말해, T(e1)=ae1+be2이고 T(e2)=ce1+de2입니다.




이제 ⋀2(V)를 생각해 봅시다. 이는 기저 e1∧e2를 가집니다. 이제 ⋀2(T)는 이것을 다음으로 보냅니다




	
	e1∧e2↦⋀2(T)T(e1)∧T(e2)=(ae1+be2)∧(ce1+de2)=(ad−bc)(e1∧e2).
	





따라서 ⋀2(T):⋀2(V)→⋀2(V)는 detT=ad−bc의 곱셈인데, 이는 e1∧e2를 (ad−bc)(e1∧e2)로 보내기 때문입니다.







그리고 이것이 바로 행렬식의 정의입니다. 다시 한번 말하지만, 이를 ⋀n(T)의 관점에서 정의했으므로, 이 정의는 기저의 선택과 완전히 무관합니다. 다시 말해, 행렬식은 행렬을 전혀 참조하지 않고 T:V→V만으로 정의할 수 있습니다.





질문 12.2.4.


왜 ⋀n(S∘T)=⋀n(S)∘⋀n(T)가 성립합니까?







이런 방식으로 우리는




	
	det(S∘T)=det(S)det(T)
	





도 공짜로 얻습니다.




더 일반적으로 2를 n으로 바꾸고, 다음을 전개한 결과를 써보면




	
	(a11e1+a21e2+⋯)∧⋯∧(a1ne1+a2ne2+⋯+annen)
	





다음 공식을 얻게 됩니다.




	
	det(A)=∑σ∈Snsgn(σ)a1,σ(1)a2,σ(2)…an,σ(n)
	





이는 행렬식에 대한  라이프니츠 공식이라 불립니다. 미국 고등학생이라면 이를 알아볼 텐데, (안타깝게도) 이것이 웨지곱을 이용한 더 나은 정의의 따름정리가 아니라 행렬식의 정의 자체로 가르쳐지고 있습니다.





연습문제 12.2.5.


웨지곱을 전개하면 n=3에 대한 라이프니츠 공식이 나옴을 확인하십시오.










12.3 특성다항식과 케일리-해밀턴


고윳값 이론과 연결해 봅시다. V가 대수적으로 닫힌 체 위에서 n차원일 때, 사상 T:V→V를 생각하고, 그 고윳값을 λ1, λ2, …, λn이라 합시다(중복 포함). 그러면  특성다항식은 다음과 같이 주어집니다.




	
	pT(X)=(X−λ1)(X−λ2)…(X−λn).
	





T를 조르당 표준형으로 썼다면, 즉




	
	T=[λ1∗0…00λ2∗…000λ3…0⋮⋮⋮⋱⋮000…λn]
	





(여기서 각 ∗는 0 또는 1입니다) 다음과 같이 정의를 짜맞출 수 있습니다.




	
	pT(X)≔det(X⋅idn−T)=det[X−λ1∗0…00X−λ2∗…000X−λ3…0⋮⋮⋮⋱⋮000…X−λn].
	





후자의 정의는 대부분의 선형대수학 책에서 볼 수 있는 것인데, 이는 ”고윳값”이라는 단어를 언급하지 않고(즉, 전적으로 숫자 배열의 관점에서) 특성다항식을 정의할 수 있게 해주기 때문입니다. 어떤 행렬이 주어지든 특성다항식을 쉽게 계산할 수 있고 따라서 고윳값도 쉽게 계산할 수 있다는 점에서 이러한 정의가 장점을 가진다는 것은 인정합니다. 하지만 저는 여전히 정의는 애초에 고윳값의 관점에서 이루어져야 한다고 생각합니다. 예를 들어 행렬식을 이용한 정의는 다음 정리를 모호하게 만드는데, 사실 이 정리는 완전히 자명한 것입니다.





정리 12.3.1 (케일리-해밀턴).


T:V→V가 대수적으로 닫힌 체 위의 유한 차원 벡터 공간들 사이의 사상이라 합시다. 그러면 사상 pT(T)는 영사상입니다.







여기서 pT(T)란, 만약




	
	pT(X)=Xn+cn−1Xn−1+⋯+c0
	





라면




	
	pT(T)=Tn+cn−1Tn−1+⋯+c1T+c0I
	





가 영사상임을 의미하며, 여기서 Tk는 T를 k번 적용한 것을 나타냅니다. 우리는 T가 적어도 하나의 영이 아닌 고유벡터를 가짐을 증명할 때 이미 이 개념을 본 적이 있습니다.





예제 12.3.2 (행렬식 정의를 이용한 케일리-해밀턴 정리의 예).


T=[1234]라고 합시다. 특성다항식의 행렬식 정의를 이용하면, pT(X)=(X−1)(X−4)−(−2)(−3)=X2−5X−2임을 알 수 있습니다. 실제로 다음을 확인할 수 있습니다




	
	T2−5T−2=[7101522]−5⋅[1234]−2⋅[1001]=[0000].
	











만약 고윳값이라는 단어 없이 pT를 정의하고, 행렬을 숫자들의 배열로 보는 사악한 관점을 취한다면, 이것은 완전한 기적처럼 보일 것입니다. (실제로 위키백과에 있는 끔찍한 증명들을 보십시오.)




하지만 T를 선형 사상으로 보는 추상적인 관점을 사용한다면, 이 정리는 거의 자명합니다.




케일리-해밀턴 정리의 증명.


V를 조르당 표준형으로 다음과 같이 쓴다고 합시다.




	
	V=J1⊕⋯⊕Jm
	





여기서 Ji는 고윳값 λi와 차원 di를 가집니다. 정의에 의해,




	
	pT(T)=(T−λ1)d1(T−λ2)d2…(T−λm)dm.
	





정의에 의해, (T−λ1)d1은 J1 위에서 영사상입니다. 따라서 pT(T)는 J1 위에서 영입니다. 마찬가지로 다른 Ji들 각각에 대해서도 영이며 — 이것으로 끝입니다. ∎






비고 12.3.3 (텐서로 확장하기).


케일리-해밀턴 정리는 k가 대수적으로 닫혀 있다는 가정 없이도 성립합니다. 예를 들어 임의의 실수 행렬은 (앞서 언급한 트릭에 따라) 복소수 계수를 가진 행렬로 볼 수 있기 때문입니다. 이 아이디어를 텐서곱을 이용해 어떻게 형식화할 수 있는지 간략히 힌트를 드리겠습니다.




기저 e1, e2, e3을 가지는 공간 V=ℝ3을 생각해 봅시다. 그러면 V의 원소들은 r1, r2, r3이 실수인 r1e1+r2e2+r3e3 형태를 가집니다. 우리는 본질적으로 동일한 벡터 공간을 고려하되, 실수 계수 ri 대신 복소수 계수 zi를 가지도록 하고자 합니다.




그래서 우리가 하는 일은 다음과 같습니다. ℂ를 (예를 들어 기저 {1,i}를 가지는) ℝ-벡터 공간으로 보고,  복소화를 고려합니다.




	
	Vℂ≔ℂ⊗ℝV.
	





그러면 우리의 원소들이 실제로 다음과 같은 형태를 가짐을 확인할 수 있습니다.




	
	z1⊗e1+z2⊗e2+z3⊗e3.
	





여기서 텐서곱은 ℝ 위에서 이루어지므로, r∈ℝ에 대해 z⊗rei=(zr)⊗ei가 성립합니다. 그러면 Vℂ는 i∈{1,2,3}에 대한 기저 1⊗ei를 가지는 ℂ 위의 3차원 벡터 공간으로 생각할 수 있습니다. 이런 방식으로, 텐서곱은 복소수 계수를 ”덧붙인다”는 아이디어를 형식화할 수 있게 해줍니다.




T:V→W가 사상이라면, Tℂ:Vℂ→Wℂ는 단순히 z⊗v↦z⊗T(v)인 사상입니다. 이는 때때로 Tℂ=id⊗T로 표기되는 것을 볼 수 있습니다. 이렇게 하면 Tℂ에 정리들을 적용하여 T에 대한 해당 결과를 유도할 수 있습니다.










12.4 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 12A (열 연산).


임의의 실수 xij (여기서 1≤i,j≤n)에 대해 다음이 성립함을 보이십시오.




	
	det[x11x12…x1nx21x22…x2n⋮⋮⋱⋮xn1xn2…xnn]=det[x11+cx12x12…x1nx21+cx22x22…x2n⋮⋮⋱⋮xn1+cxn2xn2…xnn].
	






힌트. 핵심은 다음과 같습니다.




	
	(v1+cv2)∧v2⋯∧vn=v1∧v2⋯∧vn+c(v2∧v2⋯∧vn)
	





그리고 뒤의 항은 영입니다.










문제 12B (행렬식은 고윳값들의 곱).


V를 대수적으로 닫힌 체 k 위의 n차원 벡터 공간이라 합시다. T:V→V를 고윳값 λ1, λ2, …, λn을 (대수적 중복도를 세어) 가지는 선형 사상이라 합시다. detT=λ1…λn임을 보이십시오.


힌트. T를 행렬 형태로 써서 이를 보일 수도 있고, 조르당 형식이 주는 기저를 사용하여 detT의 쐐기 정의를 사용할 수도 있습니다.










문제 12C (지수 행렬).


X를 복소수 계수를 가지는 n×n 행렬이라 합시다. 우리는 지수 사상을 다음과 같이 정의합니다.




	
	exp(X)=1+X+X22!+X33!+⋯
	





(이것이 어떤 n×n 행렬로 수렴한다는 것은 당연한 것으로 받아들이십시오.) 다음을 증명하십시오.




	
	det(exp(X))=eTrX.
	






힌트. 이는 사실 X가 위삼각 행렬이 되는 임의의 기저를 취하면 즉시 얻어집니다!










문제 12D (문제 9B의 확장).


T:V→V를 유한 차원 벡터 공간들 사이의 사상이라 합시다. T가 동형사상인 것과 detT≠0인 것이 동치임을 증명하십시오.


힌트. 고윳값이 필요하지는 않습니다 (물론 사용해도 될 수는 있습니다). 한 방향에서는, (문제 9B에 의해) ”동형사상”을 ”단사”로 바꿀 수 있음을 기억하십시오. 다른 방향에서는, T가 동형사상이라면 S를 역사상이라 하고 det(S∘T)를 살펴보십시오.




풀이. (문제 9B에 의해) ”동형사상”을 ”단사”로 바꿔 쓸 수 있음을 기억하십시오.

0이 아닌 어떤 v에 대해 T(v)=0이면, e1=v가 되도록 기저를 택했을 때 ⋀n(T)가 e1∧…를 0∧T(e2)∧⋯=0으로 보낸다는 것을 알 수 있으므로, 이는 영사상이 되고 따라서 detT=0입니다.

반대로 T가 동형사상이면 S를 그 역사상이라고 합시다. 그러면 1=det(id)=det(S∘T)=detSdetT이므로 detT≠0입니다.










문제 12E (스웨덴 2010에 기반함).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

0이 아닌 무게를 가진 1000마리의 소 떼가 주어져 있습니다. 소 한 마리를 제거하여 남은 999마리의 소를 무게의 합이 같은 두 집합으로 분할할 수 없도록 할 수 있음을 증명하십시오.


힌트. 대각선상의 성분은 0이고 대각선 밖의 성분은 ±1인 1000×1000 행렬 M을 생각하십시오. 법 2로 계산합니다.




풀이. 귀류법으로 증명합니다. v를 소들의 무게를 성분으로 하는 길이 1000의 벡터라고 합시다. 대각선 성분은 0이고 비대각선 성분은 ±1인 행렬 M이 존재하여 Mv=0이라고 가정합니다. 하지만 detM(mod2)는 {1,…,1000}의 교란순열 개수와 같으며, 이는 홀수입니다. 따라서 detM은 홀수이고 특히 0이 아니므로, M은 가역입니다. 따라서 Mv=0⟹v=0이 되어 모순입니다.










문제 12F (퍼트넘 2015).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

S를 a, b, c, d가 이 순서로 등차수열을 이루는 실수 행렬 (abcd)의 집합이라고 정의합니다. 어떤 정수 k>1에 대해 Mk∈S인 모든 M∈S를 구하십시오.


힌트. a=b=c=d만이 아닌 다른 해의 족이 존재합니다.

케일리-해밀턴 정리를 이용하여 문제를 풀 수도 있습니다. 좀 더 ”직접적인” 접근법은 ((a=b=c=d가 아닌 한) 행렬이 가역임을 보인 다음 행렬을 다음과 같이 대각화하는 것입니다 M=[s−q−rp][λ100λ2][pqrs]=[psλ1−qrλ2qs(λ1−λ2)pr(λ2−λ1)psλ2−qrλ1].




풀이. 답은 다음과 같습니다




	
	[tttt]그리고[−3t−tt3t]
	





t∈ℝ에 대해서입니다. 이들은 k=3을 취함으로써 성립합니다.

이제 이것들이 유일한 해임을 보이기 위해, 등차수열 행렬을 생각합시다




	
	M=[aa+ea+2ea+3e].
	





단 e≠0입니다. 이 행렬의 특성다항식은 t2−(2a+3e)t−2e2이고, 판별식은 (2a+3e)2+8e2이므로 서로 다른 두 실근을 가집니다. 더욱이 −2e2≤0이므로 두 근 중 하나가 0이거나 두 근의 부호가 서로 반대입니다. 이제 다음과 같이 써서 M을 대각화할 수 있습니다




	
	M=[s−q−rp][λ100λ2][pqrs]=[psλ1−qrλ2qs(λ1−λ2)pr(λ2−λ1)psλ2−qrλ1]
	





단 ps−qr=1입니다. 대각선 성분들의 합이 대각선 밖 성분들과 같다는 사실을 이용하면 다음을 얻습니다




	
	(ps−qr)(λ1+λ2)=(qs−pr)(λ1−λ2)⟹qs−pr=λ1+λ2λ1−λ2.
	





이제 Mk∈S도 성립한다면 같은 계산으로부터 다음을 얻습니다




	
	qs−pr=λ1k+λ2kλ1k−λ2k.
	





x=λ1/λ2<0이라고 합시다 (−2e2<0이기 때문입니다). 적절히 계산하면 다음을 얻습니다




	
	x+1x−1=xk+1xk−1⟹2x−1=2xk−1⟹x=xk⟹x=−1또는x=0
	





그리고 k는 홀수입니다. x=0이면 e=0을 얻고, x=−1이면 2a+3e=0을 얻는데, 이는 우리가 주장한 해들의 곡선을 줍니다.

더 깔끔한 접근법은 케일리-해밀턴 정리를 이용하는 것입니다. e≠0이라고 가정하면, 위에서와 같이 M은 서로 다른 두 실수 고윳값을 가집니다. M이 어떤 이차다항식을 만족시키므로, 어떤 상수 c, d에 대해 Mk=cM+did입니다. M∈S이고 Mk∈S이므로 d=0을 얻습니다. 따라서 Mk=cM이 되고, 이로부터 M의 고윳값들이 서로 음수 관계임이 따라옵니다. 이는 TrM=0을 의미하며, 나머지는 명백합니다.










문제 12G.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

V를 k 위의 유한 차원 벡터 공간이라 하고 T:V→V라고 합시다. 다음을 보이십시오.




	
	det(a⋅idV−T)=∑n=0dimVadimV−n⋅(−1)nTr(⋀n(T))
	





여기서 대각합은 ⋀n(T):⋀n(V)→⋀n(V)로 보고 취한 것입니다.


힌트. 기저를 택하여 다소 긴 계산을 수행하십시오.




풀이. V의 기저 e1,…,en을 택하십시오. T가 행렬 (xij)를 가진다고 하고, m=dimV라고 하십시오. δij를 크로네커 델타라고 하십시오. 또한 Fix(σ)는 순열 σ의 고정점을 나타내고 NoFix(σ)는 고정되지 않은 점을 나타낸다고 하십시오.

전개하면 다음을 얻습니다.




	
	det(a⋅id−T)
	





	
	=∑σ∈Sm(sign(σ)⋅∏i=1m(a⋅δiσ(i)−xiσ(i)))
	





	
	=∑s=0m∑1≤i1<⋯<is≤m∑σ∈Smσ고정합니다ik(sign(σ)⋅∏i=1m(a⋅δiσ(i)−xiσ(i)))
	





	
	=∑s=0m∑1≤i1<⋯<is≤m∑σ∈Smσ고정합니다(ik)(sign(σ)⋅∏i∉(ik)−xiσ(i)∏i∈(ik)(a−xii))
	





	
	=∑σ∈Sm(sign(σ)⋅∏i∈NoFix(σ)−xiσ(i)∏i∈Fixσ(a−xii))
	





	
	=∑σ∈Sm(sign(σ)⋅(∏i∈NoFix(σ)−xiσ(i))(∑t=0|Fix(σ)|a|Fix(σ)|−t⋅∑i1<⋯<it∈Fix(σ)∏k=1t−xikik))
	





	
	=∑σ∈Sm(sign(σ)(∑t=0|Fix(σ)|am−t−|NoFix(σ)|∑X⊆{1,…,m}NoFix(σ)⊆XX정확히 t개의 고정점을 가집니다∏i∈X−xiσ(i)))
	





	
	=∑n=0mam−n(∑σ∈Smsign(σ)∑X⊆{1,…,m}NoFix(σ)⊆X|X|=n∏i∈X−xiσ(i))
	





	
	=∑n=0mam−n(−1)n(∑X⊆{1,…,m}|X|=n∑σ∈SmNoFix(σ)⊆Xsign(σ)∏i∈Xxiσ(i)).
	





따라서 다음을 보이는 것과 동치입니다.




	
	∑X⊆{1,…,m}|X|=n∑σ∈SmNoFix(σ)⊆Xsign(σ)∏i∈Xxiσ(i)=Tr⋀n(V)(⋀n(T))
	





이 모든 n에 대해 성립합니다.

기저 원소를 사용하여 대각합의 정의를 다음과 같이 전개할 수 있습니다.




	
	Tr(⋀n(T))
	=∑1≤i1<⋯<in≤m(⋀k=1neik)∨(⋀n(T)(⋀k=1neik))
	





	
	
	=∑1≤i1<⋯<in≤m(⋀k=1neik)∨(⋀k=1nT(eik))
	





	
	
	=∑1≤i1<⋯<in≤m(⋀k=1neik)∨(⋀k=1n(∑j=1mxikjej))
	





	
	
	=∑1≤i1<⋯<in≤m∑π∈Snsign(π)∏k=1nxiπ(k)k
	





	
	
	=∑X⊆{1,…,m}|X|=n∑π∈SXsign(π)∏t∈Xxtπ(t)
	





따라서 X에 대한 순열이 {1,…,m}−X를 고정하는 Sm에 대한 순열과 전단사 관계에 있음을 보이면 충분한데, 이는 명백하며, 더욱이 부호도 명백히 일치합니다.










문제 12H (코시-비네 공식).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

n≥s≥1을 정수라 하고, A와 B를 각각 s×n 행렬과 n×s 행렬이라고 하십시오. (따라서 AB는 s×s 행렬입니다.) |S|=s인 임의의 부분집합 S⊆{1,2,…,n}에 대해, AS를 인덱스가 S에 속하는 행들로 이루어진 A의 s×s 부분행렬이라 하고, BS를 인덱스가 S에 속하는 열들로 이루어진 B의 s×s 부분행렬이라고 하십시오. 다음을 증명하십시오.




	
	det(AB)=∑|S|=sdetASdetBS.
	






풀이. https://www3.nd.edu/~andyp/notes/CauchyBinet.pdf를 참고하십시오.













장 13 내적 공간


ℝn을 닮은 우리의 벡터 공간들은 종종 덧셈의 개념뿐만 아니라 직교성의 개념과 거리의 개념도 갖고 있음이 밝혀지곤 합니다. 이 모든 것은 벡터 공간에 이른바 내적 형식을 부여함으로써 얻어지며, 이는 ℝn에서 여러분이 이미 ”점곱”으로 알고 있을 가능성이 높습니다. 실제로 ℝn에서 여러분은 다음을 이미 알고 있습니다


	•

v⋅w=0인 것과 v와 w가 수직인 것은 동치이며




	•

|v|2=v⋅v.






이 장의 목적은 이 구조를 완전히 일반적인 형태로 신속하게 정립하는 것입니다. 이 장의 주요 내용은 다음과 같습니다


	•

고등학교에서 배우는 ”점곱” 공식이 실제로 매우 자연스러운 것임을 보게 될 것입니다. 즉, 위에서 나열한 두 공리로부터 자연스럽게 도출됩니다. ∑aibi가 왜 그토록 좋은 성질을 갖는지 궁금했던 적이 있다면, 이제 그 이유를 알게 될 것입니다.




	•

내적 형식을 이용해 V를 거리 공간으로 만드는 방법을 보이며, 이를 통해 V에 더 풍부한 기하학적 구조를 부여합니다.




	•

몇 장 뒤에서는 이전에는 불가능했던 방식으로 V≅V∨를 동일시할 것이며, 그 따름정리로서 실수 성분을 갖는 대칭 행렬은 항상 실수 고윳값을 가진다는 훌륭한 결과를 이끌어낼 것입니다.









이 장 전체에서, 별도로 명시하지 않는 한 모든 벡터 공간은 ℂ 또는 ℝ 위에서 정의됩니다. ℂ가 대수적으로 닫혀 있으므로(따라서 예를 들어 요르단 형식을 가질 수 있으므로) 우리는 일반적으로 ℝ 대신 ℂ 위에서 작업하는 쪽을 선호할 것입니다. 어차피 모든 실수 행렬은 복소수 성분을 갖는 행렬로 생각할 수 있습니다.





13.1 내적


대표적인 예: ℝn에서의 점곱.





13.1.1 실수의 경우: 쌍선형 형식


먼저 실수 공간에 대한 내적 형식을 정의해 보겠습니다. 일반적인 벡터 공간에 대해서는 v⋅w라는 표기법보다 ⟨v,w⟩를 사용하는 것이 가장 일반적입니다.





정의 13.1.1.


V를 실수 벡터 공간이라 합시다.  실수 내적 형식111다른 이름으로는 ”내적”, ”점곱”, ”양의 정부호 비퇴화 대칭 쌍선형 형식” …등이 있습니다은 다음과 같은 함수입니다




	
	⟨∙,∙⟩:V×V→ℝ
	





다음 성질들을 만족합니다


	•

이 형식은  대칭입니다: 임의의 v,w∈V에 대해 다음이 성립합니다




	
	⟨v,w⟩=⟨w,v⟩.
	





물론 곱셈이라면 당연히 기대할 만한 성질입니다.




	•

이 형식은  쌍선형, 즉 양쪽 인자에 대해 선형입니다. 이는 임의로 고정된 v에 대해 ⟨−,v⟩와 ⟨v,−⟩가 선형 함수임을 의미합니다. 명시적으로 풀어 쓰면 다음을 의미합니다




	
	⟨cx,v⟩
	=c⟨x,v⟩
	





	
	⟨x+y,v⟩
	=⟨x,v⟩+⟨y,v⟩.
	





그리고 v가 왼쪽에 있는 경우에도 마찬가지입니다. 이는 종종 하나의 식 ⟨cx+y,z⟩=c⟨x,z⟩+⟨y,z⟩로 요약됩니다.




	•

이 형식은  양의 정부호입니다. 즉 ⟨v,v⟩≥0은 음이 아닌 실수이며, 등호는 v=0V일 때만 성립합니다.













연습문제 13.1.2.


첫 번째 인자에 대한 선형성과 대칭성만으로 이미 두 번째 인자에 대한 선형성이 얻어짐을 보이십시오. 따라서 위의 정의를 ⟨−,v⟩가 선형이라는 조건만 요구하는 것으로 수정할 수 있습니다.








예제 13.1.3 (ℝn).


이미 알고 있듯이, ℝn 위의 내적 형식은 다음과 같이 정의할 수 있습니다. e1=(1,0,…,0), e2=(0,1,…,0), …, en=(0,…,0,1)을 통상적인 기저라고 합시다. 그러면 다음과 같이 정의합니다




	
	⟨a1e1+⋯+anen,b1e1+⋯+bnen⟩≔a1b1+⋯+anbn.
	





이것이 쌍선형(양쪽 인자에 대해 대칭이고 선형)임을 확인하는 것은 쉽습니다. 이것이 양의 정부호임을 확인하려면, ai=bi일 때 점곱이 a12+⋯+an2이 되며, 이는 모든 ai가 0일 때만 0이 됨에 주목하십시오.










13.1.2 복소수의 경우: 세스퀴선형 형식


복소 내적 공간에 대한 정의도 이와 유사하지만 한 가지 차이가 있습니다: 대칭 대신 켤레 대칭, 즉 ⟨v,w⟩=⟨w,v⟩¯을 갖습니다. 따라서 첫 번째 인자에 대해서는 여전히 선형성을 갖지만, 두 번째 인자에 대해서는 실제로 다른 형태의 선형성을 갖게 됩니다. 명시적으로 쓰면 다음과 같습니다





정의 13.1.4.


V를 복소 벡터 공간이라 합시다.  복소 내적은 다음 함수입니다




	
	⟨∙,∙⟩:V×V→ℂ
	





이는 다음 성질들을 만족합니다:


	•

이 형식은  켤레 대칭성을 가지며, 이는 임의의 v,w∈V에 대해 다음이 성립함을 의미합니다




	
	⟨v,w⟩=⟨w,v⟩¯.
	








	•

이 형식은  반쌍선형입니다(이 이름은 ”1과 2분의 1 선형”을 의미합니다). 이는 다음을 의미합니다:


	–

이 형식은 첫 번째 인자에 대해 선형이며, 따라서 다시 다음이 성립합니다




	
	⟨x+y,v⟩
	=⟨x,v⟩+⟨y,v⟩
	





	
	⟨cx,v⟩
	=c⟨x,v⟩.
	





이는 문헌에서 종종 ⟨cx+y,v⟩=c⟨x,v⟩+⟨y,v⟩라는 한 줄로 축약됩니다.




	–

그러나 이제 이는 두 번째 인자에 대해  반선형입니다: 임의의 복소수 c와 벡터 x, y에 대해 다음이 성립합니다




	
	⟨v,x+y⟩
	=⟨v,x⟩+⟨v,y⟩
	





	
	⟨v,cx⟩
	=c¯⟨v,x⟩.
	





새롭게 등장한 복소켤레 c¯에 주목하십시오! 마찬가지로, 한 방정식만 쓰고자 한다면 이를 그저 ⟨v,cx+y⟩=c¯⟨v,x⟩+⟨v,y⟩로 축약할 수 있습니다.









	•

이 형식은  양의 정부호이며, 이는 ⟨v,v⟩가 음이 아닌 실수이고 v=0V일 때 정확히 영이 됨을 의미합니다.













연습문제 13.1.5.


반선형성이 켤레 대칭성과 첫 번째 인자에 대한 선형성으로부터 따라 나옴을 보이십시오.








예제 13.1.6 (ℂn).


ℂn에서의 내적은 다음과 같이 정의됩니다: 𝐞1, 𝐞2, …, 𝐞n을 표준 기저라 합시다. 복소수 wi, zi에 대해 다음과 같이 놓습니다




	
	⟨w1𝐞1+⋯+wn𝐞n,z1𝐞1+⋯+zn𝐞n⟩≔w1z1¯+⋯+wnzn¯.
	












질문 13.1.7.


위의 것이 실제로 복소 내적 형식임을 확인하십시오.










13.1.3 내적 공간


두 종류의 공간을 동시에 다루는 것이 유용할 것입니다:





정의 13.1.8.


내적 공간은 실 내적 형식을 갖춘 실 벡터 공간이거나, 복소 내적 형식을 갖춘 복소 벡터 공간입니다.




내적 공간 사이의 선형 사상은 기저의 벡터 공간 사이의 사상입니다(내적 형식과의 호환성은 요구하지 않습니다).








비고 13.1.9 (왜 반쌍선형인가?).


위의 예는 단순한 대칭성이 아니라 켤레 대칭성을 만족시키고자 하는 한 가지 이유를 설명합니다. 만약 내적을 ∑wizi로 정의하려 했다면, 양의 정부호 조건을 잃었을 것입니다. 왜냐하면 ⟨v,v⟩=∑zi2가 실수가 되리라는 보장이 전혀 없기 때문입니다. 반면, 켤레 대칭성을 통해 우리는 실제로 ⟨v,v⟩=⟨v,v⟩¯, 즉 모든 v에 대해 ⟨v,v⟩∈ℝ임을 강제합니다.




이 점을 좀 더 강하게 짚어봅시다. 복소 벡터 공간 V 위에 쌍선형 형식 ⟨−,−⟩를 두고자 시도했다고 합시다. e를 ⟨e,e⟩=1인 임의의 벡터(단위 벡터)라 합시다. 그러면 대신 ⟨ie,ie⟩=−⟨e,e⟩=−1을 얻게 될 것입니다; 이는 길이가 −1인 벡터인데, 이는 말이 되지 않습니다! 이것이 바로 복소 내적 공간을 다룰 때 우리의 형식이 쌍선형이 아니라 반쌍선형이어야 하는 이유입니다.







이제 내적을 갖추었으므로, 노름과 직교성에 대해 이야기할 수 있습니다.









13.2 노름


대표적인 예: ℝn은 벡터 노름과 함께 통상적인 유클리드 공간이 됩니다.




내적 형식은 우리의 벡터 공간에 거리라는 개념을 부여하며, 이를 노름이라 부릅니다.





정의 13.2.1.


V를 내적 공간이라 합시다. v∈V의  노름은 다음과 같이 정의됩니다




	
	∥v∥=⟨v,v⟩.
	





이 정의가 성립하는 이유는 우리가 형식을 양의 정부호라고 가정했으므로 ⟨v,v⟩가 음이 아닌 실수이기 때문입니다.








예제 13.2.2 (ℝn과 ℂn은 노름 벡터 공간입니다).


V=ℝn 또는 V=ℂn이고 표준 내적 노름을 사용하는 경우, v의 노름은 우리에게 익숙한 절댓값에 대응합니다.







이제 우리의 목표는 다음을 증명하는 것입니다


거리 d(v,w)=∥v−w∥를 사용하면, V는 거리 공간이 됩니다.







질문 13.2.3.


d(v,w)=0인 것과 v=w인 것이 동치임을 확인하십시오.







그러므로 우리는 삼각부등식만 증명하면 됩니다. 이제 우리 모두가 알고 좋아하는 사실을 증명해 봅시다. 이는 나중에 디딤돌이 될 것입니다:





보조정리 13.2.4 (코시-슈바르츠).


V를 내적 공간이라 합시다. 임의의 v,w∈V에 대해 다음이 성립합니다




	
	|⟨v,w⟩|≤∥v∥∥w∥
	





여기서 등호는 v와 w가 선형종속인 경우에만 성립합니다.







증명.


⟨v,w⟩=0이면 이 정리는 자명합니다. ∥v∥∥w∥=0인 경우도 자명한데, 이때는 v 또는 w 중 하나가 영벡터이기 때문입니다. 따라서 앞으로는 이 모든 값이 0이 아니라고 가정합니다(나중에 이 값들로 나누어야 하기 때문입니다).




증명의 핵심은 등호가 성립하는 경우를 생각해 보는 것입니다: 우리는 부등식 ⟨cv−w,cv−w⟩≥0을 사용할 것입니다. c의 선택은 나중으로 미루고, 다음을 계산합니다




	
	0
	≤⟨cv−w,cv−w⟩
	
	





	
	
	=⟨cv,cv⟩−⟨cv,w⟩−⟨w,cv⟩+⟨w,w⟩
	
	





	
	
	=|c|2⟨v,v⟩−c⟨v,w⟩−c¯⟨w,v⟩+⟨w,w⟩
	
	





	
	
	=|c|2∥v∥2+∥w∥2−c⟨v,w⟩−c⟨v,w⟩¯
	
	





	
	2Re[c⟨v,w⟩]
	≤|c|2∥v∥2+∥w∥2
	
	





	이 시점에서 c의 좋은 선택은





	
	c
	=∥w∥∥v∥⋅|⟨v,w⟩|⟨v,w⟩
	
	





	그러면





	
	c⟨v,w⟩
	=∥w∥∥v∥|⟨v,w⟩|∈ℝ
	
	





	
	|c|
	=∥w∥∥v∥
	
	





	따라서 부등식은 다음과 같이 됩니다





	
	2∥w∥∥v∥|⟨v,w⟩|
	≤2∥w∥2
	
	





	
	|⟨v,w⟩|
	≤∥v∥∥w∥.∎
	
	









따라서:





정리 13.2.5 (삼각부등식).


우리는 항상 다음을 가집니다




	
	∥v∥+∥w∥≥∥v+w∥
	





여기서 등호는 v와 w가 선형종속이고 같은 방향을 가리키는 경우에만 성립합니다.








연습문제 13.2.6.


양변을 제곱하고 코시-슈바르츠 부등식을 적용하여 이를 증명하십시오.







이렇게 하여 우리의 벡터 공간은 이제 거리 공간이라는 위상 구조를 가지게 됩니다.







13.3 직교성


대표적인 예: 여전히 ℝn입니다!




우리의 다음 목표는 ”수직”이라는 기하학적 개념을 제시하는 것입니다. 정의는 충분히 쉽습니다:





정의 13.3.1.


내적 공간에서 두 개의 영이 아닌 벡터 v와 w는 ⟨v,w⟩=0일 때  직교한다고 합니다.







ℝn에서의 기하학적 직관에서 예상할 수 있듯이, 이는 독립성을 함의합니다:





보조정리 13.3.2 (직교하는 벡터는 독립적입니다).


각 i에 대해 ∥vi∥≠0인, 쌍마다 직교하는 벡터들의 임의의 집합 v1, v2, …, vn은 선형독립입니다.







증명.


다음과 같은 종속관계를 생각해 봅시다




	
	a1v1+⋯+anvn=0
	





ai가 ℝ 또는 ℂ에 속한다고 합시다. 그러면




	
	0=⟨v1,∑aivi⟩=a1¯∥v1∥2.
	





따라서 ∥v1∥≠0이라고 가정했으므로 a1=0입니다. 마찬가지로 a2=⋯=an=0입니다. ∎





이를 바탕으로, 이제 우리의 기저에 대해 더 강한 조건을 고려해 볼 수 있습니다.





정의 13.3.3.


유한 차원 내적 공간 V의  정규직교 기저란, 모든 i에 대해 ∥ei∥=1이고 i≠j인 임의의 경우에 ⟨ei,ej⟩=0을 만족하는 기저 e1, …, en을 말합니다.








예제 13.3.4 (ℝn과 ℂn은 표준 기저를 가집니다).


표준 내적을 갖춘 ℝn과 ℂn에서, 표준 기저 𝐞1, …, 𝐞n 또한 정규직교입니다.







이는 일반성을 잃지 않습니다:





정리 13.3.5 (그람-슈미트).


V를 유한 차원 내적 공간이라고 합시다. 그러면 V는 정규직교 기저를 가집니다.







증명 개요.


V의 임의의 기저 e1, …, en으로부터 정규직교 기저를 명시적으로 구성할 수 있습니다. proju(v)=⟨v,u⟩⟨u,u⟩u로 정의합니다. 그런 다음 재귀적으로 다음과 같이 정의합니다




	
	u1
	=e1
	





	
	u2
	=e2−proju1(e2)
	





	
	u3
	=e3−proju1(e3)−proju2(e3)
	





	
	
	⋮
	





	
	un
	=en−proju1(en)−⋯−projun−1(en).
	





ui가 쌍마다 직교하며 영이 아님을 보일 수 있습니다. ∎





따라서 우리는 일반적으로 기저가 정규직교라고 가정할 수 있습니다.




언급할 만한 점:





예제 13.3.6 (점곱은 “유일한” 내적 형식입니다).


V를 유한 차원 내적 공간이라고 하고, 임의의 정규직교 기저 e1,…,en을 생각합시다. 그러면 다음이 성립합니다




	
	⟨a1e1+⋯+anen,b1e1+⋯+bnen⟩=∑i,j=1naibj¯⟨ei,ej⟩=∑i=1naibi¯
	





이는 {ei}가 정규직교라는 사실에서 비롯됩니다.







이제 여러분은 점곱 표현이 왜 그렇게 널리 쓰이는지 알게 되었습니다.







13.4 힐베르트 공간


대수학에서는 대개 무한을 경계하기 때문에, 여러 장 앞서 평범한 벡터 공간의 기저를 정의했을 때 우리는 유한 선형결합만을 허용했습니다. 그러나 내적 공간이 있다면 그것은 거리 공간이며, 우리는 때때로 실제로 수렴에 대해 이야기할 수 있습니다.




그 방법은 다음과 같습니다:





정의 13.4.1.


힐베르트 공간이란, 대응하는 거리 공간이 완비인 내적 공간 V를 말합니다.







이 경우, 부분합의 수열을 살펴보고 그것을 수렴하게 함으로써 이제 무한 선형결합을 취하는 것이 종종 의미를 가지게 됩니다. 그 방법은 다음과 같습니다. 노름이 1이고 쌍마다 직교하는 무한 벡터 수열 e1, e2, …가 있다고 합시다. c1, c2, …가 실수 또는 복소수의 수열이라고 합시다. 그러면 다음 수열을 생각합시다




	
	v1
	=c1e1
	





	
	v2
	=c1e1+c2e2
	





	
	v3
	=c1e1+c2e2+c3e3
	





	
	
	⋮
	









명제 13.4.2 (힐베르트 공간에서의 수렴 판정 기준).


위에서 정의한 수열 (vi)는 ∑|ci|2<∞일 때, 그리고 오직 그때에만 수렴합니다.







증명.


장 26를 읽었다면 이 내용이 더 잘 이해될 것이므로, 아직 그 장을 읽지 않았다면 이 증명은 건너뛰어도 좋습니다. 수열 vi는 코시 수열일 때, 그리고 오직 그때에만 수렴하며, 이는 i<j일 때 다음을 의미합니다




	
	∥vj−vi∥2=|ci+1|2+⋯+|cj|2
	





i와 j가 커짐에 따라 0으로 수렴합니다. 이는 수열 sn=|c1|2+⋯+|cn|2이 코시 수열임과 동치입니다.




ℝ이 완비이므로, sn이 코시 수열인 것과 수렴하는 것은 동치입니다. sn이 음이 아닌 실수들로 이루어져 있으므로, 수렴은 sn이 유계인 것과 동치이며, 이는 다시 ∑|ci|2<∞인 것과 동치입니다. ∎





따라서 힐베르트 공간을 다룰 때는 정의를 약간 바꿉니다:





정의 13.4.3.


힐베르트 공간 V에 대한  정규직교 기저란 다음을 만족하는 (무한할 수도 있는) 벡터열 e1, e2, …,입니다.


	•

모든 i에 대해 ⟨ei,ei⟩=1이고,




	•

i≠j일 때 ⟨ei,ej⟩=0, 즉 벡터들이 쌍마다 직교하며




	•

V의 모든 원소는 다음과 같은 무한 선형결합으로 유일하게 표현할 수 있습니다




	
	∑iciei
	





여기서 앞서 설명한 대로 ∑i|ci|2<∞입니다.












어쨌든 이것이 공식적인 정의입니다. (dimV<∞이면 이 정의는 우리가 흔히 쓰는 정의와 일치함에 주목하십시오. 그 경우 ei가 유한 개밖에 없기 때문입니다.) 하지만 우리의 목적을 위해서는 대체로 이를 신경 쓰지 않고 다음과 같이 생각해도 됩니다:


힐베르트 공간이란 기저가 유한 선형결합뿐 아니라 무한 선형결합까지 필요로 하는 내적 공간입니다.



∑|ci|2<∞라는 기술적 조건은 바로 무한합이 의미를 갖도록 보장해 주는 조건입니다.







13.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 13A (피타고라스 정리).


내적 공간에서 ⟨v,w⟩=0이면 ∥v∥2+∥w∥2=∥v+w∥2임을 보이십시오.








문제 13B (유한 차원 ⟹ 힐베르트).


유한 차원 내적 공간은 힐베르트 공간임을 보이십시오.


힌트. 정규직교 기저 e1, …, en을 고정하십시오. ℝn이 완비라는 사실을 이용하십시오.










문제 13C (대만 IMO 캠프).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

어느 마을에 n명의 사람과 k개의 동아리가 있습니다. 각 동아리의 회원 수는 홀수이고, 임의의 두 동아리는 짝수 명의 공통 회원을 가집니다. k≤n임을 증명하십시오.


힌트. 𝔽2에서의 내적.




풀이. 동아리들을 벡터 공간 𝔽2n 안의 벡터로 해석하십시오. “내적”을 고려하여 k개의 벡터가 모두 선형독립임을 보이십시오: 서로 다른 두 동아리-벡터의 내적은 0이고, 각 동아리 벡터와 자기 자신의 내적은 1입니다. 따라서 이 벡터들은 정규직교이고, 그러므로 선형독립입니다. 따라서 k≤dim𝔽2n=n입니다.










문제 13D (텐서의 내적 구조).


V와 W를 k 위의 유한 차원 내적 공간이라 합시다. 여기서 k는 ℝ이거나 ℂ입니다.


	(a)

V⊗kW도 내적 공간으로 만드는 정준적인 방법을 찾으십시오.




	(b)

e1, …, en을 V의 정규직교 기저라 하고, f1, …, fm을 W의 정규직교 기저라 합시다. V⊗W의 정규직교 기저는 무엇입니까?







힌트. 단순 텐서에서 정의한 다음 선형적으로 확장하십시오.




풀이. 다음과 같이 주어지는 내적 형식은




	
	⟨v1⊗w1,v2⊗w2⟩V⊗W=⟨v1,v2⟩V⟨w1,w2⟩W
	





순수 텐서에 대해 정의한 다음, 선형적으로 확장합니다. (b)의 경우 1≤i≤n, 1≤j≤m에 대해 ei⊗fj를 취하십시오.










문제 13E (Putnam 2014).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

n을 양의 정수라고 합시다. 실수 성분을 갖는 n×n 행렬 M1, …, Mk과 N1, …, Nk이 존재하여, 모든 i와 j에 대해 행렬 곱 MiNj의 대각선 어딘가에 0인 성분이 있는 것이 i≠j와 동치가 되도록 하는 가장 큰 k는 무엇입니까?


힌트. k=nn입니다. 텐서곱에 내적 형식을 부여하십시오. ”대각선상 어딘가에 영 원소를 가진다”는 것은 그 원소들의 곱이 영이라는 것과 동치임에 유의하십시오.










문제 13F (수열 공간).


∑iai2<∞를 만족하는 실수 무한수열 a=(a1,a2,…)들의 공간 ℓ2를 생각합시다. 이 공간에 다음과 같은 내적을 부여합니다




	
	⟨a,b⟩=∑iaibi.
	





이것은 힐베르트 공간입니까? 그렇다면 힐베르트 기저를 하나 밝히십시오.








문제 13G (일반적인 노름 벡터 공간).


내적 공간을 일반화하면, 노름 벡터 공간이란 다음 공리들을 만족하는 임의의 노름 함수 ∥∙∥:V→ℝ를 갖춘, ℝ 또는 ℂ 위의 벡터 공간 V입니다:


	•

모든 v∈V에 대해 ∥v∥≥0이며, 등호는 v가 영벡터일 때에만 성립합니다.




	•

스칼라 λ에 대해 ∥λv∥=|λ|⋅∥v∥가 성립합니다.




	•

모든 v와 w에 대해 삼각부등식 ∥v+w∥≤∥v∥+∥w∥가 성립합니다.






따라서 정리 13.2.5는, 임의의 내적 공간이 노름을 ∥v∥:-⟨v,v⟩로 택함으로써 노름 벡터 공간이 된다는 진술로 바꾸어 말할 수 있습니다.




n≥2에 대해 ℝn 위에 다음과 같이 노름을 정의할 수 있음을 증명하여, 그 역이 성립하지 않음을 보이십시오




	
	∥(x1,…,xn)∥≔∑i=1n|xi|
	





그리고 나아가 이 노름이 어떤 내적으로부터도 나오지 않음을 보이십시오.








문제 13H (쿠라토프스키 매장).


바나흐 공간이란 대응하는 거리 공간이 완비인 노름 벡터 공간 V입니다. (따라서 힐베르트 공간은 바나흐 공간의 특수한 경우입니다.)




(M,d)를 임의의 거리 공간이라 하겠습니다. 바나흐 공간 X와 단사 함수 f:M↪X가 존재하여 임의의 x와 y에 대해 d(x,y)=∥f(x)−f(y)∥가 성립함을 증명하십시오.











장 14 보너스: 푸리에 해석


추상적인 내적 공간을 정의하기 위해 열심히 작업했으니, 이제 이 언어를 사용하여 푸리에 해석을 올바르게 설정하는 방법이라는 (선택적) 응용을 제시하고자 합니다.




재미 삼아, 이진 푸리에 해석을 사용하여 애로우의 불가능성 정리의 한 형태도 증명합니다.




이어지는 내용에서는 𝕋=ℝ/ℤ가 ”원군”을 나타낸다고 하고, 이를 ”법 1에 대한 실수”의 덧셈군으로 생각합니다. 𝕋를 복소 단위원으로 보내는 표준 사상 e:𝕋→ℂ가 존재하며, 이는 다음과 같이 주어집니다




	
	e(θ)=exp(2πiθ).
	









14.1 개요


정의역 Z가 있고 함수 f:Z→ℂ에 관심이 있다고 합시다. 자연스럽게, 이러한 함수들의 집합은 복소 벡터 공간을 이룹니다. 우리는 이러한 함수들의 집합에 양의 정부호 내적을 부여하고자 합니다.




푸리에 해석의 아이디어는 이 함수들의 집합에 대해 정규직교 기저를 선택하는 것으로, 이를 (eξ)ξ라 하고  지표(characters)라고 부릅니다. 첨수 ξ는  진동수(frequencies)라고 부릅니다. 이 경우 기저가 있으므로, 모든 함수 f:Z→ℂ는 다음과 같은 합이 됩니다




	
	f(x)=∑ξf^(ξ)eξ
	





여기서 f^(ξ)는 기저의 복소 계수이며, 이에 걸맞게 f^를  푸리에 계수라고 부릅니다. 변수 x∈Z는  물리적 변수라고 부릅니다. 이는 일반적으로 유용한데, 지표들이 사인파나 코사인파, 또는 기타 주기 함수와 같이 좋은 ”대칭” 함수가 되도록 의도적으로 선택되었기 때문입니다. 이렇게 하여 우리는 임의로 복잡한 함수를 좋은 함수들의 합으로 분해합니다.







14.2 힐베르트 공간에 대한 상기


편의를 위해, 정규직교 기저에 관한 몇 가지 사실을 기록해 둡니다.





명제 14.2.1 (정규직교 기저에 관한 사실들).


V가 내적 형식 ⟨−,−⟩을 갖는 복소 힐베르트 공간이라 하고, x=∑ξaξeξ, y=∑ξbξeξ이며 eξ가 정규직교 기저라고 합시다. 그러면




	
	⟨x,x⟩
	=∑ξ|aξ|2
	





	
	aξ
	=⟨x,eξ⟩
	





	
	⟨x,y⟩
	=∑ξaξbξ¯.
	












연습문제 14.2.2.


이 모두를 증명하십시오. (앞 절의 내용은 필요하지 않으며, 무서운 ξ들이 잔뜩 있는 표기법에 동기를 부여하기 위해서만 존재합니다.)







이어지는 내용에서, 대부분의 예시는 유한 차원 내적 공간(따라서 힐베르트 공간)에 관한 것이지만, ”제곱 가적분 함수”의 예시는 실제로 무한 차원 예시가 될 것입니다. 다행히도, 앞서 언급했듯이 이는 걱정할 이유가 되지 않으며, 대체로 눈을 감고 무한대에 대해 신경 쓰지 않아도 됩니다.







14.3 흔한 예시들



14.3.1 {±1}n 위의 이진 푸리에 해석


어떤 양의 정수 n에 대해 Z={±1}n이라 하면, 이진 값을 받는 함수 f(x1,…,xn)을 고려하는 셈입니다. 그러면 함수 Z→ℂ들은 2n차원 벡터 공간 ℂZ를 이루며, 여기에 다음과 같은 내적 형식을 부여합니다




	
	⟨f,g⟩=12n∑x∈Zf(x)g(x)¯.
	





특히,




	
	⟨f,f⟩=12n∑x∈Z|f(x)|2
	





는 제곱들의 평균이며, 이는 또한 ⟨−,−⟩이 양의 정부호임을 보여줍니다.




이 경우,  다중선형 다항식들이 ℂZ의 기저를 이루는데, 이는 다음 다항식들입니다




	
	χS(x1,…,xn)=∏s∈Sxs.
	









연습문제 14.3.1.


이들이 ⟨−,−⟩ 하에서 실제로 정규직교임을 보이십시오. 2n개가 있으므로, 이는 이들이 기저를 이룸을 증명합니다.







따라서 우리의 진동수 집합은 실제로 부분집합 S⊆{1,…,n}들입니다. 따라서 우리는 다음과 같은 분해를 얻습니다




	
	f=∑S⊆{1,…,n}f^(S)χS.
	









예제 14.3.2 (이진 푸리에 해석의 예시).


n=2라 합시다. 그러면 이진 함수 {±1}2→ℂ는 다음 네 다항식으로 주어지는 기저를 갖습니다




	
	1,x1,x2,x1x2.
	





예를 들어, (1,1)에서 1이고 그 외에서는 0인 함수 f를 생각해 봅시다. 그러면 다음과 같이 둘 수 있습니다




	
	f(x1,x2)=x1+12⋅x2+12=14(1+x1+x2+x1x2).
	





따라서 네 개의 S 각각에 대해 푸리에 계수는 f^(S)=14입니다.







이 개념은 특히 이진 함수 f:{±1}n→{±1}에 유용합니다; 이러한 함수(및 이들의 곱)에 대해서는 항상 ⟨f,f⟩=1이 성립합니다.




진동수 ∅가 특별한 역할을 한다는 점은 주목할 만합니다:





연습문제 14.3.3.


다음을 보이십시오




	
	f^(∅)=1|Z|∑x∈Zf(x).
	














14.3.2 유한군 Z 위의 푸리에 해석


이번에는 유한 아벨 군 Z가 있고, 함수 Z→ℂ를 고려한다고 합시다; 이는 |Z|차원 벡터 공간입니다. 내적은 이전과 동일합니다:




	
	⟨f,g⟩=1|Z|∑x∈Zf(x)g(x)¯.
	








진행하려면 Z의 두 원소를 곱할 수 있어야 합니다. 실제로는 어떤 사상을 선택하든 별로 중요하지 않기 때문에 이는 다소 성가신 일이므로, 빠르게 넘어가겠습니다; 나머지 단락의 대부분 또는 전체를 건너뛰어도 무방합니다.





정의 14.3.4.


우리는 대칭 비퇴화 쌍선형 형식을 선택합니다




	
	⋅:Z×Z→𝕋
	





다음 성질을 만족하는:


	•

ξ⋅(x1+x2)=ξ⋅x1+ξ⋅x2이고 (ξ1+ξ2)⋅x=ξ1⋅x+ξ2⋅x입니다 (이것이 ”쌍선형”이라는 단어의 의미입니다)




	•

⋅는 대칭입니다,




	•

임의의 ξ≠0에 대해, ξ⋅x≠0인 x가 존재합니다 (이것이 ”비퇴화”라는 단어의 의미입니다).













예제 14.3.5 (ℤ/nℤ 위의 형식).


Z=ℤ/nℤ이면 ξ⋅x=(ξx)/n이 위의 성질을 만족합니다.







일반적으로 유한 아벨 군은 순환군들의 합으로 분해된다는 사실이 알려져 있으며(절 18.1 참고), 이로써 그러한 ⋅를 찾기가 비교적 쉬워집니다; 하지만 앞서 말했듯이 선택은 중요하지 않으므로 넘어가겠습니다.




이제 재미있는 부분입니다: 지표를 정의하겠습니다.





명제 14.3.6 (eξ는 정규직교입니다).


각 ξ∈Z에 대해 지표를 다음과 같이 정의합니다




	
	eξ(x)=e(ξ⋅x).
	





|Z|개의 지표는 함수 Z→ℂ의 공간에서 정규직교 기저를 이룹니다.







증명.


이 부분은 건너뛰기를 권장하지만, 다음과 같습니다:




	
	⟨eξ,eξ′⟩
	=1|Z|∑x∈Ze(ξ⋅x)e(ξ′⋅x)¯
	





	
	
	=1|Z|∑x∈Ze(ξ⋅x)e(−ξ′⋅x)
	





	
	
	=1|Z|∑x∈Ze((ξ−ξ′)⋅x).
	





∎





이렇게 하면 진동수의 집합도 Z가 되지만, ξ∈Z는 ”물리적인” x∈Z와는 매우 다른 역할을 합니다. 다음은 이해에 도움이 될 만한 예시입니다.





예제 14.3.7 (단위원의 세제곱근 필터).


Z=ℤ/3ℤ이고, 내적 형식이 ξ⋅x=(ξx)/3로 주어진다고 합시다. ω=exp(23πi)를 단위원의 원시 세제곱근이라 합시다. 다음을 주목하십시오




	
	eξ(x)={1ξ=0ωxξ=1ω2xξ=2.
	





그러면 f(0)=a, f(1)=b, f(2)=c인 f:Z→ℂ가 주어질 때, 다음을 얻습니다




	
	f(x)=a+b+c3⋅1+a+ω2b+ωc3⋅ωx+a+ωb+ω2c3⋅ω2x.
	





이렇게 해서 변환이 다음과 같음을 유도합니다




	
	f^(0)
	=a+b+c3
	





	
	f^(1)
	=a+ω2b+ωc3
	





	
	f^(2)
	=a+ωb+ω2c3.
	












연습문제 14.3.8.


이진 푸리에 해석에서의 f^(∅)와 유사하게, 이제 다음이 성립함을 보이십시오




	
	f^(0)=1|Z|∑x∈Zf(x).
	











올림피아드 참가자라면 앞선 예시를 ”단위원근 필터”로 알아볼 수도 있는데, 바로 그 점이 핵심입니다. 구체적으로, 다음을 계산하고자 한다고 합시다




	
	(10000)+(10003)+⋯+(1000999).
	





이 경우, 우리는 다음 함수를 고려할 수 있습니다




	
	w:ℤ/3→ℂ.
	





이때 w(0)=1이지만 w(1)=w(2)=0입니다. 표기의 남용으로, 우리는 w를 함수 w:ℤ↠ℤ/3→ℂ로도 생각할 것입니다. 그러면 문제의 합은




	
	∑n(1000n)w(n)
	=∑n(1000n)∑k=0,1,2w^(k)ωkn
	





	
	
	=∑k=0,1,2w^(k)∑n(1000n)ωkn
	





	
	
	=∑k=0,1,2w^(k)(1+ωk)1000.
	





우리의 상황에서는 w^(0)=w^(1)=w^(2)=13이며, 원하는 합을 계산한 것입니다. 더 일반적으로, 우리는 임의의 주기적 가중치 w를 취하고 푸리에 해석을 사용하여 합산 순서를 바꿀 수 있습니다.





예제 14.3.9 (이진 푸리에 해석).


Z={±1}n이 점별 곱셈 아래 아벨 군으로 간주되어 (ℤ/2ℤ)⊕n과 동형이라고 합시다. 우리는 다음과 같이 정의된 점곱을 선택한다고 가정합니다




	
	ξ⋅x≔12∑iξi−12⋅xi−12
	





여기서 ξ=(ξ1,…,ξn)이고 x=(x1,…,xn)입니다.




우리는 이것이 우리가 제시한 첫 번째 예와 일치한다고 주장합니다. 실제로, S⊆{1,…,n}이라 하고 ξ∈{±1}n을 S에 속한 위치에서는 −1이고 S에 속하지 않은 위치에서는 +1인 것으로 둡시다. 그러면 앞선 예의 지표 χS는 새로운 표기법에서의 지표 eξ와 일치합니다. 특히, f^(S)=f^(ξ)입니다.




따라서 유한 군 Z 위의 푸리에 해석은 이진 푸리에 해석을 포함합니다.










14.3.3 함수 L2([−π,π])에 대한 푸리에 급수


이것은 가장 유명한 것이며, 따라서 여러분이 들어본 적이 있을 것입니다.





정의 14.3.10.


공간 L2([−π,π])는 적분 ∫[−π,π]|f(x)|2dx가 존재하고 유한한 모든 함수 f:[−π,π]→ℂ로 이루어지며, ”거의 모든 곳에서” 0인 함수는 0과 같다고 간주하는 관계에 대해 몫을 취한 것입니다.111우리는 이것을 아직 정의하지 않을 것인데, 지금으로서는 우리에게 중요하지 않기 때문입니다. 하지만 측도론을 다루는 부분에서 이에 대해 더 자세히 설명할 것입니다. 이것이 관련이 있는 한 지점이 있습니다. 우리는 종종 함수 f가 f(−π)=f(π)를 만족하기를 요구하는데, 이렇게 하면 f가 주기 함수가 되어 이를 f:𝕋→ℂ로 생각할 수 있습니다. 이는 한 점에서의 값만 바꾸는 것이므로 본질적인 차이를 만들지 않습니다.




이것은 다음에 따라 내적 공간으로 만들어집니다




	
	⟨f,g⟩=12π∫[−π,π]f(x)g(x)¯dx.
	











(증명하지는 않겠지만) 이것이 (무한 차원) 힐베르트 공간임이 밝혀집니다!




이제, 푸리에 해석의 아름다움은 이 공간이 훌륭한 기저를 가진다는 것입니다:





정리 14.3.11 (고전적 푸리에 기저).


각 정수 n에 대해, 다음을 정의합니다




	
	en(x)=exp(inx).
	





그러면 en은 힐베르트 공간 L2([−π,π])의 정규직교 기저를 이룹니다.







따라서 이번에는 진동수 집합 ℤ가 무한하며, 우리는 다음을 얻습니다




	
	f(x)=∑nf^(n)exp(inx)거의 모든 곳에서
	





여기서 계수 f^(n)은 ∑n|f^(n)|2<∞을 만족합니다. 진동수 집합이 ℤ로 색인되므로, 색인이 n∈ℤ라는 사실을 반영하여 우리는 이를  푸리에 급수라고 부릅니다.





연습문제 14.3.12.


다시 한 번 보이십시오




	
	f^(0)=12π∫[−π,π]f(x)dx.
	
















14.4 요약, 그리고 또 다른 예고편


우리는 다음 표에서 푸리에 해석의 다양한 유형들을 요약합니다.




	
	유형물리 변수주파수 변수기저 함수이진{±1}n부분집합S⊆{1,…,n}∏s∈Sxs유한군Zξ∈Z,의 선택⋅e(ξ⋅x)푸리에 급수𝕋또는[−π,π]n∈ℤexp(inx)이산ℤ/nℤξ∈ℤ/nℤe(ξx/n)
	





저는 Z=ℤ/nℤ인 네 번째 행을 슬쩍 끼워 넣었는데, 이는 두 번째 행의 특수한 경우이므로 놀랄 필요는 없습니다.




앞으로의 내용을 암시하며, 저는 장 39이 어떻게 시작하는지 힌트를 드리고 싶습니다. 이들 각각은 실제로 G→ℂ의 함수들이 어떤 ”쌍대” G^에 대한 함수 G^→ℂ로 어떻게 표현될 수 있는지에 관한 진술입니다. 그런 의미에서, 우리는 위의 표를 다음과 같이 다시 쓸 수 있습니다:




	
	이름정의역G쌍대G^지표이진{±1}nS⊆{1,…,n}∏s∈Sxs유한군Zξ∈Z^≅Ze(ξ⋅x)푸리에 급수𝕋≅[−π,π]n∈ℤexp(inx)이산ℤ/nℤξ∈ℤ/nℤe(ξx/n)
	





측도를 적분한다는 것이 무엇을 의미하는지 알게 되면, 일반적으로 우리는 많은 서로 다른 정의역 G에 대해 무언가를 말할 수 있음이 밝혀질 것입니다. 이것이 바로 이른바 폰트랴긴 쌍대성이며, 이는 장 39에서 후속 보너스로 다루어집니다.







14.5 Parseval과 그 친구들


여기서는 많은 유명한 이름들을 빠르게 배울 수 있는 재미있는 절입니다. 기본적으로 명제 14.2.1의 세 가지 결과 각각을 우리의 푸리에 해석 맥락(여기서는 힐베르트 공간의 정규직교 기저를 가지고 있습니다)으로 옮겨서 유명한 결과를 얻을 수 있습니다.





따름정리 14.5.1 (Parseval 정리).


Z가 유한 아벨 군일 때, f:Z→ℂ라 합시다. 그러면




	
	∑ξ|f^(ξ)|2=1|Z|∑x∈Z|f(x)|2.
	





마찬가지로, f:[−π,π]→ℂ가 제곱 적분 가능하다면 그 푸리에 급수는 다음을 만족합니다




	
	∑n|f^(n)|2=12π∫[−π,π]|f(x)|2dx.
	











증명.


⟨f,f⟩는 계수들의 제곱합과 같음을 기억하십시오. ∎






따름정리 14.5.2 (푸리에 반전 공식).


Z가 유한 아벨 군일 때, f:Z→ℂ라 합시다. 그러면




	
	f^(ξ)=1|Z|∑x∈Zf(x)eξ(x)¯.
	





마찬가지로, f:[−π,π]→ℂ가 제곱 적분 가능하다면 그 푸리에 급수는 다음과 같이 주어집니다




	
	f^(n)=12π∫[−π,π]f(x)exp(−inx)dx.
	











증명.


정규직교 기저 (eξ)ξ에서 f에서의 eξ의 계수는 ⟨f,eξ⟩임을 기억하십시오. ∎






질문 14.5.3.


위에서 ξ=0일 때는 어떻게 됩니까?








따름정리 14.5.4 (Plancherel 정리).


Z가 유한 아벨 군일 때, f:Z→ℂ라 합시다. 그러면




	
	⟨f,g⟩=∑ξ∈Zf^(ξ)g^(ξ)¯.
	





마찬가지로, f:[−π,π]→ℂ가 제곱 적분 가능하다면




	
	⟨f,g⟩=∑nf^(n)g^(n)¯.
	












질문 14.5.5.


(이전처럼) 한 줄로 이것을 증명하십시오.










14.6 응용: 바젤 문제


L2([−π,π]) 위의 푸리에 해석에 관한 재미있는 응용 하나는, 약간의 미적분학을 기꺼이 사용하려고만 한다면 그렇지 않으면 계산하기 어려운 몇몇 합을 얻을 수 있다는 것입니다.




여기 고전적인 예시가 있습니다:





정리 14.6.1 (바젤 문제).


다음이 성립합니다




	
	∑n≥11n2=π26.
	











증명은 확실히 제곱 적분 가능한 항등 함수 f(x)=x를 고려하는 것입니다. 그러면 Parseval에 의해 다음을 얻습니다




	
	∑n∈ℤ|f^(n)|2=⟨f,f⟩=12π∫[−π,π]|f(x)|2dx.
	





미적분학 계산을 하면 다음을 얻습니다




	
	12π∫[−π,π]x2dx=π23.
	





한편, 이제 모든 푸리에 계수를 계산해 보겠습니다. 우리는 이미 다음을 얻었습니다




	
	f^(0)=12π∫[−π,π]f(x)dx=12π∫[−π,π]xdx=0.
	





n≠0일 때, 정의에 의해(거창한 표현을 쓰고 싶다면 ”푸리에 반전 공식”에 의해) 다음 공식을 얻습니다




	
	f^(n)
	=⟨f,exp(inx)⟩
	





	
	
	=12π∫[−π,π]x⋅exp(inx)¯dx
	





	
	
	=12π∫[−π,π]xexp(−inx)dx.
	





부정적분은 1n2exp(−inx)(1+inx)와 같으며, 따라서 조금 더 계산하면 다음을 얻습니다




	
	f^(n)=(−1)nni.
	





그러므로




	
	∑n|f^(n)|2=2∑n≥11n2
	





이것이 결과를 함의합니다.







14.7 응용: Arrow의 불가능성 정리


이진 푸리에 해석의 응용으로서, 이제 Arrow의 정리의 한 형태를 증명하겠습니다.




3명의 후보 A, B, C 중에서 투표하는 n명의 유권자를 고려합시다. 각 유권자는 다음과 같이 튜플 vi=(xi,yi,zi)∈{±1}3을 지정합니다:


	•

사람 i가 A를 B보다 앞에 순위 매기면 xi=1이고, 그렇지 않으면 xi=−1입니다.




	•

사람 i가 B를 C보다 앞에 순위 매기면 yi=1이고, 그렇지 않으면 yi=−1입니다.




	•

사람 i가 C를 A보다 앞에 순위 매기면 zi=1이고, 그렇지 않으면 zi=−1입니다.






암묵적으로 우리는 vi에 대해 3!=6가지 가능성만을 고려합니다: 사람들의 투표가 일관성이 있다고(즉, 선호가 추이적이라고) 가정함으로써 xi=yi=zi 형태의 ”역설적인” 투표를 금지합니다.




간결함을 위해 x∙=(x1,…,xn)이라 하고, y∙와 z∙도 비슷하게 정의합시다. 그러면 다음과 같은 투표 메커니즘을 고려할 수 있습니다




	
	f:{±1}n
	→{±1}
	





	
	g:{±1}n
	→{±1}
	





	
	h:{±1}n
	→{±1}
	





다음을 만족시키도록


	•

f(x∙)는 A와 B 사이의 전체 선호이고,




	•

g(y∙)는 B와 C 사이의 전체 선호이며,




	•

h(z∙)는 C와 A 사이의 전체 선호입니다.






전체 선호 (f(x∙),g(y∙),h(z∙)) 자체가 역설적인 상황은 피하고자 합니다.




𝔼f가 모든 2n개의 입력에 걸친 f의 평균값을 나타낸다고 합시다. 𝔼g와 𝔼h도 비슷하게 정의합니다. 우리는 𝔼f=𝔼g=𝔼h=0이라는 가정을 추가할 것인데, 이는 대칭성을 제공합니다(그리고 예컨대 f, g, h가 투표자의 입력을 무시하는 상수 함수일 가능성을 배제합니다). 이를 바탕으로 다음 결과를 증명하겠습니다:





정리 14.7.1 (애로 불가능성 정리).


(f,g,h)가 항상 역설적인 결과를 피하며, 𝔼f=𝔼g=𝔼h=0이라고 가정합시다. 그러면 (f,g,h)는 독재이거나 반독재입니다: 다음을 만족시키는 ”독재자” k가 존재합니다




	
	f(x∙)=±xk,g(y∙)=±yk,h(z∙)=±zk
	





여기서 세 부호가 모두 일치합니다.







보통의 애로 정리와 달리, 우리는 f(+1,…,+1)=+1을 가정하지 않습니다 (따라서 반독재의 가능성이 있습니다).




증명.


투표자들이 각각 3!=6가지 가능한 일관된 투표 중 하나를 무작위로 선택한다고 가정합시다. 문제 14B에서 임의의 함수 f, g, h에 대해 역설적인 결과의 정확한 확률이 다음과 같이 정확히 주어짐이 보여집니다




	
	14+14∑S⊆{1,…,n}(−13)|S|(f^(S)g^(S)+g^(S)h^(S)+h^(S)f^(S)).
	





이 확률(역설적인 결과의 확률)이 0과 같다고 가정합시다. 그러면 다음을 유도합니다




	
	1=∑S⊆{1,…,n}−(−13)|S|(f^(S)g^(S)+g^(S)h^(S)+h^(S)f^(S)).
	





하지만 이제 우리는 단순히 약한 부등식을 사용할 수 있습니다. f^(∅)=𝔼f=0이고 g^와 h^에 대해서도 마찬가지이므로, |S|≥1인 경우로 주의를 제한합니다. 그런 다음 (모든 실수에 대해 성립하는) 유명한 부등식 |ab+bc+ca|≤a2+b2+c2를 결합하여 다음을 이끌어냅니다




	
	1
	=∑S⊆{1,…,n}−(−13)|S|(f^(S)g^(S)+g^(S)h^(S)+h^(S)f^(S))
	





	
	
	≤∑S⊆{1,…,n}(13)|S|(f^(S)2+g^(S)2+h^(S)2)
	





	
	
	≤∑S⊆{1,…,n}(13)1(f^(S)2+g^(S)2+h^(S)2)
	





	
	
	=13(1+1+1)=1.
	





마지막 단계는 파세발 정리에 의합니다. 따라서 모든 부등식은 등호로 성립해야 하며, 특히 f^, g^, h^는 단일 원소 집합에서만 지지되어야 합니다. 즉, 입력에 대해 선형입니다. f, g, h가 ±1 값을 취하므로, f, g, h 각각은 그 자체로 독재자 함수이거나 반독재자 함수입니다. (f,g,h)가 항상 일관되므로, 이는 최종 결과를 함의합니다. ∎








14.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 14A (미적분학 애호가를 위해).


다음을 증명하십시오




	
	∑n≥11n4=π490.
	






힌트. 파세발 정리를 다시 사용하되, 이번에는 f(x)=x2에 대해 사용하십시오.










문제 14B.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

f,g,h:{±1}n→{±1}을 임의의 세 함수라 합시다. 각 i에 대해, 모두 같지는 않다는 제약 조건 하에 (xi,yi,zi)∈{±1}3을 무작위로 선택합니다(따라서 23−2=6가지 가능성 중에서 선택합니다). 다음의 확률이




	
	f(x1,…,xn)=g(y1,…,yn)=h(z1,…,zn)
	





다음 공식으로 주어짐을 증명하십시오




	
	14+14∑S⊆{1,…,n}(−13)|S|(f^(S)g^(S)+g^(S)h^(S)+h^(S)f^(S))
	






힌트. 부울 함수 D:{±1}3→ℝ를 D(a,b,c)=ab+bc+ca로 정의합시다. 각 (a,b,c)에 대해 D(a,b,c)의 값을 써 보십시오. 그런 다음 그 기댓값을 계산하십시오.




풀이. 부울 함수 D:{±1}3→ℝ를 다음과 같이 정의합시다




	
	D(a,b,c)=ab+bc+ca={3a,b,c모두 같은−1a,b,c모두 같지는 않음..
	





따라서 역설적인 결과는 D(f(x∙),g(y∙),h(z∙))=3일 때 발생합니다. 이제 무작위로 선택된 x∙, y∙, z∙에 대해 다음을 계산합니다




	
	𝔼D(f(x∙),g(y∙),h(z∙))
	=𝔼∑S∑T(f^(S)g^(T)+g^(S)h^(T)+h^(S)f^(T))(χS(x∙)χT(y∙))
	





	
	
	=∑S∑T(f^(S)g^(T)+g^(S)h^(T)+h^(S)f^(T))𝔼(χS(x∙)χT(y∙)).
	





이제 다음을 관찰합니다.


	•

S≠T이면 𝔼χS(x∙)χT(y∙)=0인데, 이는 예를 들어 s∈S, s∉T인 경우 xs가 곱의 홀짝성에 양쪽 방향으로 각각 50%의 확률로 영향을 미치며, 곱 안의 다른 변수들과 독립적이기 때문입니다.




	•

반면, S=T라고 합시다. 그러면




	
	χS(x∙)χT(y∙)=∏s∈Sxsys.
	





xsys는 확률 13로 1이고 확률 23로 −1임에 유의하십시오((xs,ys,zs)가 3!=6가지 선택지로부터 균등하게 뽑히며, 이를 나열할 수 있기 때문입니다). 이로부터 |S|에 대한 귀납적 계산을 하면 다음을 얻습니다.




	
	∏s∈Sxsys={+1확률로12(1+(−1/3)|S|)−1확률로12(1−(−1/3)|S|).
	





따라서




	
	𝔼(∏s∈Sxsys)=(−13)|S|.
	










이 모든 것을 종합하면, 이제 다음을 얻습니다.




	
	𝔼D(f(x∙),g(y∙),h(z∙))=∑S(f^(S)g^(S)+g^(S)h^(S)+h^(S)f^(S))(−13)|S|.
	





그러면 다음을 얻습니다.




	
	
	𝔼14(1+D(f(x∙),g(y∙),h(z∙)))
	





	
	=
	14+14∑S(f^(S)g^(S)+g^(S)h^(S)+h^(S)f^(S))(−13)|S|.
	





이를 D의 정의와 비교하면 원하는 결과를 얻습니다.













장 15 쌍대, 수반, 그리고 전치


이 장은 행렬의 전치와 켤레 전치에 대한 기저 없는 해석을 다룹니다.




포스터 따름정리: 실수 계수를 갖는 대칭행렬은 대각화 가능하며 실수 고윳값을 가짐을 보일 것입니다.





15.1 사상의 쌍대


대표적인 예: 아래의 예제입니다.




이제 행렬의 전치로 발전하게 될 개념을 정의해 보겠습니다.





정의 15.1.1.


V와 W를 벡터 공간이라 합시다. T:V→W가 선형 사상이라고 합시다. 그러면 실제로 다음과 같은 사상을 얻습니다




	
	T∨:W∨
	→V∨
	





	
	f
	↦f∘T.
	





이 사상을  쌍대 사상이라고 부릅니다.








예제 15.1.2 (쌍대 사상의 예).


ℝ 위에서 작업합니다. 기저 e1, e2, e3를 갖는 V와 기저 f1, f2를 갖는 W를 생각해 봅시다. 다음과 같다고 합시다




	
	T(e1)
	=f1+2f2
	





	
	T(e2)
	=3f1+4f2
	





	
	T(e3)
	=5f1+6f2.
	





이제 쌍대 기저 e1∨, e2∨, e3∨를 갖는 V∨와 쌍대 기저 f1∨, f2∨를 갖는 W∨를 생각해 봅시다. T∨(f1∨)=f1∨∘T를 계산해 봅시다. 이는 다음과 같이 주어집니다




	
	f1∨(T(ae1+be2+ce3))
	=f1∨((a+3b+5c)f1+(2a+4b+6c)f2)
	





	
	
	=a+3b+5c.
	





따라서 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	T∨(f1∨)=e1∨+3e2∨+5e3∨
	





마찬가지로,




	
	T∨(f2∨)=2e1∨+4e2∨+6e3∨.
	





이는 T∨를 완전히 결정합니다.







T와 T∨의 행렬을 우리의 기저에 대해 쓰면, 이제 다음을 알 수 있습니다.




	
	T=[135246]그리고T∨=[123456].
	





따라서 우리가 선택한 기저에서, 그 행렬들이  전치, 즉 대각선을 기준으로 서로의 거울상임을 알 수 있습니다.




물론 이는 일반적으로도 성립해야 합니다.





정리 15.1.3 (T∨의 전치 해석).


V와 W를 유한 차원 k-벡터 공간이라 하고, e1, …, en을 V의 임의의 기저, f1, …, fm을 W의 임의의 기저라고 합시다. 그러면 임의의 T:V→W에 대해, 다음 두 행렬은 서로 전치입니다:


	•

기저 (ei), (fj)로 표현된 T:V→W의 행렬입니다.




	•

기저 (fj∨), (ei∨)로 표현된 T∨:W∨→V∨의 행렬입니다.












증명.


행렬 T의 (i,j)번째 성분은 T(ej)에서 fi의 계수에 대응하며, 이는 다시 fi∨∘T에서 ej∨의 계수에 대응합니다. ∎





이것의 좋은 점은 T∨의 정의가 기저와 무관하다는 것입니다. 즉, 임의의 선형 사상 T에서 시작하여 원하는 어떤 기저든 선택하더라도, T와 T∨는 여전히 서로 전치가 된다는 뜻입니다.







15.2 (선택) 자연스러운 동형사상 V≅V∨가 없을 때 무엇이 잘못될 수 있는지에 대한 교훈적인 이야기


이 절 이후로는 V와 W가 실제로 내적 공간이라고 가정하겠습니다. 이 선택적인 주의 사항 절은 그 가정이 없을 때 무엇이 잘못되는지 설명하기 위한 것입니다. 하지만 이 절은 상당히 헷갈리고 갈피를 잡기 어려우므로, 이 장의 나머지 부분을 마치고 끝부분의 문제 몇 개(예를 들어 문제 15C)를 풀어본 후에 읽는 것도 좋습니다.




예를 들어 정리 15.1.3만 사용해도 다음을 증명할 수 있는데, 이는 전형적인 고등학교 선형대수 수업에서 가장 중요한 정리 중 하나입니다.





정리 15.2.1 (행 계수 = 열 계수).


어떤 체 k 위의 m×n 행렬 M이 주어져 있습니다. M의 열 계수는 k⊕m에서 M의 n개 열벡터가 생성하는 부분공간의 차원입니다. M의 행 계수는 k⊕n에서 M의 m개 행벡터가 생성하는 부분공간의 차원입니다. 행 계수와 열 계수가 같음을 증명하십시오.







증명.


문제 15B와 문제 15C로 남겨둡니다. 한 가지 접근 방법은 정리 9.7.6와 정리 15.1.3를 결합하는 것입니다. ∎





하지만 ei↦ei∨로 주어지는 비표준적 동형사상 V→V∨를 지나치게 활용하려고 하면 무엇이 잘못될 수 있는지 살펴봅시다. 다음 ”정리”를 생각해 봅시다.


거짓 정리. 어떤 체 k 위의 m×n 행렬 M이 주어져 있습니다. 그러면 M⊤M과 M은 같은 계수를 갖습니다.






이제 이 결과에 대한 가짜 증명을 제시하겠습니다.




거짓 정리에 대한 잘못된 증명.


V=k⊕n, W=k⊕m이라 하고, T:V→W를 M으로 부호화된 선형 사상이라 합시다. 정리 15.1.3에 의해, T∨:W∨→V∨는 M⊤으로 부호화됩니다.




정리 9.7.6에 의해, (V에 대한) 기저 ei와 (W에 대한) 기저 fj로서 서로 다른 기저가 존재하여 다음을 만족합니다.




	
	T(e1)
	=f1,…,T(ek)=fk
	





	
	T(ek+1)
	=⋯=T(en)=0
	





여기서 k=rankT입니다. (계수와 기저체 모두에 문자 k를 사용해서 죄송합니다.) 이 새로운 기저는 어떤 행렬 부호화에도 사용하지 않고, 오직 계수를 계산하는 데에만 사용하겠습니다.




그러면 T∨:W∨→V∨의 정의로부터 다음을 알 수 있습니다.




	
	T∨(f1∨)
	=e1∨,…,T∨(fk∨)=ek∨
	





	
	T∨(fk+1∨)
	=⋯=T∨(fm∨)=0.
	





이제 이것을 우리의 (비표준적인) 동형사상 W→W∨와 결합하면, M⊤M이 합성된 사상 V→V∨에 대한 행렬이 됨을 다음과 같이 얻을 수 있습니다.




	
	e1
	↦f1↦f1∨↦e1∨
	





	
	e2
	↦f2↦f2∨↦e2∨
	





	
	
	⋮
	





	
	ek
	↦fk↦fk∨↦ek∨
	





	
	ek+1
	↦0↦0↦0
	





	
	ek+2
	↦0↦0↦0
	





	
	
	⋮
	





	
	en
	↦0↦0↦0.
	





이 합성된 사상 역시 계수 k를 가짐이 명백한데, e1부터 ek까지의 출력값은 선형독립이고 ek+1부터 en까지의 출력값은 모두 0이기 때문입니다. 따라서 원하는 대로 M⊤M 역시 계수 k를 갖습니다. ∎





괜찮아 보입니까? 하지만 문제 15H에서 보게 되겠지만, 이 정리는 k=ℝ일 때는 실제로 참입니다. 하지만 k=ℂ일 때는 다음 연습문제가 보여주듯이 거짓입니다.





연습문제 15.2.2.


M⊤M이 영행렬이 되는, 복소수 성분을 갖는 영이 아닌 2×2 행렬 M의 예를 들어 거짓 정리에 대한 반례를 찾으십시오.







그렇다면 이 가짜 증명의 오류는 어디에 있을까요? 위에서 주어진 사상




	
	ei↦fi↦fi∨↦ei∨
	





은 T∨∘T(이는 애초에 정의조차 되지 않습니다)가 아니라, 오히려 T∨∘ι∘T이며, 여기서 ι:W→W∨는 우리가 아무것도 알지 못하는 ”임의의” 동형사상입니다. 따라서 행렬로 부호화하면, 우리가 실제로 얻게 되는 행렬은 M⊤NM이며, 여기서 N은 우리가 전혀 통제할 수 없는 임의의 가역행렬입니다.




k=ℝ인 경우에는 다음과 같이 하면 이 증명을 고칠 수 있습니다.


	•

ι를 다음 절에서 정의될 사상 w↦⟨−,w⟩로 선택하여, N이 항등행렬로 부호화되도록 합니다. 그리고




	•

추가로 정리 9.7.6에서 fi가 정규직교이도록 요구하여(이는 가능합니다) ι(fi)=fi∨가 되도록 합니다.






하지만 이는 제 생각에는 상당히 지저분한 증명인데, 이 장이 끝날 무렵에는 문제 15H에 대해 기저에 의존하지 않는 증명을 쓸 수 있는 도구를 갖추게 될 것이기 때문입니다.







15.3 쌍대 공간과의 동일시


하지만 이 장의 나머지 부분에서는 이제 내적을 논의에 끌어들이겠습니다.




앞서 저는 자연스러운 동형사상 V≅V∨가 없다고 불평했습니다. 하지만 사실 내적 형식이 주어지면 실제로 이러한 동일시를 만들 수 있습니다: 즉 모든 선형 사상 ξ:V→k를 벡터 v∈V와 자연스럽게 대응시킬 수 있습니다.




이를 어떻게 할 수 있는지 보기 위해, 우선 V=ℝ3이고 정규직교 기저 e1, e2, e3을 가진다고 합시다. 내적을 사용하여 V→ℝ인 사상을 어떻게 나타낼 수 있을까요? 예를 들어 ξ(e1)=3, ξ(e2)=4, ξ(e3)=5로 ξ∈V∨를 취합시다. 사실 저는 다음과 같이 주장합니다:




	
	ξ(v)=⟨v,3e1+4e2+5e3⟩
	





모든 v에 대하여.





질문 15.3.1.


이를 확인해 보십시오.







그리고 이는 실수의 경우 아름답게 작동합니다.





정리 15.3.2 (실수 내적 형식에 대한 V≅V∨).


V를 유한 차원 실 내적 공간이라 하고 V∨를 그 쌍대 공간이라 하겠습니다. 그러면 사상 V→V∨는 다음과 같이




	
	v↦⟨−,v⟩∈V∨
	





실수 벡터 공간의 동형사상입니다.







증명.


이 사상이 단사이고 전사임을 보이면 충분합니다.


	•

단사: 모든 벡터 v∈V에 대해 ⟨v,v1⟩=⟨v,v2⟩라고 가정합시다. 이는 모든 벡터 v∈V에 대해 ⟨v,v1−v2⟩=0임을 의미합니다. 이는 오직 v1−v2=0일 때만 일어날 수 있습니다; 예를 들어 v=v1−v2로 놓고 양의 정부호성을 사용하십시오.




	•

전사: 정규직교 기저 e1, …en을 취하고, e1∨, …, en∨를 V∨ 위의 쌍대 기저라 합시다. 그러면 e1은 e1∨로 대응되고, 나머지도 마찬가지입니다. ∎










사실 우리는 이미 dimV=dimV∨임을 알고 있으므로 위의 것 중 하나만 증명하면 되었습니다. 개인적인 취향으로는, 단사성의 증명이 더 우아하고 전사성의 증명이 더 깨우침을 준다고 생각하여 둘 다 포함시켰습니다. 따라서


실수 내적 공간 V에 내적 형식이 주어지면, V와 V∨는 표준적으로 동형입니다.






안타깝게도 V가 복소수인 경우에는 일이 어긋나 버립니다. 그 결과는 다음과 같습니다:





정리 15.3.3 (복소수 내적 형식에 대한 V와 V∨의 비교).


V를 유한 차원 복소 내적 공간이라 하고 V∨를 그 쌍대 공간이라 하겠습니다. 그러면 사상 V→V∨는 다음과 같이




	
	v↦⟨−,v⟩∈V∨
	





집합의 전단사입니다.







잠깐, 뭐라고요? 위의 증명은 이 사상이 단사이면서 전사임을 보여주는데, 왜 동형사상이 아닐까요? 그 답은 이것이 선형 사상이 아니라는 것입니다: 형식이 반쌍선형이기 때문에 예를 들어 다음과 같이




	
	iv↦⟨−,iv⟩=−i⟨−,v⟩
	





음의 부호가 도입됩니다! 사실 이는 앞서 정의한 의미에서 반선형 사상입니다.




열정적인 독자라면 대신 동형사상 v↦⟨v,−⟩를 정의하여 이를 고치려 할 수도 있습니다. 하지만 이 또한 실패하는데, 우변이 V∨의 원소조차 아니기 때문입니다: 이는 선형이 아니라 ”반선형”입니다.




그래서 우리는 막다른 길에 이르렀습니다. 다행히도 앞으로는 ”전단사” 결과만 필요하므로, 어쨌든 계속 진행할 수 있습니다. (이를 고치고 싶다면, 문제 15D에서 그 방법을 제시합니다.)







15.4 딸림사상 (켤레 전치)


위에서 본 뒤바뀜의 결과로, 켤레 전치가 실제로 내적 공간에 있어 더 나은 개념임을 보게 될 것입니다: 왜냐하면 이는 쌍대 공간을 전혀 언급하지 않고 오직 내적만을 사용하여 정의할 수 있기 때문입니다.





정의 15.4.1.


V와 W를 유한 차원 내적 공간이라 하고, T:V→W라 하겠습니다. T의  딸림사상(또는  켤레 전치), 즉 T†:W→V는 다음과 같이 정의됩니다: 모든 벡터 w∈W에 대해, T†(w)∈V를 다음을 만족하는 유일한 벡터로 둡니다.




	
	⟨v,T†(w)⟩V=⟨T(v),w⟩W
	





모든 v∈V에 대해.







이 정의에 대한 몇 가지 즉각적인 소견:


	•

우리의 T†는 잘 정의됩니다. 왜냐하면 v↦⟨T(v),w⟩W는 V∨ 안의 어떤 함수이므로, 앞서의 전단사에 의해 어떤 v∈V에 대해 유일하게 ⟨−,v⟩ 꼴이어야 하기 때문입니다.




	•

이 사상 T†는 실제로 선형 사상입니다 (왜 그럴까요?).




	•

이 정의의 장점은 어떤 기저에도, 심지어 V∨에도 의존하지 않는다는 것이며, 그래서 이것이 내적 공간에 대한 ”올바른” 정의입니다.










예제 15.4.2 (수반 사상의 예).


ℂ 위에서 작업하여 켤레가 더 잘 보이도록 하겠습니다. 정규직교 기저 e1, e2, e3을 갖는 V와 정규직교 기저 f1, f2를 갖는 W를 생각해봅시다. 다음과 같이 둡니다




	
	T(e1)
	=if1+2f2
	





	
	T(e2)
	=3f1+4f2
	





	
	T(e3)
	=5f1+6if2.
	





T†(f1)을 계산해봅시다. 이는 다음을 만족하는 유일한 벡터 x∈V입니다




	
	⟨v,x⟩V=⟨T(v),f1⟩W
	





임의의 v∈V에 대해. v=ae1+be2+ce3로 전개하면 위 등식은 다음이 됩니다




	
	⟨ae1+be2+ce3,x⟩V
	=⟨T(ae1+be2+ce3),f1⟩W
	





	
	
	=ia+3b+5c.
	





하지만 x가 두 번째 인자에 있으므로, 이는 사실 우리가 다음을 취하고자 함을 의미합니다




	
	T†(f1)=−ie1+3e2+5e3
	





세스퀴선형성이 i를 켤레화하도록 하기 위해서입니다.







이 패턴은 계속되지만, 진행하려면 기저가 정규직교여야 함을 독자에게 상기시켜 드립니다.





정리 15.4.3 (수반 사상은 켤레 전치이다).


유한 차원 내적 공간 V의 정규직교 기저를 하나 고정합니다. T:V→V를 선형 사상이라 합시다. 이 기저에서 T를 행렬로 쓰면, (같은 기저에서의) 행렬 T†는 T의 행렬의 켤레 전치입니다. 즉, T†의 (i,j)번째 성분은 T의 (j,i)번째 성분의 복소켤레입니다.







증명.


한 줄 버전: v와 w를 기저 원소로 두면, 이는 바로 도출됩니다.




전체 증명: 다음과 같이 둡시다




	
	T=[a11…a1n⋮⋱⋮an1…ann]
	





이 기저 e1, …, en에서. 그러면 w=ei이고 v=ej로 두면 다음을 알 수 있습니다




	
	⟨ei,T†(ej)⟩=⟨T(ei),ej⟩=aji⟹⟨T†(ej),ei⟩=aji¯
	





임의의 i에 대해, 이는 결과를 도출하기에 충분합니다. ∎








15.5 정규 사상의 고윳값


이제 예고한 정리에 도달합니다. T:V→V인 상황으로 제한합시다. 아시다시피, 고유벡터로 이루어진 기저를 고를 수 있고 그 기저가 정규직교이기도 하다면 세상은 매우 아름다운 곳이 될 것입니다. 물론 이는 너무 많은 것을 바라는 것입니다. 정규직교 조건이 없어도, 조르당 표준형은 여전히 대각선 밖에 1을 가질 수 있음을 보았습니다.




하지만 우리의 과욕에 찬 꿈이 정확히 언제 참인지에 대한 완전한 특징 규명이 존재한다는 것이 밝혀집니다.





정의 15.5.1.


선형 사상 T (유한 차원 내적 공간에서 자기 자신으로 가는)가 TT†=T†T를 만족하면  정규라고 합니다.




복소수 T가 T=T†를 만족하면  자기수반이거나  에르미트라고 합니다. 즉, 임의의 정규직교 기저에서 행렬로 나타냈을 때 T가 자기 자신의 켤레 전치라는 것입니다. 실수 T에 대해서는 ”자기수반”, ”에르미트” 또는  대칭이라고 합니다.








정리 15.5.2 (정규 ⇔ 정규직교 기저로 대각화 가능).


V를 유한 차원 복소 내적 공간이라 합시다. 선형 사상 T:V→V가 정규인 것은 고유벡터로 이루어진 정규직교 기저를 고를 수 있는 것과 동치입니다.








연습문제 15.5.3.


그러한 정규직교 기저가 존재하면 T:V→V가 정규임을, 그 기저에서 T를 대각행렬로 씀으로써 보이십시오.








증명.


이는 길기 때문에 첫 독서에서는 생략해도 좋습니다. T가 고유벡터로 이루어진 정규직교 기저를 가지면 이 결과는 즉각적입니다.




이제 T가 정규(normal)라고 가정합니다. 먼저 T가 대각화 가능함을 증명합니다; 이것이 어려운 부분입니다.






주장 15.5.4.


T가 정규이면, r≥1에 대해 kerT=kerTr=kerT†입니다. (여기서 Tr은 T를 r번 적용한 것입니다.)







주장의 증명.


S=T†∘T라 하면, 이는 자기수반입니다. 먼저 S가 에르미트(Hermitian)이고 kerS=kerT임을 주목합니다. 에르미트임을 보이려면, ⟨Sv,w⟩=⟨Tv,Tw⟩=⟨v,Sw⟩임에 주목하십시오. v=w로 두면 또한 kerS⊆kerT가 성립함을 알 수 있으며 (그리고 자명하게 kerT⊆kerS이므로 결과적으로 등식이 성립합니다).




먼저, ⟨Sr(v),Sr−2(v)⟩=⟨Sr−1(v),Sr−1(v)⟩이므로, 귀납법에 의해 r≥1에 대해 kerS=kerSr임을 보일 수 있습니다. 이제 T가 정규이므로 Sr=(T†)r∘Tr이 성립하며, 따라서 다음 포함 관계를 얻습니다




	
	kerT⊆kerTr⊆kerSr=kerS=kerT
	





여기서 마지막 등식은 첫 번째 주장으로부터 따라옵니다. 따라서 실제로 kerT=kerTr입니다.




마지막으로, kerT†와의 등식을 보이기 위해 우리는




	
	⟨Tv,Tv⟩
	=⟨v,T†Tv⟩
	





	
	
	=⟨v,TT†v⟩
	





	
	
	=⟨T†v,T†v⟩.∎
	









이제 주어진 T와 임의의 λ를 고려합니다.





질문 15.5.5.


(T−λid)†=T†−λ¯id임을 보이십시오. 따라서 T가 정규이면 T−λid 또한 정규입니다.







특히, T의 임의의 고윳값 λ에 대해, ker(T−λid)=ker(T−λid)r임을 알 수 있습니다. 이는 T의 모든 조르당 블록(Jordan block)의 크기가 1임을, 즉 T가 실제로 대각화 가능함을 의미합니다. 마지막으로, T와 T†의 고유벡터가 서로 일치하며, 고윳값은 서로 켤레 복소수임을 결론짓습니다.




그럼 이제 T를 대각화합시다. 서로 다른 고윳값을 갖는 T의 고유벡터 v와 w가 있다면 이들이 서로 직교함을 보이기만 하면 됩니다. (여러 번 나타나는 고윳값에 대해서는 그람-슈미트(Gram-Schmidt)를 사용할 수 있습니다.) 이를 보이기 위해, T(v)=λv이고 T(w)=μw라고 가정합시다 (따라서 T†(w)=μ¯w입니다). 그러면




	
	λ⟨v,w⟩=⟨λv,w⟩=⟨Tv,w⟩=⟨v,T†(w)⟩=⟨v,μ¯w⟩=μ⟨v,w⟩.
	





λ≠μ이므로, ⟨v,w⟩=0임을 결론짓습니다. ∎






이는 다음을 쓸 수 있을 뿐만 아니라




	
	T=[λ1……00λ2…0⋮⋮⋱⋮00…λn]
	





나아가 이 행렬과 연관된 기저가 마침 정규직교 벡터들이라는 것도 의미합니다.




따름정리로서:





정리 15.5.6 (에르미트 행렬은 실수 고윳값을 갖습니다).


에르미트 행렬 T는 대각화 가능하며, 그 모든 고윳값은 실수입니다.







증명.


자명하게 에르미트 ⟹ 정규이므로, 고유벡터의 정규직교 기저로 표현합니다. 고윳값이 실수임을 보이려면, T=T†가 모든 i에 대해 λi=λi¯를 의미함에 주목하십시오. ∎








15.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 15A (이중 쌍대).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

V를 유한 차원 벡터 공간이라 합시다. 다음을 증명하십시오




	
	V
	→(V∨)∨
	





	
	v
	↦(ξ↦ξ(v))
	





동형사상을 이룸을. (이것이 중요한 이유는 이 동형사상이 정준적(canonical)이며, 특히 기저의 선택에 의존하지 않기 때문입니다. 그래서 이 결과는 더욱 인상적입니다.)


힌트. V의 기저 e1, …, en을 취하여, 이것이 e1을 기저 (e1∨)∨로 보내는 선형 사상임을 보이는 것만으로 결과를 증명할 수 있습니다.










문제 15B (선형대수학의 기본정리).


T:V→W를 유한 차원 k-벡터 공간 사이의 사상이라 합시다. 다음을 증명하십시오




	
	dimimT=dimimT∨=dimV−dimkerT=dimW−dimkerT∨.
	






힌트. 정리 9.7.6를 사용하면 즉시 성립할 것입니다 (네 개의 값이 정리에서의 k와 같습니다).




풀이. 정리 9.7.6에 의해, V의 기저 e1, …, en과 W의 기저 f1, …, fm을 i≤k에 대해 T(ei)=fi이고 i>k에 대해 T(ei)=0이 되도록 선택할 수 있습니다. 그러면 i≤k에 대해 T∨(fi∨)=ei∨이고 i>k에 대해 T∨(fi∨)=0입니다. 위의 네 값은 모두 k와 같습니다.










문제 15C (행 계수는 열 계수와 같다).


어떤 체 k 위의 m×n 행렬 M이 주어져 있습니다. M의 열 계수는 k⊕m에서 n개의 열벡터가 생성하는 부분공간의 차원입니다. M의 행 계수는 k⊕n에서 m개의 행벡터가 생성하는 부분공간의 차원입니다. 행 계수와 열 계수가 같음을 증명하십시오.


힌트. 이는 사실 앞 문제를 위장한 것에 불과합니다! 행 계수는 dimimT∨이고 열 계수는 dimimT입니다.










문제 15D (복소 켤레 공간).


V=(V,+,⋅)을 복소 벡터 공간이라 합시다. 곱셈만을 바꾸어  복소 켤레 벡터 공간을 정의하고, 이를 V¯=(V,+,∗)로 표기합니다:




	
	c∗v=c¯⋅v.
	





V 위의 임의의 반쌍선형 형식에 대해, V가 유한 차원이면 다음이




	
	V¯
	→V∨
	





	
	v
	↦⟨−,v⟩
	





복소 벡터 공간의 동형사상임을 보이십시오.








문제 15E (T†와 T∨).


V와 W를 실수 내적 공간이라 하고 T:V→W를 선형 사상이라 합시다. 다음 도식이 가환함을 보이십시오:

WVW∨V∨T†≅≅T∨
여기서 동형사상은 v↦⟨−,v⟩입니다. 따라서 실수 내적 공간에서는, T†는 (정리 15.3.2에 의해) 쌍대가 제거된 T∨에 지나지 않습니다.








문제 15F (정규성에 대한 다항식 판정법).


V를 유한 차원 복소 내적 공간이라 하고 T:V→V를 선형 사상이라 하십시오. T가 정규 사상일 필요충분조건이 다음을 만족하는 다항식111여기서 p(T)는 케일리-해밀턴 정리에서와 같은 합성의 의미로 사용합니다. p∈ℂ[t]가 존재하는 것임을 보이십시오:




	
	T†=p(T)
	






힌트. 다항식이 존재한다면 TT†=T†T를 직접 확인하십시오. T가 정규 사상이라면 이를 대각화하십시오.




풀이. 먼저, T∗=p(T)라고 합시다. 그러면 T∗T=p(T)⋅T=T⋅p(T)=TT∗이므로 완료됩니다.

역으로, T가 내적 형식과 양립하는 방식으로 대각화 가능하다고 합시다(V가 유한 차원이므로 이는 성립합니다). 정규직교 기저를 생각합시다. 그러면 T는 주대각선상에 고윳값들을, 그 외 자리에는 0을 가지며, 이를




	
	T=(λ10…00λ2…0⋮⋮⋱⋮00…λn).
	





이 경우, 임의의 다항식 q에 대해 다음이 성립함을 알 수 있습니다




	
	q(T)=(q(λ1)0…00q(λ2)…0⋮⋮⋱⋮00…q(λn)).
	





그리고




	
	T∗=(λ1¯0…00λ2¯…0⋮⋮⋱⋮00…λn¯).
	





따라서 우리는 단순히 모든 i에 대해 q(λi)=λi¯가 되는 다항식 q만 있으면 됩니다. λi가 유한 개이므로, 라그랑주 보간법을 이용하여 이러한 다항식을 구성할 수 있습니다.










문제 15G (행렬의 크로네커 곱).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

크로네커 곱에 대한 다음 두 정의(전자는 수학자의 정의, 후자는 컴퓨터 과학자의 정의) 사이의 동치 관계를 찾으십시오:


	•

A:V1→W1과 B:V2→W2가 ℝ 위의 유한 차원 벡터 공간들의 선형 사상이라고 합시다. 그러면 단순 텐서에 대해 v1⊗v2↦A(v1)⊗B(v2)로 A⊗B:V1⊗V2→W1⊗W2를 정의합니다.




	•

A가 m×n 행렬이고 B가 p×q 행렬이라고 합시다. 그러면 A⊗B는 q×n 행렬 X를 받아 p×m 행렬 BXA⊤를 반환하는 연산자입니다.













문제 15H.


M을 복소수로 이루어진 m×n 행렬이라 합시다. M†M과 M의 계수가 같음을 보이십시오. (기저를 사용하지 않는 증명을 찾아보십시오.)


힌트. 어떤 기저를 선택하는 것도 권장하지 않습니다. 대신, 임의의 사상 T에 대해 ker(T†T)=ker(T)임을 직접 보이십시오. (이것이 차원이 같다는 것보다 더 낫습니다: 핵이 실제로 일치하기 때문입니다.)













부 V 군에 대하여 더 알아보기


	16 군의 작용으로 AIME 문제를 압도적으로 풀어내기

	17 모든 군을 찾으시오

	18 PID 구조 정리






장 16 군의 작용으로 AIME 문제를 압도적으로 풀어내기


1996년 AIME의 다음 문제를 생각해봅시다:


(AIME 1996) 7×7 체커보드의 칸 중 두 개를 노란색으로 칠하고, 나머지는 초록색으로 칠합니다. 두 색칠 방식이 보드 평면 상의 회전으로 서로 얻어질 수 있다면 동치라고 합니다. 서로 동치가 아닌 색칠 방식은 몇 가지나 가능합니까?






여기서 무슨 일이 일어나고 있습니까? X를 보드에 대해 가능한 (492)가지 색칠 방식들의 집합이라고 합시다. ”회전”에 대한 자연스러운 해석은 무엇입니까? 답: 군 ℤ/4ℤ=⟨r∣r4=1⟩이 어떤 방식으로든 이 집합 X에 ”작용”하여, 한 상태 x∈X를 또 다른 상태 r⋅x로 보내는데, 이는 그저 x를 90∘ 회전시킨 것입니다. 직관적으로 말하면, 두 배치가 이 ”작용”에 의해 서로로부터 도달될 수 있다면 같다고 말하는 것입니다.




우리는 군의 작용이라는 개념을 이용해 이 모든 것을 엄밀하게 만들 수 있습니다.





16.1 군의 작용의 정의


대표적인 예: AIME 문제.





정의 16.1.1.


X를 집합, G를 군이라고 합시다.  군의 작용이란 이항 연산 ⋅:G×X→X으로, 이는 g∈G가 x∈X를 g⋅x로 보내도록 합니다. 이는 다음 공리를 만족합니다


	•

임의의 g1,g2∈G 및 모든 x∈X에 대해 (g1g2)⋅x=g1⋅(g2⋅x).




	•

임의의 x∈X에 대해 1G⋅x=x.













예제 16.1.2 (군의 작용의 예시).


G=(G,⋆)를 군이라고 합시다.


	(a)

군 ℤ/4ℤ는 7×7 보드를 노란색 또는 초록색으로 칠하는 방식들의 집합에 작용할 수 있습니다.




	(b)

군 ℤ/4ℤ=⟨r∣r4=1⟩은 xy-평면 ℝ2에 다음과 같이 작용합니다: r⋅(x,y)=(y,−x). 다시 말해, 이는 90∘ 회전입니다.




	(c)

이면군 D2n은 n각형의 꼭짓점들을 칠하는 방식들의 집합에 작용합니다.




	(d)

군 Sn은 치환 σ를 적용함으로써 X={1,2,…,n}에 작용합니다: σ⋅x≔σ(x).




	(e)

군 G는 자기 자신(즉 X=G)에 좌측 곱셈으로 작용할 수 있습니다: g⋅g′≔g⋆g′로 둡니다.













연습문제 16.1.3.


군의 작용은 G에서 SX로 가는 군 준동형사상으로도 동등하게 서술될 수 있음을 보이십시오. 여기서 SX는 X 위의 치환들의 대칭군입니다.










16.2 안정자군과 궤도


대표적인 예: 다시 AIME 문제.




X 위에서의 군 G의 작용이 주어지면, 우리는 X 위에 다음과 같이 동치 관계 ∼을 정의할 수 있습니다: 어떤 g∈G에 대해 x=g⋅y이면 x∼y입니다. 예를 들어, AIME 문제에서 ∼은 ”하나가 다른 하나로부터 회전에 의해 얻어질 수 있다”는 것을 의미합니다.





질문 16.2.1.


이것이 왜 동치 관계입니까?







그렇다면, AIME 문제는 ∼ 아래에서의 동치류의 개수를 구하고자 하는 것입니다. 그러니 이 동치류들에 이름을 붙여봅시다:  궤도. 우리는 보통 궤도를 𝒪로 표기합니다.




늘 그렇듯이, 궤도들은 X를 동치류들로 나눕니다.

[image: 도표]



아주 밀접하게 관련된 개념이 있는데, 다음과 같습니다:





정의 16.2.2.


점 x∈X의  안정화군(stabilizer)은 StabG(x)로 표기하며, x를 고정하는 g∈G의 집합입니다; 다시 말해




	
	StabG(x)≔{g∈G∣g⋅x=x}.
	












예제 16.2.3.


AIME 문제를 다시 생각해봅시다. X는 가능한 상태들의 집합이고 (다시 G=ℤ/4ℤ입니다). x를 마주 보는 두 모서리가 노란색으로 칠해진 배치라고 합시다. 분명히 1G는 x를 고정하며, 180∘ 회전 r2도 마찬가지입니다. 하지만 r과 r3은 x를 보존하지 않으므로, StabG(x)={1,r2}≅ℤ/2ℤ입니다.








질문 16.2.4.


StabG(x)는 왜 G의 부분군입니까?







안정화군이 군이라는 사실을 깨닫고 나면, 저는 개인적으로 “궤도의 크기에 관한 기본 정리”라고 부르는 결과에 이르게 됩니다.





정리 16.2.5 (궤도-안정화군 정리).


𝒪를 궤도라 하고, x∈𝒪를 하나 택합시다. S=StabG(x)를 G의 부분군이라 합시다. 𝒪와 좌잉여류 사이에는 자연스러운 전단사가 존재합니다. 특히,




	
	|𝒪||S|=|G|.
	





특히, 각 x∈𝒪의 안정화 부분군은 크기가 같습니다.







증명.


핵심은 모든 잉여류 gS가 𝒪의 한 원소, 즉 g⋅x를 지정한다는 것입니다. S가 안정화군이라는 사실은 어떤 대표원을 택하는지가 무관함을 함의합니다.




[image: 도표]



|𝒪|개의 잉여류가 각각 크기 |S|로 G를 분할하므로, 두 번째 결과를 얻습니다. ∎








16.3 번사이드 보조정리


이제 이 장의 핵심으로, 궤도의 개수를 세는 방법입니다.





정리 16.3.1 (번사이드 보조정리).


G가 집합 X에 작용한다고 합시다. 이 작용의 궤도 개수는 다음과 같습니다




	
	1|G|∑g∈G|FixPtg|
	





여기서 FixPtg는 g⋅x=x를 만족하는 점 x∈X의 집합입니다.







증명은 매우 올림피아드 취향의 풀이를 가지므로 보너스 문제로 미룹니다. 늘 그렇듯이, 이 보조정리는 실제로는 번사이드가 증명한 것이 아니며, 코시가 먼저 도달했기에 때로는 번사이드의 것이 아닌 보조정리라고 불리기도 합니다. 응용 예시:





예제 16.3.2 (AIME 1996).


7×7 체커판의 칸 중 두 칸을 노란색으로 칠하고, 나머지는 초록색으로 칠합니다. 두 색칠 방식은 판의 평면 상에서 회전을 적용하여 서로 얻을 수 있으면 동치라고 합니다. 서로 동치가 아닌 색칠 방식은 몇 가지입니까? 




G=ℤ/4ℤ가 가능한 색칠 방식 (492)개로 이루어진 집합 X에 작용함을 알고 있습니다. 이제 각 g∈ℤ/4ℤ에 대해 FixPtg를 명시적으로 계산할 수 있습니다.


	•

g=1G이면 모든 색칠이 고정되므로, 그 개수는 (492)=1176입니다.




	•

g=r2이면 g에 의해 고정되는 색칠 방식은 정확히 24가지입니다: 이는 두 칸이 중심을 기준으로 서로 대칭일 때 발생하며, 이는 180∘ 회전 하에서 보존됨을 의미합니다.




	•

g=r 또는 g=r3이면, 고정되는 색칠 방식은 존재하지 않습니다.






|G|=4이므로, 평균은




	
	1176+24+0+04=300.
	












연습문제 16.3.3 (매스카운츠 챕터 타겟 라운드).


원형 회전판이 크기가 같은 일곱 개의 구역으로 나뉘어 있고, 각 구역은 빨간색 또는 파란색으로 칠해져 있습니다. 두 색칠은 하나를 회전시켜 다른 하나를 얻을 수 있으면 같은 것으로 간주합니다. 회전판을 칠하는 방법은 몇 가지입니까? (답: 20)







“실전적” 응용의 예시를 더 보려면 [MAX13]를 참고하십시오.







16.4 원소의 켤레화


대표적인 예: Sn에서 켤레류는 “순환 유형”입니다.




특히 흔한 작용의 유형으로 이른바  켤레화가 있습니다. 우리는 다음과 같이 G가 자기 자신에 작용하도록 합니다:




	
	g:h↦ghg−1.
	





이 정의가 다소 인위적이라고 생각하실 수도 있습니다. 원소 ghg−1가 대체 무슨 의미가 있단 말입니까? 이 정의가 그리 부자연스럽지 않다는 것을 설득해 보겠습니다.





예제 16.4.1 (Sn에서의 켤레화).


G=S5라 하고, π∈S5를 하나 고정합시다. 여기서 질문은 다음과 같습니다: πσπ−1는 σ와 관련이 있습니까? 이를 설명하기 위해, σ∈S5인 완전히 임의의 치환 예시를 하나 적어 보겠습니다.




	
	만약σ=1↦32↦13↦54↦25↦4그렇다면πσπ−1=π(1)↦π(3)π(2)↦π(1)π(3)↦π(5)π(4)↦π(2)π(5)↦π(4)
	





따라서 우리가 고정한 π는 σ의 구조를 사실상 전혀 바꾸지 않습니다: 그것은 단지 1, 2, 3, 4, 5 각 원소를 π(1), π(2), π(3), π(4), π(5)로 “이름만 바꿀” 뿐입니다.







하지만 잠깐, 이렇게 말씀하실 수도 있습니다. 그건 켤레화 아래에서 잘 작동하는 아주 특수한 유형의 군일 뿐이지 않느냐고 말입니다. 이것이 왜 더 일반적으로도 의미가 있는 것입니까? 제가 드릴 수 있는 말씀은 이것입니다: 케일리 정리를 기억하십시오! (이는 문제 1F이었습니다.)




어쨌든, 이제 다음과 같이 정의할 수 있습니다:





정의 16.4.2.


군 G의  켤레류란 켤레화 작용 아래에서의 G의 궤도입니다.







예를 들어, Sn의 켤레류가 무엇인지 살펴봅시다.





예제 16.4.3 (Sn의 켤레류는 순환 유형에 대응됩니다).


직관적으로, 위의 논의는 Sn의 두 원소가 원소들에 어떤 이름이 붙어 있는지와 무관하게 같은 “모양”을 가지면 켤레 관계에 있어야 함을 말해줍니다. 이 “모양”이라는 개념을 엄밀하게 만드는 올바른 방법은 순환 표기법입니다. 예를 들어, 다음과 같은 치환을 생각해 봅시다




	
	σ1=(135)(24)
	





순환 표기법에서 이는 1↦3↦5↦1이고 2↦4↦2임을 의미합니다. 이것은 다음 치환과 켤레 관계에 있습니다




	
	σ2=(123)(45)
	





또는 원소들을 다시 이름 붙이는 다른 어떤 방식이든 마찬가지입니다. 따라서 우리는 σ가 다음과 같은 켤레류를 갖는다고 생각할 수 있습니다.




	
	(−−−)(−−).
	





더 일반적으로, Sn의 두 원소가 켤레 관계에 있는 것은 순환 분해에서 같은 “모양”을 가질 때이고 오직 그때뿐임을 보일 수 있습니다.








질문 16.4.4.


Sn의 켤레류의 개수가 n의 분할의 개수와 같음을 보이십시오.







위 그림을 그린 김에, 다음도 정의해 보겠습니다.





정의 16.4.5.


G를 군이라 합시다. G의  중심은 Z(G)로 표기하며, 모든 g∈G에 대해 xg=gx를 만족하는 원소 x∈G의 집합입니다. 더 간결하게는,




	
	Z(G)≔{x∈G∣gx=xg∀g∈G}.
	











이것이 실제로 G의 부분군임을 확인할 수 있습니다.





질문 16.4.6.


Z(G)는 왜 G의 정규 부분군일까요?








질문 16.4.7.


중심에 속한 원소들의 켤레류는 무엇일까요?







충분히 자주 쓰이므로 명시적으로 짚고 넘어가야 할 자명한 결과가 있습니다.





따름정리 16.4.8 (아벨 군에서의 켤레 관계는 자명합니다).


G가 아벨 군이면, 모든 켤레류의 크기는 1입니다.










16.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 16A (PUMaC 2009 C8).


Taotao는 주황색, 흰색, 검은색 중 하나인 구슬 일곱 개로 이루어진 팔찌를 사려고 합니다. (팔찌는 공간에서 회전하거나 뒤집을 수 있습니다.) 가능한 팔찌의 개수를 구하십시오.


힌트. 번사이드 보조정리(Burnside’s lemma)를 직접 적용하면 198이라는 답을 얻습니다(관련 군은 D14입니다).










문제 16B.


같은 켤레류에 속한 두 원소가 같은 위수를 가짐을 보이십시오.


힌트. 이를 확인하는 방법에는 여러 가지가 있습니다. 하나는 그냥 대수적 조작을 하는 것입니다. 다른 하나는 케일리의 정리(Cayley’s theorem)를 사용하여 G를 대칭군 안에 매장하는 것입니다.










문제 16C.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

번사이드 보조정리(Burnside’s lemma)를 증명하십시오.


힌트. g⋅x=x인 쌍 (g,x)의 개수를 이중으로 셈하십시오.










문제 16D (“류 방정식”).


G를 유한군이라 하겠습니다. 각 g∈G에 대해  중심화군(centralizer) CG(g)={x∈G∣xg=gx}을 정의합니다. 다음을 보이십시오.




	
	|G|=|Z(G)|+∑s∈S|G||CG(s)|
	





여기서 S⊆G는 다음과 같이 정의됩니다: |C|>1인 각 켤레류 C⊆G에 대해, C의 대표원을 하나 골라 S에 추가합니다.








문제 16E (고전적).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

G를 위수 n≥2인 유한군이라 가정하고, p를 n을 나누는 가장 작은 소수라 합니다. H를 G의 부분군이라 하고 |G|/|H|=p라 합니다. H가 G에서 정규부분군임을 보이십시오.


힌트. H가 왼쪽 잉여류 {gH∣g∈G}에 왼쪽 곱셈 h⋅gH=hgH로 작용하게 합시다. 임의의 궤도 𝒪를 생각합시다. 궤도-안정자군 정리에 의해 |𝒪|는 |H|를 나누고 |H|는 n을 나누므로, |𝒪|는 n을 나눕니다. 그러나 잉여류가 p개이므로 |𝒪|≤p입니다. 따라서 𝒪={H}이거나 𝒪가 모든 잉여류를 포함합니다. 후자가 불가능함을 보이고 결론을 내리십시오.




풀이. https://math.stackexchange.com/a/3012179/229197













장 17 모든 군을 찾으시오


다음 문제는 IMO에 출제되지 않기를 바랍니다.


n을 양의 정수라 하고 S={1,…,n}이라 합시다. 다음을 만족하는 모든 함수 f:S×S→S를 찾으시오.


	(a)

모든 x∈S에 대해 f(x,1)=f(1,x)=x입니다.




	(b)

모든 x,y,z∈S에 대해 f(f(x,y),z)=f(x,f(y,z))입니다.




	(c)

모든 x∈S에 대해 f(x,y)=f(y,x)=1을 만족하는 y∈S가 존재합니다.








그럼에도 불구하고, 이 “문제”에 대해 우리가 이루어낸 진전은 놀랍습니다. 이 장에서는 우리가 이루어낸 몇 가지 성과에 대해 이야기해보겠습니다.





17.1 실로우 정리


여기서는 유한군에 대해 우리가 가진 가장 일반적인 결과 중 하나인 유명한 실로우 정리를 소개합니다.





정리 17.1.1 (실로우 정리).


G를 위수가 pnm인 군이라 하고, 여기서 gcd(p,m)=1이며 p는 소수입니다.  실로우 p-부분군이란 위수가 pn인 부분군입니다. np를 G의 실로우 p-부분군의 개수라 합시다. 그러면


	(a)

np≡1(modp)입니다. 특히, np≠0이며 실로우 p-부분군이 존재합니다.




	(b)

np는 m을 나눕니다.




	(c)

임의의 두 실로우 p-부분군은 켤레 부분군입니다(따라서 동형사상입니다).












실로우 정리는 군을 분류하는 데 있어 정말로 막대한 역할을 합니다. 특히, np≡1(modp)와 np∣m이라는 조건은 종종 np의 값을 몇 개의 값으로 좁혀줍니다. 다음은 실로우 정리로부터 따라 나오는 몇 가지 결과입니다.


	•

실로우 p-부분군이 정규부분군인 것은 np=1인 것과 동치입니다.




	•

p<q가 소수일 때, 위수가 pq인 임의의 군 G는 반드시 nq=1이어야 합니다. 왜냐하면 nq≡1(modq)이면서도 nq∣p이기 때문입니다. 따라서 G는 위수가 q인 정규부분군을 가집니다.




	•

임의의 아벨 군은 모든 부분군이 정규부분군이므로, 임의의 아벨 군은 그 위수를 나누는 모든 p에 대해 정확히 하나의 실로우 p-부분군을 가진다는 것이 따라 나옵니다.




	•

p≠q이면, 실로우 p-부분군과 실로우 q-부분군의 교집합은 {1G}뿐입니다. 이는 임의의 두 부분군의 교집합 또한 부분군이며, 라그랑주 정리에 의해 그 위수가 p의 거듭제곱과 q의 거듭제곱을 모두 나누어야 하기 때문입니다. 이는 그 부분군이 자명한 경우에만 가능합니다.









또 다른 “실용적” 응용의 예를 살펴보겠습니다.





명제 17.1.2 (소수의 삼중곱).


|G|=pqr가 서로 다른 소수들의 곱이라면, G는 정규 실로우 부분군을 가져야 합니다.








증명.


일반성을 잃지 않고 p<q<r이라 합시다. np≡1(modp)이고 np|qr이며 순환적으로도 마찬가지임에 주목하고, 모순을 이끌어내기 위해 np,nq,nr>1이라 가정합시다.




nr|pq이므로, nr≥1+r>p,q이기 때문에 nr은 p도 q도 나누지 않으므로 nr=pq입니다. 또한 np≥1+p이고 nq≥1+q입니다. 따라서 우리는 적어도 1+p개의 실로우 p-부분군, 적어도 1+q개의 실로우 q-부분군, 그리고 적어도 pq개의 실로우 r-부분군을 가져야 합니다.




하지만 이 군들은 상당히 배타적입니다.






질문 17.1.3.


np+nq+nr개의 실로우 부분군을 취하고, 이들 중 두 개, 예를 들어 H1과 H2를 생각해 봅시다. H1∩H2가 H1과 H2 둘 다의 부분군임을 확인한 다음 라그랑주 정리를 사용하여 |H1∩H2|=1임을 다음과 같이 보이십시오.







이제 원소가 너무 많다는 것을 주장합니다. 실제로 이 부분군들이 기여하는 항등원이 아닌 원소들을 세어보면 다음을 얻습니다.




	
	np(p−1)+nq(q−1)+nr(r−1)≥(1+p)(p−1)+(1+q)(q−1)+pq(r−1)>pqr
	





이는 G가 가진 것보다 더 많은 원소입니다! ∎









17.2 (선택) 실로우 정리 증명하기


실로우 정리의 증명은 다소 복잡하며, 실제로 여러 증명이 존재합니다. 저는 아래에서 그중 하나를 제시하겠습니다. 이 증명은 군 작용을 광범위하게 사용하므로, 먼저 몇 가지 사실을 상기하고자 합니다. G가 X에 작용한다면,


	•

작용의 궤도들은 X의 분할을 이룹니다.




	•

𝒪가 임의의 궤도라면, 궤도-안정자군 정리는 다음을 말합니다.




	
	|𝒪|=|G|/|StabG(x)|
	





임의의 x∈𝒪에 대해.




	•

특히, 위에서 G가  p-군, 즉 어떤 t에 대해 |G|=pt라고 합시다. 그러면 |𝒪|=1이거나 p가 |𝒪|를 나눕니다. 𝒪={x}인 경우, 정의에 의해 x는 G의 모든 원소의  고정점입니다. 즉 모든 g에 대해 g⋅x=x입니다.






x가 고정점이라고 말할 때, 이는 군의 모든 원소에 의해 고정된다는 것, 즉 궤도의 크기가 정말로 1이라는 것을 의미함에 유의하십시오. 따라서 이는 정말로 강한 조건입니다.





17.2.1 정의


대표적인 예: Sn에서의 켤레.




저는 앞서 원소들의 켤레를 정의했지만, 이제 군에 대해서도 정의할 필요가 있습니다.





정의 17.2.1.


G를 군이라 하고, X를 G의 부분군들의 집합이라고 합시다. 그러면  켤레화는 G가 X에 작용하여 다음을 보내는 작용입니다.




	
	H↦gHg−1={ghg−1∣h∈H}.
	





H와 K가 G의 부분군이고 어떤 g∈G에 대해 H=gKg−1라면 (다시 말해, 이 작용 아래 같은 궤도에 있다면), 우리는 이들을  켤레 부분군이라고 부릅니다.







우리는 어쩌면 켤레 원소들을 ”그렇게 다르다”고 여기지 않기 때문에(예를 들어, 순열군에서), 다음은 놀랍지 않을 것입니다.





질문 17.2.2.


군 G의 임의의 부분군 H에 대해, h↦ghg−1로 정의되는 사상 H→gHg−1가 실제로 동형사상임을 보이십시오. 이는 임의의 두 켤레 부분군이 서로 동형사상임을 함의합니다.








정의 17.2.3.


G의 임의의 부분군 H에 대해 H의  정규화군은 다음과 같이 정의됩니다.




	
	NG(H)≔{g∈G∣gHg−1=H}.
	





다시 말해, 이는 켤레화 작용 아래에서 H의 안정자군입니다.







이제 증명을 제시할 준비가 되었습니다.







17.2.2 1단계: 실로우 p-부분군이 존재함을 증명하기


다음은 일종의 확률론적 방법과 비슷합니다. 크기 pn인 모든 부분집합의 집합 X를 한꺼번에 고려함으로써, 우리는 다음과 같은 ”심오한 수론적 사실”을 활용할 수 있습니다.




	
	|X|=(pnmpn)≢0(modp).
	





(사실 그렇게 심오하지는 않습니다: 뤼카의 정리를 사용하십시오.)




증명은 다음과 같습니다.


	•

G가 g⋅S≔{gs∣s∈S}로 X에 작용하도록 합시다.




	•

크기가 p로 나누어떨어지지 않는 궤도 𝒪를 잡습니다. (이는 우리의 심오한 정수론적 사실 덕분에 가능합니다. |X|가 mod p로 0이 아니고 궤도들이 X를 분할하므로, 주장된 궤도가 존재해야 합니다.)




	•

S∈𝒪, H=StabG(S)라고 합시다. 그러면 궤도-안정자군 정리에 의해 pn이 |H|를 나눕니다.




	•

두 번째 작용을 생각해봅시다: H가 h⋅s≔hs로 S에 작용하도록 합시다 (H=StabG(S)이므로 hs∈S임을 알고 있습니다).




	•

StabH(s)={1H}임을 관찰하십시오. 그러면 두 번째 작용의 모든 궤도는 크기가 |H|이어야 합니다. 따라서 |H|는 |S|=pn을 나눕니다.




	•

이는 |H|=pn임을 의미하며, 이로써 증명이 끝납니다.












17.2.3 2단계: 임의의 두 실로우 p-부분군은 켤레입니다


P가 실로우 p-부분군이고 Q가 p-군일 때, Q⊆gPg−1임을 증명합니다. Q 또한 실로우 p-부분군이라면, 크기상의 이유로 Q=gPg−1가 됨에 주목하십시오; 이는 임의의 두 실로우 부분군이 실제로 켤레임을 의미합니다.




Q가 왼쪽 곱셈으로 P의 왼쪽 잉여류들의 집합에 작용하도록 합시다. 다음을 주목하십시오


	•

Q는 p-군이므로, 임의의 궤도는 크기가 1이 아닌 한 p로 나누어떨어집니다.




	•

그러나 왼쪽 잉여류의 개수는 m이며, 이는 p로 나누어떨어지지 않습니다.






따라서 어떤 잉여류 gP는 모든 q에 대해 고정점이 되며, 이는 모든 q에 대해 qgP=gP임을 의미합니다. 이는 모든 q∈Q에 대해 qg∈gP임과 동치이므로, 원하는 대로 Q⊆gPg−1입니다.







17.2.4 3단계: np≡1(modp) 보이기


𝒮가 모든 실로우 p-부분군의 집합을 나타내도록 합시다. 첫 번째 단계에 의해, 어떤 P∈𝒮가 존재합니다.





질문 17.2.4.


|𝒮|가 왜 np와 같습니까? (다시 말해, 깨어 있습니까?)







이제 증명을 진행할 수 있습니다. P가 켤레작용으로 𝒮에 작용하도록 합시다. 그러면:


	•

P가 p-군이므로, 이 작용의 궤도들은 크기가 {p0,p1,p2,…} 안에 있습니다. 특히, 고정점의 개수는 mod p로 np(modp)와 같습니다.




	•

이제 P가 이 작용의 유일한 고정점임을 주장합니다.




	•

Q를 임의의 다른 고정점이라 합시다, 즉 임의의 x∈P에 대해 xQx−1=Q입니다.




	•

정규화군 NG(Q)={g∈G∣gQg−1=Q}를 정의합니다. 이는 P와 Q를 모두 포함합니다.




	•

이제 놀라운 부분입니다: NG(Q)에 2단계를 적용합니다. P와 Q가 이것의 실로우 p-부분군이므로, 이들은 켤레여야 합니다.




	•

따라서 원하는 대로 P=Q입니다.












17.2.5 4단계: np는 m을 나눕니다


np≡1(modp)이므로, np가 |G|를 나눔을 보이면 충분합니다. G가 켤레작용으로 모든 실로우 p-군의 집합에 작용하도록 합시다. 2단계에 의하면 이 작용은 오직 하나의 궤도만을 가지므로, 궤도-안정자군 정리에 의해 np가 |G|를 나눕니다.









17.3 (선택) 단순군과 Jordan-Hölder


대표적인 예: ℤ/12ℤ의 분해는 1⊴ℤ/2ℤ⊴ℤ/4ℤ⊴ℤ/12ℤ입니다.




모든 정수가 소수의 곱으로 분해되는 것처럼, 모든 군도 “기본적인” 군의 곱으로 분해해 볼 수 있습니다. 몫군에 대한 아이디어로 무장하면, 올바른 개념은 다음과 같습니다.





정의 17.3.1.


단순군이란 자기 자신과 자명군 외에는 정규 부분군을 갖지 않는 군입니다.








질문 17.3.2.


어떤 n에 대해 ℤ/nℤ이 단순군입니까? (힌트: ℤ/nℤ이 아벨 군임을 기억하십시오.)







그다음 “군을 분해한다”는 것이 무엇을 의미하는지 정의해 볼 수 있습니다.





정의 17.3.3.


군 G의  조성열이란 다음을 만족하는 부분군 H0, H1, …, Hn의 수열입니다




	
	{1}=H0⊴H1⊴H2⊴…⊴Hn=G
	





최대 길이입니다(즉 n이 가능한 한 크지만, 모든 Hi는 물론 서로 다릅니다).  조성 인자는 H1/H0, H2/H1, …, Hn/Hn−1 군들입니다.







“최대성” 조건이 조성인자가 모두 단순군임을 함의한다는 것을 보일 수 있습니다.




두 조성열이 (순열을 제외하고) 같은 조성 인자를 가지면 동치라고 합시다; 특히 이 경우 길이도 같습니다. 그러면 다음 정리가 실제로 참이라는 것이 밝혀집니다.





정리 17.3.4 (Jordan-Hölder).


모든 유한군 G는 동치를 제외하면 유일한 조성열을 가집니다.








예제 17.3.5 (n=12일 때의 산술의 기본 정리).


군 ℤ/12ℤ를 생각해 봅시다. 가능한 조성열이 다음과 같음을 확인하는 것은 어렵지 않습니다




	
	{1}⊴ℤ/2ℤ⊴ℤ/4ℤ⊴ℤ/12ℤ
	인자가 ℤ/2ℤ, ℤ/2ℤ, ℤ/3ℤ인
	





	
	{1}⊴ℤ/2ℤ⊴ℤ/6ℤ⊴ℤ/12ℤ
	인자 ℤ/2ℤ, ℤ/3ℤ, ℤ/2ℤ를 가지며
	





	
	{1}⊴ℤ/3ℤ⊴ℤ/6ℤ⊴ℤ/12ℤ
	인자가 ℤ/3ℤ, ℤ/2ℤ, ℤ/2ℤ인.
	





이는 인수분해 12=22⋅3에 대응됩니다.







이는 모든 유한군이 어떤 의미에서 단순군의 “곱”이므로, 모든 유한 단순군을 분류하는 것이 큰 진전이 될 것임을 시사합니다. 유일한 문제는 구성 요소로부터 군을 만드는 방법이 여러 가지라는 것입니다.




놀랍게도, 우리는 실제로 단순군의 전체 목록을 가지고 있지만, 그 목록은 정말로 기이합니다. 모든 유한 단순군은 다음 범주 중 하나에 속합니다:


	•

소수 p에 대한 ℤ/pℤ,




	•

n≥5일 때, Sn의 부분군 중 “짝” 순열로 이루어진 것,




	•

리 타입의 단순군(설명하지 않겠습니다), 그리고




	•

어떤 좋은 계열에도 속하지 않는 스물여섯 개의 “산발”군.






산발군 중 가장 큰 두 개는 귀여운 이름을 가지고 있습니다.  베이비 몬스터군의 위수는




	
	241⋅313⋅56⋅72⋅11⋅13⋅17⋅19⋅23⋅31⋅47≈4⋅1033
	





그리고  몬스터군(“ 프렌들리 자이언트”라고도 함)의 위수는




	
	246⋅320⋅59⋅76⋅112⋅133⋅17⋅19⋅23⋅29⋅31⋅41⋅47⋅59⋅71≈8⋅1053.
	





이는 산발군 중 스무 개를 부분몫으로 포함하며(자기 자신 포함), 이 스무 개의 군을 “ 행복한 가족”이라고 부릅니다.




수학은 이상합니다.





질문 17.3.6.


“위수 2의 유한 단순군”이라는 표현이 중복임을 보이십시오. 즉, 위수 2인 군은 항상 유한하면서 동시에 단순군입니다.










17.4 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 17A (코시의 정리).


G를 군이라 하고 p를 |G|를 나누는 소수라 하십시오. G가 위수 p인 원소를 가짐을 증명111코시의 정리는 실로우 정리 없이도 증명할 수 있으며, 실제로 실로우 정리의 대안적 증명을 제공하는 데 종종 사용될 수 있습니다.하십시오.








문제 17B.


G를 유한 단순군이라 하십시오. |G|≠56임을 보이십시오.


힌트. 실로우 2-군과 7-군의 개수를 세고 그것들이 교차하도록 하십시오.




풀이. |G|=56이고 G가 단순군이라고 가정합시다. 실로우 7-부분군을 생각해봅시다; 그 개수가 n7이라면 (G가 단순군이므로) n7>1이고 n7≡1(mod7)이라고 가정할 수 있으므로 n7=8입니다. 이는 G에 위수 7인 원소가 (7−1)⋅8=48개 있음을 의미합니다.

그러나 실로우 2-부분군을 생각해봅시다. 이들은 각각 8개의 원소를 가지며, 따라서 실로우 2-부분군이 정확히 하나 존재한다고 결론지을 수 있습니다. 그 부분군은 정규 부분군이므로, 모순입니다.










문제 17C (엥겔의 PSS?).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

문자 a와 b로 이루어진 모든 단어의 집합을 생각해봅시다. 이러한 단어가 주어졌을 때, 주어진 단어의 어느 위치에나 www 형태의 단어(여기서 w는 하나의 단어)를 삽입하거나 그러한 수열을 단어에서 삭제함으로써 단어를 변형할 수 있습니다. 단어 ab를 단어 ba로 바꿀 수 있습니까?


힌트. 모든 원소의 위수가 3인 비아벨 군을 구성하십시오.




풀이. 한 가지 예시는 𝔽3에 성분을 가지는, 다음과 같은 형태의 3×3 행렬들로 이루어진 군입니다: [1xy1z1].










문제 17D.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

p를 소수라 하고 G가 위수가 p의 거듭제곱인 단순군이라고 합시다. G≅ℤ/pℤ임을 보이십시오.





힌트. 먼저, G가 아벨 군이면 자명합니다. 그렇지 않다면, Z(G)를 이 군의 중심이라고 합시다. 이는 항상 G의 정규 부분군입니다. 켤레 작용을 통한 mod p 논법을 사용하십시오 (또는 류 방정식을 사용하십시오).




풀이. G를 앞서 언급한 군이라 하십시오. G가 아벨 군이면 모든 부분군이 정규 부분군이 되고, G가 단순군이므로 G는 어떠한 부분군도 가질 수 없습니다. 위수 p인 원소를 명백히 찾을 수 있으므로, G는 위수 p인 부분군을 가지며, 이는 n=1인 경우에만 일어날 수 있으므로, G≅ℤ/pℤ입니다.

따라서 G가 아벨 군이 될 수 없음을 보이는 것으로 충분합니다. 이를 위해 유군방정식을 사용할 수도 있지만, 그 대신 직접 해보겠습니다:

그렇지 않다고 가정하고, Z(G)={g∈G∣xg=gx∀x∈G}를 그 군의 중심이라고 하겠습니다. Z(G)가 G에서 정규부분군이고 G가 단순군이므로, Z(G)={1G}임을 알 수 있습니다. 하지만 이제 G가 켤레작용 g⋅x=gxg−1을 통해 자기 자신에 작용한다고 하겠습니다. 이는 G를 𝒪0={1G}, 𝒪1, 𝒪2, …와 같은 여러 궤도로 나누며, 정의상 1G만이 유일한 고정점이므로 다른 모든 궤도는 크기가 1보다 큽니다. 궤도-안정자군 정리에 따르면 이제 각 궤도의 크기는 pn을 나누므로, 그 크기는 모두 p로 나눈 나머지가 0이어야 합니다.

그런데 G를 분할하는 모든 궤도에 걸쳐 합을 구하면 |G|≡1(modp)를 얻게 되는데, 이는 모순입니다.










문제 17E (Athemath Community-Building Event #1, Fall 2022).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

군 작용 ⋅은 군 G가 집합 X에 대해 하는 작용으로서, 다음과 같다고 합니다.


	•

추이적이라 함은, 모든 x1,x2∈X에 대해 어떤 g가 존재하여 g⋅x1=x2가 성립하는 것을 말합니다;




	•

충실이라 함은, g∈G 중에서 g⋅x=x가 모든 x∈X에 대해 성립하는 유일한 원소가 g=1G인 경우를 말합니다. 다시 말해, 전체 집합 X에 자명하게 작용하는 유일한 원소는 G의 항등원입니다.






6개 원소로 이루어진 집합에 대한 S5의 충실한 추이적 작용이 존재합니까?


풀이. 이 문제를 추가했을 때 어떤 풀이를 염두에 두었는지 기억이 나지 않습니다. https://github.com/vEnhance/napkin/pull/268#issuecomment-2767676253에 더 기술적인 풀이가 설명되어 있지만, 제가 원래 생각했던 것은 아닌 것 같습니다.













장 18 PID 구조 정리


이 장의 요지는 유한 생성 아벨 군에 대한 분류 정리를 다루는 것입니다. 이는 오래 걸리지 않으므로, 원하신다면 첫 번째 절만 읽고 넘어가셔도 됩니다.




하지만 이왕 여기까지 온 김에, 훨씬 더 일반적인 구조 정리의 특수한 경우로서 그 결과를 서술하겠습니다. 그 따름정리들은 다음을 포함합니다


	•

모든 유한 차원 벡터 공간은 k⊕n입니다.




	•

유한 생성 아벨 군에 대한 분류 정리,




	•

앞서 나온 행렬의 조르당 분해,




	•

행렬의 또 다른 표준형인 ”프로베니우스 표준형”,










18.1 유한 생성 아벨 군



비고 18.1.1.


이어지는 내용에서 아벨 군에 관해 이야기하겠지만, 사실 이러한 구조를 이해하는 도덕적으로 올바른 방법은 이를 ℤ-가군으로 보는 것입니다.








정의 18.1.2.


아벨 군 G=(G,+)가 ℤ-가군으로서 유한 생성이면  유한 생성이라고 합니다. (즉, 유한 개의 원소 모임 b1,…,bm∈G가 존재하여, 모든 x∈G가 어떤 c1,…,cm∈ℤ에 대해 c1b1+⋯+cmbm의 형태로 쓰일 수 있음을 의미합니다.)








예제 18.1.3 (유한 생성 아벨 군의 예시).



	(a)

ℤ는 (1에 의해) 유한 생성됩니다.




	(b)

ℤ/nℤ은 (1에 의해) 유한 생성됩니다.




	(c)

ℤ⊕2는 (두 원소 (1,0)과 (0,1)에 의해) 유한 생성됩니다.




	(d)

ℤ⊕3⊕ℤ/9ℤ⊕ℤ/2016ℤ은 다섯 개의 원소에 의해 유한 생성됩니다.




	(e)

ℤ/3ℤ⊕ℤ/5ℤ는 두 개의 원소에 의해 유한 생성됩니다.













연습문제 18.1.4.


사실 ℤ/3ℤ⊕ℤ/5ℤ는 하나의 원소에 의해 생성됩니다. 그것은 무엇일까요?







이 예시들이 그다지 다양하지 않다는 것을 눈치채셨을지도 모릅니다. 그 이유는 이것들이 실제로 유일한 예시들이기 때문입니다:





정리 18.1.5 (유한 생성 아벨 군의 기본 정리).


G를 유한 생성 아벨 군이라고 합시다. 그러면 다음을 만족하는 정수 r과 소수의 거듭제곱 q1, …, qm(반드시 서로 다를 필요는 없음)이 존재합니다




	
	G≅ℤ⊕r⊕ℤ/q1ℤ⊕ℤ/q2ℤ⊕⋯⊕ℤ/qmℤ.
	





이 분해는 ℤ/qiℤ들의 순열을 제외하면 유일합니다.








정의 18.1.6.


유한 생성 아벨 군 G의  계수란 위의 정수 r을 말합니다.







이제 이 정리를 증명할 수도 있지만, 전체 구조 정리를 서술하고 증명하여 정공법으로 나아가는 것이 더 흥미롭습니다.







18.2 환론의 몇 가지 선행 지식


대표적인 예: R=ℤ.




주요 정리를 서술하기 전에, ℤ와 매우 비슷하게 행동하는 UFD에 대한 몇 가지 용어를 정의해야 합니다:


R=ℤ인 경우에 대한 직관은 기본적으로 그대로 이어집니다.



소 아이디얼을 다룰 필요조차 없으며, 대신 원소를 인수분해할 수 있습니다.





정의 18.2.1.


R이 UFD라면, (p)가 소 아이디얼이고 p≠0일 때 p∈R을  소원소라고 합니다. UFD의 경우 이는 다음과 동치입니다: p=xy이면 x 또는 y 중 하나는 단원입니다.







그러므로 예를 들어 ℤ에서 소원소의 집합은 {±2,±3,±5,…}입니다. 이제 R이 UFD이므로, 모든 원소 r은 소원소들의 곱으로 인수분해됩니다




	
	r=up1e1p2e2…pmem
	









정의 18.2.2.


어떤 r′∈R에 대해 s=r′r이면 r이 s를  나눈다고 합니다. 이는 r∣s로 표기합니다.








예제 18.2.3 (ℤ에서의 나눗셈).


수 0은 ℤ의 모든 원소로 나누어집니다. 그 외의 나눗셈은 예상한 대로입니다.








질문 18.2.4.


r에서 각 소원소의 지수가 s에서의 대응하는 지수보다 작거나 같을 때, 그리고 오직 그때만 r∣s임을 보이십시오.







이제 관심 있는 경우는 R이 PID인, 훨씬 더 강한 경우입니다:





명제 18.2.5 (PID는 뇌터 UFD입니다).


R이 PID이면, 이는 뇌터 환이며 또한 UFD입니다.







증명.


R이 뇌터라는 사실은 자명합니다. R이 UFD임을 보이기 위해서는 ℤ에 대한 증명을 본질적으로 반복하며, (a,b)가 주 아이디얼이라는 사실을 이용해 gcd(a,b)를 추출합니다. ∎





이 경우, 원소에 대한 중국인의 나머지 정리를 가집니다.





정리 18.2.6 (환에 대한 중국인의 나머지 정리).


m과 n을 서로소인 원소, 즉 (m)+(n)=(1)이라고 하겠습니다. 그러면




	
	R/(mn)≅R/(m)×R/(n).
	











여기서 환의 곱은 예제 4.3.8에서 정의한 대로입니다.




증명.


이는 일반적인 중국인의 나머지 정리의 증명과 같습니다. 먼저, (m,n)=(1)이므로 어떤 a와 b에 대해 am+bn=1입니다. 그러면 다음과 같은 사상을 가집니다




	
	R/(m)×R/(n)→R/(mn) 에 의해(r,s)↦r⋅bn+s⋅am.
	





이 사상이 잘 정의되어 있고 환의 동형사상임을 확인할 수 있습니다. (근면한 독자는 직접 확인해 보시기 바랍니다.) ∎





마지막으로, 뇌터 R-가군의 개념을 도입해야 합니다.





정의 18.2.7.


R-가군 M은 다음 두 동치 조건 중 하나를 만족하면  뇌터라고 합니다:


	•

M의 부분가군은 오름 사슬 조건을 만족합니다: 즉 M1⊊M2⊊…와 같은 무한 수열의 가군은 존재하지 않습니다.




	•

M의 모든 부분가군은 (M 자신을 포함하여) 유한하게 생성됩니다.












이는 뇌터 환의 개념을 일반화한 것입니다: 뇌터 환 R은 R이 R-가군으로서 뇌터인 환입니다.





질문 18.2.8.


이 두 조건이 동치임을 확인하십시오. (환에 대한 증명을 그대로 따르십시오.)










18.3 구조 정리


우리의 구조 정리는 두 가지 형태를 취합니다:





정리 18.3.1 (구조 정리, 불변량 형식).


R을 PID라 하고 M을 임의의 유한 생성 R-가군이라 합시다. 그러면




	
	M≅⨁i=1mR/(si)
	





어떤 si(0일 수도 있음)에 대해 s1∣s2∣…∣sm을 만족합니다.








따름정리 18.3.2 (구조 정리, 준소 형식).


R을 PID라 하고 M을 임의의 유한 생성 R-가군이라 합시다. 그러면




	
	M≅R⊕r⊕R/(q1)⊕R/(q2)⊕⋯⊕R/(qm)
	





여기서 qi=piei이며, 어떤 소원소 pi와 정수 ei≥1에 대해 성립합니다.







따름정리의 증명.


(R이 UFD이므로) 각 si를 소인수로 분해한 다음, 중국인의 나머지 정리를 사용합니다. ∎






비고 18.3.3.


두 정리 모두에서 그 분해는 합산항들의 순열을 제외하면 유일합니다.










18.4 자유 R-가군 사이의 사상으로의 환원



정의 18.4.1.


자유 R-가군이란 R⊕n 꼴의 가군을 말합니다(더 일반적으로는, 무한 기저를 허용하기 위해 어떤 첨수 집합 I에 대한 ⨁IR).







구조 정리의 증명은 두 가지 주요 단계로 진행됩니다. 먼저, 문제를 자유 R-가군 R⊕d가 관여하는 선형대수 문제로 환원합니다. 이것이 끝나면, 그저 행렬을 다루기만 하면 되는데, 이는 다음 절에서 다룹니다.




M이 d개의 원소로 유한 생성된다고 합시다. 그러면 다음과 같은 전사 R-가군 사상이 존재합니다




	
	R⊕d↠M
	





R⊕d의 기저에 대한 상이 M의 생성원인 사상을 생각합니다. K를 그 핵이라 합니다.




우리는 K 역시 유한 생성임을 주장합니다. 이를 위해 다음을 증명합니다





보조정리 18.4.2 (뇌터 가군의 직합은 뇌터 가군이다).


M과 N을 두 뇌터 R-가군이라 합시다. 그러면 직합 M⊕N 역시 뇌터 R-가군입니다.







증명.


L⊆M⊕N이면 L이 유한 생성임을 보이는 것으로 충분합니다. 한 가지 추측은 L=P⊕Q인데, 여기서 P와 Q는 L을 M과 N으로 사영한 것입니다. 안타깝게도 이는 거짓입니다(M=N=ℤ이고 L={(n,n)∣n∈ℤ}인 경우를 생각해 보십시오), 따라서 우리는 더 조심해야 합니다.




다음 부분가군들을 생각해 봅시다




	
	A
	={x∈M∣(x,0)∈L}⊆M
	





	
	B
	={y∈N∣∃x∈M:(x,y)∈L}⊆N.
	





(A와 B에 대한 비대칭성에 주목하십시오: 그렇지 않으면 증명이 성립하지 않습니다.) 그러면 A는 a1, …, ak에 의해 유한 생성되고, B는 b1, …, bℓ에 의해 유한 생성됩니다. xi=(ai,0)이라 하고 yi=(∗,bi)를 L의 원소라 합시다(여기서 ∗는 우리가 신경 쓰지 않는 임의의 것입니다). 그러면 xi와 yi가 함께 L을 생성합니다. ∎






질문 18.4.3.


R이 PID일 때 R⊕d가 뇌터 가군임을 이끌어 내십시오.







따라서 K⊆R⊕d는 주장한 대로 유한 생성입니다. 그러므로 우리는 또 다른 전사 사상 R⊕f↠K를 찾을 수 있습니다. 결과적으로, 우리는 다음과 같은 합성을 얻습니다

KR⊕fR⊕dMT
M이 선형 사상 T의 여핵임을 관찰하십시오, 즉 다음이 성립합니다




	
	M≅R⊕d/im(T).
	





따라서 사상 T를 잘 이해하는 것으로 충분합니다.







18.5 준소 형식의 유일성


이 절에서 우리는, M≅R⊕r⊕R/(q1)⊕R/(q2)⊕⋯⊕R/(qm)이면 정수 r과 소수 거듭제곱 qi가 순열을 제외하면 유일함을 증명할 것입니다.




먼저, M이 자유가군인 경우를 고려합니다.





정리 18.5.1 (자유가군의 계수의 유일성).


가환 정역 R에 대해, 자유가군 M이 유한 기저를 가진다면, 다른 모든 기저도 같은 개수의 원소를 가집니다.







정리 9.4.7에서 증명 전략이 체의 경우로 넘어가는 것이라는 점을 한 번 언급한 바 있습니다. 실제로, 우리는 R의 분수체인 체 F로 넘어간 다음, 벡터 공간에 대한 차원 정리를 직접 적용할 것입니다.




증명.


이전과 마찬가지지만, 이번에는 귀류법으로 증명합니다. v1,…,vn이 계수 n인 자유가군 M의 기저이고, w1,…,wm은 m>n을 만족하는 M의 임의의 원소들이라고 가정합니다.




F를 R의 분수체라 하고, R-가군 M≅Rn을 F-벡터 공간 V≅Fn에 매장시킵니다.




그러면 m>n이므로 V의 원소로서 w1,…,wm은 선형종속이며, 이는 모두 0은 아닌 어떤 원소 f1,…,fm∈F가 존재하여 f1w1+⋯+fmwm=0이 성립함을 의미합니다.




분모를 제거함으로써, 모두 0은 아닌 환의 원소 r1,…,rm∈R을 얻을 수 있으며, 이는 r1w1+⋯+rmwm=0을 만족합니다. 이는 w1,…,wm이 M의 기저가 될 수 없음을 의미합니다. ∎





다음으로, 계수 r이 0인 경우를 증명합니다. 이 경우는 다른 전략이 필요하지만, 여전히 적절히 구성된 벡터 공간에 대해 차원 정리를 적용하는 것으로 귀결됩니다.





정리 18.5.2.


R을 PID라 하고, p를 R의 소원이라 하고, 양의 정수 e1,…,em에 대해 M≅R/(pe1)⊕R/(pe2)⊕⋯⊕R/(pem)이라 합시다. 그러면 ei들은 순열까지 감안하면 유일합니다.







직관적으로, 다음 증명이 시도하는 것은 다음과 같습니다:


M의 본질적인 성질로부터 지수 ei를 계산할 수 있다면, 그 지수들은 유일할 수밖에 없습니다.






간단한 경우를 생각해봅시다 — R=ℤ이고 M=ℤ/4ℤ인 경우를 생각해봅시다. 이 가군은 원소가 4개이지만, ℤ/2ℤ⊕ℤ/2ℤ와 같지는 않습니다. 이 경우, 두 가군의 차이는 M에서 원소 1(mod4)에 2를 곱하면 0이 되지 않는 반면, ℤ/2ℤ⊕ℤ/2ℤ의 모든 원소는 2를 곱하면 0이 된다는 사실로 확인할 수 있습니다.




표기의 편의를 위해,





정의 18.5.3.


r∈R과 R-가군 M에 대해, rM={rm∣m∈M}을 정의합니다. (이것이 여전히 R-가군임을 확인하십시오.)







그러면, 위 문단이 말하는 바는 |2M|=2≠1=|2(ℤ/2ℤ⊕ℤ/2ℤ)|이므로 M≇ℤ/2ℤ⊕ℤ/2ℤ라는 것입니다. 다시 말해, 이 경우 2M의 원소 개수를 세는 것만으로 두 가군을 구별하기에 충분합니다.




R=ℤ일 때 M≅R/(pe1)⊕R/(pe2)⊕⋯⊕R/(pem) 형태의 가군에 대해서는, 이는 일반적으로 거의 통합니다 — 다만 pM, p2M, p3M 등의 원소 개수도 고려해야 합니다.




동등하게, 연속적인 몫 M/pM, pM/p2M, p2M/p3M 등의 원소 개수를 고려할 수도 있습니다.





예제 18.5.4.


R=ℤ, p=3, M=ℤ/32ℤ⊕ℤ/35ℤ라 합시다. 그러면:


	•

|M/3M|=9,




	•

|3M/32M|=9,




	•

|32M/33M|=3,




	•

|33M/34M|=3,




	•

|34M/35M|=3,




	•

모든 정수 e≥5에 대해 |3eM/3e+1M|=1입니다.






이것이 어디로 향하는지 이미 알 수 있을 것입니다 — 몫의 크기가 감소할 때마다 소수의 거듭제곱 pei 하나에 대응합니다.







그러나 몫이 무한할 때는 더 이상 이렇게 할 수 없습니다. 하지만 다음을 주목하십시오:





보조정리 18.5.5.


모든 정수 e≥0에 대해, peM/pe+1M은 R/(p)-벡터 공간입니다.







따라서, peM/pe+1M의 원소 개수를 세는 대신, peM/pe+1M을 R/(p)-벡터 공간으로서의 차원을 셉니다 — 정리 9.4.7에 의해, 이는 실제로 가군 M에 본질적인 성질입니다.




정리 18.5.2의 증명.


M≅R/(pe1)⊕R/(pe2)⊕⋯⊕R/(pem)이므로, 다음이 성립함에 유의하십시오.




	
	π(M)≅π(R/(pe1))⊕π(R/(pe2))⊕⋯⊕π(R/(pem))
	





여기서 π(M)=peM/pe+1M이며, e≥0은 임의의 정수입니다.




이는 R/(p)-벡터 공간으로서 다음을 의미합니다.




	
	dimπ(M)=dimπ(R/(pe1))+dimπ(R/(pe2))+⋯+dimπ(R/(pem)).
	








각 항 R/(pei)에 대해, 다음이 성립함에 유의하십시오.




	
	dimpe(R/(pei))/pe+1(R/(pei))={1e<ei0그렇지 않으면.
	





약간의 계산을 통해, 값 ei가 실제로 dimpeM/pe+1M에 의해 순열까지 고려하여 유일하게 결정됨을 알 수 있습니다. ∎





이는 분모의 소수들이 서로 다른 경우로도 쉽게 일반화될 수 있음에 유의하십시오. 왜냐하면 R의 서로 다른 소수 p와 q에 대해, pe(R/(q))/pe+1(R/(q))는 0차원 R/(p)-벡터 공간이기 때문입니다.




마지막으로, 일반적인 경우를 다룹니다.





정리 18.5.6.


M≅R⊕r⊕R/(q1)⊕R/(q2)⊕⋯⊕R/(qm)이면, 정수 r과 소수 거듭제곱 qi들은 순열까지 고려하여 유일합니다.







증명.


위의 두 정리로부터, R⊕r 부분과 R/(q1)⊕R/(q2)⊕⋯⊕R/(qm) 부분이 M으로부터 유일하게 결정됨을 증명하면 충분합니다.




표기의 편의를 위해, r≠0인 r∈R이 존재하여 ra=0을 만족시킬 때 원소 a∈M을  꼬임 원소라고 부릅니다.




그러면,


	•

원소 a∈M의 R⊕r 성분이 영이면, q1q2⋯qm⋅a=0이므로 a는 꼬임 원소입니다.




	•

원소 a∈M의 R⊕r 성분이 영이 아니면, a는 꼬임 원소가 아닙니다.









다시 말해, 모든 꼬임 원소로 이루어진 부분가군은 R⊕r 성분이 영인 원소들의 부분가군과 일치하므로, R/(q1)⊕R/(q2)⊕⋯⊕R/(qm)과 동형입니다.




표기의 편의를 위해, Tor(M)을 M의 모든 꼬임 원소로 이루어진 부분가군이라고 합시다. 그러면 Tor(M)≅R/(q1)⊕R/(q2)⊕⋯⊕R/(qm)이고 M/Tor(M)≅R⊕r이며, 다시 말해 R⊕r 부분과 R/(q1)⊕R/(q2)⊕⋯⊕R/(qm) 부분은 M으로부터 유일하게 결정되므로, 증명이 끝났습니다. ∎








18.6 스미스 표준형


이제 우리의 문제가 선형 사상 T:R⊕m→R⊕n을 연구하는 것으로 환원되었다는 것이 아이디어이며, 이는 일반적인 행렬로 생각할 수 있습니다.




	
	T=[a11…a1m⋮⋱⋮an1…anm]
	





R⊕m의 기저 e1, …, em과 R⊕n의 기저 f1, …, fn에 대해서입니다.




물론, 예상할 수 있듯이 T의 주어진 기저를 바꾸어 T가 더 나은 행렬 형태를 갖도록 하는 것이 가능할 것입니다. 우리는 이미 조르당 형식에서 이를 본 적이 있는데, 그때는 사상 T:V→V가 있었고 기저를 바꾸어 T가 ”거의 대각”이 되도록 했습니다. 이번에는 바꿀 수 있는 기저가 두 세트이므로, 대각 기저, 혹은 그보다 더 나은 것을 얻을 수 있기를 기대해 볼 수 있습니다.




진행하기 전에, 행렬을 어떻게 편집할 수 있을지 생각해 봅시다: 어떤 연산이 허용됩니까? 다음은 몇 가지 예입니다.


	•

행과 열을 바꾸는 것으로, 이는 단순히 기저의 재정렬에 해당합니다.




	•

한 열의 배수를 다른 열에 더하는 것입니다. 예를 들어, 첫 번째 열의 3배를 두 번째 열에 더하면, 이는 기저를 다음으로 바꾸는 것과 동치입니다.




	
	(e1,e2,e3,…,em)↦(e1,e2+3e1,e3,…,em).
	








	•

한 행의 배수를 다른 행에 더하는 것입니다. 첫 번째 행의 3배를 두 번째 행에 더하는 것이 기저를 다음으로 바꾸는 것과 동치임을 알 수 있습니다.




	
	(f1,f2,f3,…,fn)↦(f1−3f2,f2,f3,…,fn).
	










더 일반적으로,


A가 가역 n×n 행렬이면 T를 AT로 바꿀 수 있습니다.



이는 다음을 바꾸는 것에 대응됩니다




	
	(f1,…,fn)↦((FA−1)1,…,(FA−1)n)
	





(“가역” 조건은 후자가 기저임을 보장할 뿐입니다). 여기서 F는 열이 f1,…,fn인 n×n 행렬이고, (FA−1)1은 FA−1의 첫 번째 열을 나타냅니다.




물론 마찬가지로 B가 가역 m×m 행렬일 때 T를 TB로 바꿀 수 있습니다; 이는 다음에 대응됩니다




	
	(e1,…,em)↦((EB)1,…,(EB)m)
	





여기서 E는 열이 e1,…,em인 m×m 행렬입니다.




이 지식으로 무장하여, 이제 다음을 다룰 수 있습니다:





정리 18.6.1 (스미스 표준형).


R을 PID라 합시다. M=R⊕m과 N=R⊕n을 자유 R-가군이라 하고 T:M→N을 선형 사상이라 합시다. k=min{m,n}으로 놓습니다.




그러면 M과 N에 대해 새로운 기저 쌍을 선택하여 T가 대각 성분 s1, s2, …, sk만 가지며 s1∣s2∣…∣sk가 되도록 할 수 있습니다.







따라서 m>n이면, 행렬은 다음 형태를 취해야 합니다




	
	[s1000…00s200…0⋮⋮⋱⋮…⋮000sn…0].
	





m≤n일 때도 마찬가지입니다.





질문 18.6.2.


스미스 표준형이 구조 정리를 함의함을 보이십시오.








비고 18.6.3.


이것이 조르당 표준형의 일반화가 아님에 유의하십시오.


	•

조르당 표준형에서는 사상 T:V→V를 고려합니다; 정의역과 공역이 같으며, 공간 V에 대해 하나의 기저를 고려하고 있음에 유의하십시오.




	•

스미스 표준형에서는 사상 T:M→N이 서로 다른 가군 사이에 있으며, 두 개의 기저 집합(하나는 M에 대해, 하나는 N에 대해)을 선택합니다.













예제 18.6.4 (스미스 표준형의 예).


증명 아이디어의 느낌을 전달하기 위해, ℤ-행렬을 사용한 구체적인 예를 함께 살펴봅시다




	
	[183848143032].
	





모든 성분의 GCD는 2이며, 이에 착안하여 왼쪽 열에 대해 유클리드 호제법을 수행합니다: 첫 번째 행에서 두 번째 행을 빼고, 그다음 두 번째 행에서 첫 번째 행의 세 배를 뺍니다:




	
	[183848143032]↦[4816143032]↦[481626−16].
	





이제 GCD인 2가 나타났으므로, 두 행을 바꾸어 이를 왼쪽 위로 옮긴 다음, 같은 행/열에 있는 모든 성분을 소거합니다; 2가 처음부터 GCD였으므로, 2를 완전히 고립시킬 수 있습니다:




	
	[481626−16]↦[26−164816]↦[26−160−448]↦[2000−448].
	





이로써 문제는 1×2 행렬로 축소됩니다. 그러므로 그곳에도 유클리드 호제법을 다시 적용하기만 하면 됩니다:




	
	[2000−40]↦[200040].
	











이제 남은 일은 이 증명을 임의의 PID에 대해 작동하도록 일반화하는 것뿐입니다. 이를 어떻게 할지는 직관적으로 명확합니다: PID 조건이 대체로 유클리드 호제법을 수행할 수 있게 해 줍니다.





스미스 표준형의 증명.


일반적인 행렬로 시작합니다




	
	T=[a11…a1m⋮⋱⋮an1…anm]
	





우리는 일련의 연산(주어진 기저를 점진적으로 바꾸는 것)을 통해 이 행렬을 스미스 표준형으로 재배열할 수 있음을 보이고자 합니다.




gcd(x,y)를 주 아이디얼 (x,y)의 임의의 생성원으로 정의합니다.






주장 18.6.5 (“유클리드 호제법”).


a와 b가 같은 행 또는 열의 성분이면, 기저를 바꾸어 a를 gcd(a,b)로, b를 다른 무언가로 바꿀 수 있습니다.







증명.


열(column)의 경우만 다룹니다. 가정에 의해 어떤 x,y∈R에 대해 gcd(a,b)=xa+yb입니다. 이제 (UFD에 있으므로) (x,y)=(1)이어야 합니다. 따라서 xu+yv=1을 만족하는 u와 v가 존재합니다. 그러면




	
	[xy−vu][ab]=[gcd(a,b)무언가]
	





원하는 대로 첫 번째 행렬은 가역입니다 (이를 확인해 보십시오!). ∎





s1=(aij)i,j를 모든 성분의 GCD라 합시다. 이제 이 알고리즘을 반복 적용하여 s1이 좌상단에 나타나도록 만들 수 있습니다. 그런 다음 이를 이용해 첫 번째 행과 첫 번째 열의 모든 성분을 소거하여 다음과 같은 행렬에 이릅니다




	
	[s100…00a22′a23′…a2n′0a32′a33′…a3n′⋮⋮⋮⋱⋮0am2′am3′…amn′].
	





이제 이 우하단 (m−1)×(n−1) 행렬에 대해 같은 절차를 반복하고, 이를 계속 진행합니다. 이로써 스미스 표준형(Smith normal form)을 얻습니다. ∎






스미스 표준형을 이용하면 원래 상황에서 다음이 성립합니다




	
	M≅R⊕d/imT
	





그리고 T에 정리를 적용하면 구조 정리의 증명이 완성됩니다.







18.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


이제 우리는 구조 정리를 적용할 수 있습니다!





문제 18A (유한 차원 벡터 공간은 모두 동형이다).


체 k 위의 벡터 공간 V가 유한 생성 집합을 가진다고 합시다. 어떤 n에 대해 V≅k⊕n임을 보이십시오.


힌트. 구조 정리에서 k/(si)∈{0,k}입니다.










문제 18B (프로베니우스 표준형).


T:V→V가 있고, V는 임의의 체 k (반드시 대수적으로 닫혀 있을 필요는 없음) 위의 유한 차원 벡터 공간이라 합시다. T를 다음 형태의 블록들로 이루어진 블록 대각 행렬로 쓸 수 있음을 보이십시오




	
	[000…0∗100…0∗010…0∗⋮⋮⋮⋱⋮⋮000…1∗].
	





(V를 작용 x⋅v=T(v)를 갖는 k[x]-가군으로 간주하십시오.)


힌트. 정리에 의해 어떤 다항식 si들에 대해 V≅⨁ik[x]/(si)입니다. 각 블록을 설명된 형태로 쓰십시오.










문제 18C (조르당 표준형).


T:V→V가 있고, V는 대수적으로 닫힌 임의의 체 k 위의 유한 차원 벡터 공간이라 합시다. T가 조르당 형태로 쓰일 수 있음을 증명하십시오.


힌트. 앞선 증명을 그대로 따라가되, 구조 정리의 다른 형태를 사용하십시오. k[x]가 대수적으로 닫혀 있으므로 각 pi는 일차 인수입니다.










문제 18D.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

서로 동형이 아니지만 단사 준동형사상 G↪H와 H↪G가 존재하는 두 아벨 군 G와 H를 찾으십시오.


힌트. 여기서 구조 정리는 반대 결과를 줍니다: 이는 유한 생성 아벨 군으로는 성립하지 않음을 어느 정도 함의합니다. 그러므로 무한 생성 예시를 찾아보십시오.




풀이. G=ℤ/3ℤ⊕ℤ/9ℤ⊕ℤ/9ℤ⊕ℤ/9ℤ⊕…이고 H=ℤ/9ℤ⊕ℤ/9ℤ⊕ℤ/9ℤ⊕ℤ/9ℤ⊕…라고 합시다. 그러면 사상 G↪H와 H↪G가 존재하지만, 이 군들은 동형이 아닙니다. 예를 들어 G에는 위수가 3인 원소 g∈G가 있는데, g=3g′를 만족하는 g′∈G가 존재하지 않기 때문입니다.










문제 18E.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

A⊆B⊆C가 환이라고 합시다. C가 유한 생성 A-가군이라고 가정합니다. 그렇다면 B도 유한 생성 A-가군이라는 결론이 따라 나옵니까?


힌트. A가 뇌터 환이라는 가정을 추가하면 이 결과가 참일 것 같으니, A가 뇌터 환이 아닌 경우를 택해 문제가 생기는지 찾아보십시오.




풀이. 아닙니다! 다음을 고르십시오




	
	A
	=ℤ[x1,x2,…]
	





	
	B
	=ℤ[x1,x2,…,εx1,εx2,…]
	





	
	C
	=ℤ[x1,x2,…,ε].
	





여기서 ε≠0이지만 ε2=0입니다. A가 뇌터 환이라는 가정을 추가하면 이 결과가 참일 것 같습니다.













부 VI 표현론
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	22 몇 가지 응용






장 19 대수의 표현


19세기에는 아직 “군”이라는 단어가 발명되지 않았으며, 모든 연구는 GL(n) 또는 Sn의 부분집합을 대상으로 이루어졌습니다. 훨씬 나중에서야 군의 추상적 정의, 즉 그 자체로 하나의 대상인 추상 집합 G가 주어졌습니다.




이러한 추상화는 여러 이유로 유용하지만, 구체적인 표현을 다루는 것 또한 종종 유용합니다. 이것이 표현론의 주제입니다. 선형대수학은 추상대수학보다 다루기 쉬우므로, 만약 군 G를 가져와 GL(n) 내의 행렬 집합으로 구체적으로 표현할 수 있다면, 이는 그것들을 연구하기 더 쉽게 만들어 줍니다. 이것이 바로 군의 표현론입니다: 어떻게 군을 가져와 그 원소들을 행렬로 표현할 수 있을까요?





19.1 대수


대표적인 예: k[x1,…,xn]과 k[G].




처음부터 군을 직접 다루기보다는, 이른바 k-대수를 다루는 것이 더 편리할 것입니다. 이 설정은 군의 경우보다 더 자연스럽고 일반적이므로, 일단 대수의 이론을 충분히 잘 전개해두면 군의 경우로 특수화하는 것은 상당히 수월할 것입니다.




구어적으로 말하면,


결합적 k-대수란 그 내부에 k의 복사본을 지니는, 가환적이지 않을 수도 있는 환입니다. 따라서 이는 k-벡터 공간입니다.



정의를 제시하기에 앞서 예시들을 먼저 보이겠습니다:





예제 19.1.1 (k-대수의 예시들).


k를 임의의 체라 하겠습니다. 다음은 k-대수의 예시들입니다:


	(a)

체 k 그 자체.




	(b)

다항식환 k[x1,…,xn].




	(c)

k의 원소들을 성분으로 갖는 n×n 행렬들의 집합으로, 이를 Matn(k)로 표기합니다. 여기서의 곱셈은 가환적이지 않음에 유의하십시오.




	(d)

선형 사상 T:V→V들의 집합 Mat(V)로, 곱셈은 연산자의 합성으로 주어집니다. (여기서 V는 k 위의 어떤 벡터 공간입니다.) 이는 사실상 앞선 예시와 동일합니다.













정의 19.1.2.


k를 체라 하겠습니다.  k-대수 A란 환 준동형사상 k↪A가 갖추어진, 가환적이지 않을 수도 있는 환으로서, 그 상이 바로 “k의 복사본”입니다. (특히 1k↦1A입니다.)




따라서 k를 A의 부분집합으로 간주할 수 있으며, 이때 추가로 각 λ∈k와 a∈A에 대해 λ⋅a=a⋅λ일 것을 요구합니다.




곱셈 연산 또한 가환적이라면, A를  가환 대수라고 합니다.








정의 19.1.3.


동치인 정의로,  k-대수 A란 결합적이고 쌍선형인 곱셈 연산(항등원 1A를 가짐)을 아울러 갖춘 k-벡터 공간입니다. “k의 복사본”은 각 λ∈k에 대해 원소 λ1A를 고려함으로써 얻어집니다 (즉, 벡터 공간 구조를 이용하여 k의 원소들로 항등원을 스칼라배함으로써 얻어집니다).








표기의 남용 19.1.4.


다른 저자들 중에는 A가 결합적이거나 항등원을 가질 것을 요구하지 않는 경우도 있는데, 그들에게는 우리가 방금 정의한 것이 “항등원 1을 갖는 결합 대수”에 해당합니다. 그러나 이는 우리의 목적에 있어 불필요하게 장황합니다.








예제 19.1.5 (군 대수).


군 대수 k[G]란 군 G의 원소들을 기저 원소로 갖는 k-벡터 공간으로서, 두 기저 원소의 곱은 군의 곱셈으로 주어집니다. 예를 들어, G=ℤ/2ℤ={1G,x}라 하겠습니다. 그러면




	
	k[G]={a1G+bx∣a,b∈k}
	





곱셈은 다음과 같이 주어집니다




	
	(a1G+bx)(c1G+dx)=(ac+bd)1G+(bc+ad)x.
	












질문 19.1.6.


k[G]는 언제 가환적일까요?







k[G]라는 예시는 매우 중요한데, (곧 살펴보게 되겠지만) 대수 k[G]의 표현은 군 G 자체의 표현에 대응하기 때문입니다.




이 시점에서 다음을 언급할 가치가 있습니다:





정의 19.1.7.


k-대수 A, B의  준동형사상은 곱셈을 보존하며(즉, T(xy)=T(x)T(y)) 1A를 1B로 보내는 선형 사상 T:A→B입니다. 다시 말해, T는 환으로서의 준동형사상이면서 동시에 벡터 공간으로서의 준동형사상입니다.







예제 4.3.8에서 나온 ”곱환”도 다시 떠올려야 하겠지만, 대수의 경우에는 다른 이름과 표기법을 사용하겠습니다.





정의 19.1.8.


k-대수 A와 B가 주어졌을 때,  직합 A⊕B는 a+b 꼴의 쌍으로 정의되며, 덧셈은 자명한 방식으로 이루어지지만 임의의 a∈A와 b∈B에 대해 ab=0으로 선언합니다.








질문 19.1.9.


1A+1B가 A⊕B의 곱셈 항등원임을 보이십시오.







동등하게, 정의 9.3.1과 예제 4.3.8과 유사하게, 직합 A⊕B를 순서쌍 (a,b)들의 집합으로 정의할 수도 있으며, 이때 곱셈은 (a,b)(a′,b′)=(aa′,bb′)로 정의됩니다. 이 표기법에서는 (1A,1B)가 A⊕B의 곱셈 항등원이 됩니다.







19.2 표현


대표적인 예: k⊕3에 작용하는 k[S3]가 제가 가장 좋아하는 예입니다.





정의 19.2.1.


k-대수 A의  표현( 왼쪽 A-가군이라고도 함)이란 다음과 같습니다:


	(i)

k-벡터 공간 V, 그리고




	(ii)

A가 V에 작용하는 작용 ⋅: 즉, 모든 a∈A에 대해 v∈V를 취하여 작용시켜 a⋅v를 얻을 수 있습니다. 이는 다음과 같은 통상적인 공리들을 만족합니다:


	•

(a+b)⋅v=a⋅v+b⋅v, a⋅(v+w)=a⋅v+a⋅w, 그리고 (ab)⋅v=a⋅(b⋅v).




	•

λ∈k에 대해 λ⋅v=λv. 특히, 1A⋅v=v입니다.


















정의 19.2.2.


A의 작용은 k-대수 준동형사상 ρ:A→Mat(V)가 존재한다는 말로 더 간결하게 서술할 수 있습니다. (즉 a⋅v=ρ(a)(v).) 따라서 A의  표현을 다음과 같은 쌍으로도 정의할 수 있습니다




	
	(V,ρ:A→Mat(V)).
	











이는 n개의 원소를 가진 집합 X에 대한 군 G의 작용이 단지 군 준동형사상 G→Sn에 지나지 않는 것과 완전히 유사합니다. 이러한 관점에서 볼 때, 우리가 실제로 하려는 것은 다음과 같습니다:


A가 대수라면, 우리는 A의 원소들을 행렬로 표현하려는 것입니다.







표기의 남용 19.2.3.


표현이란 벡터 공간 V와 작용 ρ 둘 다로 이루어진 쌍 (V,ρ)이지만, 우리는 종종 이를 그냥 ”V”로 줄여 부르겠습니다. 이는 아마 제가 저지를 최악의 남용 중 하나일 테지만, 다른 모든 사람들도 그렇게 하기에 저는 대중의 반발이 두렵습니다.








표기의 남용 19.2.4.


ρ(a)(v) 대신 그냥 ρ(a)v라고 쓰겠습니다.








예제 19.2.5 (Mat(V)의 표현).



	(a)

A=Mat2(ℝ)라 합시다. 그러면 행렬 a∈A가 그저 a⋅v=ρ(a)(v)=a(v)로 작용하는 표현 (ℝ⊕2,ρ)가 존재합니다.




	(b)

더 일반적으로, 임의의 체 k 위의 벡터 공간 V가 주어졌을 때, a⋅v=ρ(a)(v)=a(v) (여기서 a∈Mat(V))로 정의되는 A=Mat(V)의 자명한 표현이 존재합니다.




행렬의 관점에서 보면: A=Mat(V)라면, A를 그저 V 위의 행렬로 표현할 수 있습니다.




	(c)

A=Mat2(ℝ)의 다른 표현들도 있습니다. 우스운 예시로는 다음과 같이 주어지는 표현 (ℝ⊕4,ρ)가 있습니다




	
	ρ:[abcd]↦[ab00cd0000ab00cd].
	





더 추상적으로, ℝ⊕4를 (ℝ⊕2)⊕(ℝ⊕2)로 보면, 이는 a⋅(v1,v2)=(a⋅v1,a⋅v2)입니다.













예제 19.2.6 (다항식 대수의 표현).



	(a)

A=k라고 합시다. 그러면 k의 표현은 그저 임의의 k-벡터 공간 V입니다.




	(b)

A=k[x]라면, A의 표현 (V,ρ)는 벡터 공간 V에 더해 선형 사상 T∈Mat(V)의 선택(즉 T=ρ(x))에 해당합니다.




	(c)

A=k[x]/(x2)라면 A의 표현 (V,ρ)는 벡터 공간 V에 더해 T2=0을 만족하는 선형 사상 T∈Mat(V)의 선택에 해당합니다.




	(d)

이러한 패턴으로 임의의 ”함수 방정식”을 만들어낼 수 있습니다. 예를 들어 A=k[x,y]/(x2−x+y,y4)라면 V로 A를 표현하는 것은 S2=S−T와 T4=0을 만족하는 가환 연산자 S,T∈Mat(V)를 찾는 것에 해당합니다.













예제 19.2.7 (군의 표현).



	(a)

A=ℝ[S3]라고 합시다. 그러면




	
	V=ℝ⊕3={(x,y,z)∣x,y,z∈ℝ}.
	





다음과 같이 A가 V에 작용하게 할 수 있습니다: 순열 π∈S3이 주어지면, V에서 대응하는 좌표를 치환합니다. 예를 들어




	
	만약π=(12)그러면π⋅(x,y,z)=(y,x,z).
	





이는 좌표를 치환함으로써 선형적으로 확장되어 A가 V에 작용하게 합니다.




행렬의 관점에서 보면, 우리가 하고 있는 것은 S3의 순열들을 k⊕3 위의 치환 행렬로 표현하는 것이며, 예를 들면




	
	(12)↦[010100001].
	








	(b)

더 일반적으로, A=k[G]라고 합시다. 그러면 A의 표현 (V,ρ)는 군 준동형사상 ψ:G→GL(V)에 해당합니다. (특히 ρ(1G)=idV입니다.) 이를 G의  군 표현이라 부릅니다.













예제 19.2.8 (정칙 표현).


임의의 k-대수 A는 그 자신에 대한 표현 (A,ρ)이며, a⋅b=ρ(a)(b)=ab입니다(즉, 곱셈은 A에 의해 주어집니다). 이를  정칙 표현이라 부르며, Reg(A)로 표기합니다.










19.3 직합


대표적인 예: ℝ[S3]를 사용한 예가 가장 좋아 보입니다.





정의 19.3.1.


A를 k-대수라 하고, V=(V,ρV)와 W=(W,ρW)를 A의 두 표현이라고 합시다. 그러면 V⊕W는 표현이며, 그 작용 ρ는 다음과 같이 주어집니다




	
	a⋅(v,w)=(a⋅v,a⋅w).
	





이 표현을 V와 W의  직합이라 부릅니다.








예제 19.3.2.


앞서 우리는 Mat2(ℝ)가 ℝ⊕4에 다음과 같이 작용하게 했습니다




	
	ρ:[abcd]↦[ab00cd0000ab00cd].
	





이는 단지 두 개의 2차원 표현의 직합일 뿐입니다.




ℝ⊕4의 벡터를 (efgh)와 같이 “수평으로 쌓인” ℝ⊕2의 두 벡터로 볼 수도 있으므로, 작용은 다음과 같이 주어집니다




	
	[abcd]⋅(efgh)=(ae+bgaf+bhce+dgcf+dh).
	












비고 19.3.3.


이것이 아마 사람들이 ρV를 함께 표기하지 않고 V만을 표현으로 쓰는 경향이 있는 이유일 것인데, k-대수 A를 Matd(k)의 부분대수에 매장하는 것이 가능하기만 하다면, V는 자명한 k⊕d 표현을 수평으로 m개 쌓은 (k⊕d)⊕m의 부분표현으로 동형적으로 매장될 수 있기 때문입니다.







더 일반적으로, 표현 (V,ρV)와 (W,ρW)가 주어지면 V⊕W의 표현 ρ는 다음과 같은 모습입니다




	
	ρ(a)=[ρV(a)00ρW(a)].
	









예제 19.3.4 (Sn의 표현이 분해됨).


A=ℝ[S3]이 다시 좌표의 치환을 통해 다음에 작용한다고 합시다




	
	V=ℝ⊕3={(x,y,z)∣x,y,z∈ℝ}.
	





두 부분공간을 생각해봅시다.




	
	W1
	={(t,t,t)∣t∈ℝ}
	





	
	W2
	={(x,y,z)∣x+y+z=0}.
	





V=W1⊕W2가 벡터 공간으로서 성립함에 유의하십시오. 그러나 W1과 W2 각각은 부분표현입니다 (A의 작용이 각 Wi를 그대로 보존하기 때문입니다). 따라서 V=W1⊕W2는 표현으로서도 성립합니다.







직합은 대수를 다룰 때도 등장합니다.





명제 19.3.5 (A⊕B의 표현은 VA⊕VB입니다).


A와 B를 k-대수라 합시다. 그러면 A⊕B의 모든 표현은 다음 형태입니다




	
	VA⊕VB
	





여기서 VA와 VB는 각각 A와 B의 표현입니다.








예제 19.3.6.


A=B=Mat2(ℝ)라고 합시다. k-대수 A⊕B의 자명한 표현으로 VA와 VB 두 가지가 있으며, 이는 각각 A와 B의 작용에 대응합니다.




VA와 VB 각각은 ℝ-벡터 공간으로서 ℝ⊕2와 동형입니다.




이 명제가 말하는 바는, a∈A와 b∈B에 대해 (a+b)⋅v=a⋅v+2b⋅v와 같은 방식으로 A와 B의 작용을 ”섞어서” A⊕B의 어떤 표현 V≅ℝ2를 얻을 수는 없다는 것입니다.







증명의 개요.


(V,ρ)를 A⊕B의 표현이라고 합시다. 임의의 v∈V에 대해 ρ(1A+1B)v=ρ(1A)v+ρ(1B)v입니다. 그러면 VA={ρ(1A)v∣v∈V}와 VB={ρ(1B)v∣v∈V}로 놓을 수 있습니다. 이들은 서로소인데, 만약 ρ(1A)v=ρ(1B)v′이라면 ρ(1A)v=ρ(1A1A)v=ρ(1A1B)v′=0V이 되며, 반대쪽도 마찬가지이기 때문입니다. ∎





위의 예시에서, 표현 VA⊕VB를 ℝ4로 본다면, A의 원소가 VA⊕VB의 원소에 작용할 때 벡터의 VB-성분을 0으로 만들게 됩니다.




그러므로 증명의 핵심 아이디어는 다음과 같습니다.


A⊕B의 A 성분과 B 성분을 이용하여 V에 작용시킴으로써, 벡터 공간 V를 성분 VA와 VB로 사영하여 부분표현들을 분리해냅니다.









19.4 기약 표현과 분해불가능 표현


대표적인 예: k[S3]는 두 공간의 합으로 분해됩니다.




표현론의 목표 중 하나는 대수 A의 가능한 모든 표현을 분류하는 것입니다. 이를 해낼 가능성을 가지려면, 다음과 같은 ”사소한” 표현들은 버려두고자 합니다




	
	ρ:[abcd]↦[ab00cd0000ab00cd]
	





대신 ”기약” 표현에 주의를 집중하고자 합니다. 이것이 다음의 동기가 됩니다.





정의 19.4.1.


V를 A의 표현이라고 합시다.  부분표현 W⊆V는 임의의 a∈A와 w∈W에 대해 a⋅w∈W라는 성질을 가지는 부분공간 W입니다. 다시 말해, 이 부분공간은 A의 작용 아래 불변입니다.







따라서 예를 들어 표현 W1, W2에 대해 V=W1⊕W2이면 W1과 W2는 V의 부분표현입니다.





정의 19.4.2.


V가 진부분표현이면서 0이 아닌 부분표현을 가지지 않으면 V는  기약입니다. V=W1⊕W2를 만족하는 진부분표현 W1, W2의 쌍이 존재하지 않으면, V를  분해불가능이라고 합니다.








정의 19.4.3.


간결함을 위해, 대수/군의  기약표현이란 기약 표현을 뜻합니다. (A가 유한 차원일 때, 모든 기약표현은 자동으로 차원이 dimA 이하가 됩니다. 이 교재에서는 dimA가 반드시 유한이지 않은 경우에도 무한 차원 기약표현은 전혀 다루지 않습니다.)








예제 19.4.4 (Sn의 표현이 분해됨).


다시 A=ℝ[S3]로 놓고, 다음에 좌표의 치환을 통해 작용한다고 합시다




	
	V=ℝ⊕3={(x,y,z)∣x,y,z∈ℝ}.
	





다시 두 부분공간을 생각해봅시다




	
	W1
	={(t,t,t)∣t∈ℝ}
	





	
	W2
	={(x,y,z)∣x+y+z=0}.
	





우리가 살펴보았듯이 V=W1⊕W2이고, 따라서 V는 기약이 아닙니다. 하지만 다음과 같이 W1과 W2가 기약(따라서 분해 불가능)임을 보일 수 있습니다.


	•

W1에 대해서는 W1이 일차원이므로 자명합니다.




	•

W2에 대해서는, a+b+c=0이고 모두 영이 아닌 임의의 벡터 w=(a,b,c)를 생각합시다. 그러면 일반성을 잃지 않고 a≠b라고 가정할 수 있습니다(세 좌표가 모두 같지는 않으므로). 이 경우 (12)는 w를 w′=(b,a,c)로 보냅니다. 그러면 w와 w′는 W2를 생성합니다.






따라서 V는 기약표현들로 완전히 분해됩니다.







안타깝게도 W가 V의 부분표현이라 하더라도, V=W⊕W′가 되는 보충 벡터 공간 W′를 반드시 찾을 수 있는 것은 아닙니다. 다시 말해, V가 가약이면 V가 부분표현을 가짐은 알 수 있지만, 분해를 위해서는 두 개의 부분표현이 필요합니다. 다음은 표준적인 반례입니다.





연습문제 19.4.5.


A=ℝ[x]라 하고, V=ℝ⊕2를 다음 작용을 갖는 표현이라고 합시다.




	
	ρ(x)=[1101].
	





유일한 부분표현이 W={(t,0)∣t∈ℝ}임을 보이십시오. 따라서 V는 기약이 아니지만 분해 불가능합니다.







다음은 조금 더 낙관적인 예시이자, 여러분이 염두에 두어야 할 ”전형적인 예시”입니다.





연습문제 19.4.6.


A=Matd(k)라 하고, 앞서 서술한 A의 자명한 표현 k⊕d를 생각합시다. 이것이 기약임을 보이십시오. (정의를 충분히 잘 이해하고 있다면 이는 자명합니다.)










19.5 표현의 사상


이제 표현들 사이의 사상을 정의하겠습니다.





정의 19.5.1.


(V,ρV)와 (W,ρW)를 A의 표현이라고 합시다.  교환 연산자(intertwining operator), 또는  사상(morphism)은 다음을 만족하는 선형 사상 T:V→W입니다.




	
	T(a⋅v)=a⋅T(v)
	





임의의 a∈A, v∈V에 대하여. (첫 번째 ⋅은 ρV의 작용이고, 두 번째 ⋅은 ρW의 작용임에 유의하십시오.) V와 W를 ”왼쪽 A-가군”이라고 생각한다면 이는 정확히 예상하는 바입니다. T가 가역이면 이는 표현의  동형사상(isomorphism)이며, 이때 V≅W라고 말합니다.








비고 19.5.2 (가환 도식을 좋아하는 사람들을 위해).


조건 T(a⋅v)=a⋅T(v)는 다음을 나타낸다고 읽을 수 있습니다.

VVWWρ1(a)TTρ2(a)
임의의 a∈A에 대해 가환합니다.








비고 19.5.3 (범주를 좋아하는 사람들을 위해).


표현이란 그저 아벨 단일 대상 범주 {∗}(따라서 Hom(∗,∗)≅A)로부터 아벨 범주 𝖵𝖾𝖼𝗍k로 가는 ”쌍선형” 함자일 뿐입니다. 그러면 교환 연산자는 그저 자연 변환일 뿐입니다.







다음은 교환 연산자의 몇 가지 예시입니다.





예제 19.5.4 (교환 연산자).



	(a)

임의의 λ∈k에 대해, 스칼라 사상 T(v)=λv는 교환 연산자입니다.




	(b)

W⊆V가 부분표현이면, 포함 사상 W↪V는 교환 연산자입니다.




	(c)

사영 사상 V1⊕V2↠V1은 교환 연산자입니다.




	(d)

V=ℝ⊕2라 하고, A=ℝ[x]를 (V,ρ)로 표현하되 다음과 같이 합시다.




	
	ρ(x)=[01−10].
	





따라서 ρ(x)는 원점을 중심으로 90∘ 회전입니다. T를 30∘ 회전이라고 합시다. 그러면 T:V→V는 교환 연산자입니다(회전들은 교환됩니다).













예제 19.5.5 (반례: Mat(V)의 표현).


A=Mat2(ℝ)⊕Mat2(ℝ)라 합시다. 그러면 A는 다음과 같은 형태의 행렬들로 이루어진 Mat4(ℝ)의 부분집합으로 볼 수 있습니다




	
	[ab00cd0000ef00gh].
	





A의 자명한 기약표현이 두 가지 있는데, (m,n,0,0) 형태의 ℝ4의 벡터들로 이루어진 V1과 (0,0,p,q) 형태의 ℝ4의 벡터들로 이루어진 V2로 주어집니다.




이 경우, V1과 V2가 ℝ-벡터 공간으로서는 동형사상이지만 A의 표현으로서는 동형사상이 아닙니다 – 따라서 V1에서 V2로 가는 얽힘 연산자는 반드시 항등적으로 영이어야 합니다.








연습문제 19.5.6 (핵과 상은 부분표현입니다).


T:V→W를 얽힘 연산자라 합시다.


	(a)

kerT⊆V가 V의 부분표현임을 보이십시오.




	(b)

imT⊆W가 W의 부분표현임을 보이십시오.












앞의 연습문제로부터 유명한 슈어의 보조정리를 얻습니다.





정리 19.5.7 (슈어의 보조정리).


V와 W를 k-대수 A의 표현이라 합시다. T:V→W를 영이 아닌 얽힘 연산자라 합시다. 그러면


	(a)

V가 기약이면, T는 단사입니다.




	(b)

W가 기약이면, T는 전사입니다.






특히 V와 W가 모두 기약이면 T는 동형사상입니다.







중요한 특수한 경우로, k가 대수적으로 닫혀 있고 유한차원인 경우가 있는데, 이때는 얽힘 연산자 T:V→V가 오직 상수배뿐입니다.





정리 19.5.8 (대수적으로 닫힌 체에 대한 슈어의 보조정리).


k를 대수적으로 닫힌 체라 합시다. V를 k-대수 A의 유한차원 기약표현이라 합시다. 그러면 임의의 얽힘 연산자 T:V→V는 스칼라배입니다.








연습문제 19.5.9.


T가 고윳값 λ를 가진다는 사실을 이용하여 이를 슈어의 보조정리로부터 유도하십시오. (T−λ⋅idV를 고려하고, 슈어의 보조정리를 이용해 이것이 영임을 유도하십시오.)







k=ℝ에 대해 90∘ 회전이라는 반례를 이미 살펴본 바 있는데, 이는 모든 선형 사상이 고윳값을 가진다는 주장에 대해 제시했던 것과 같은 반례였습니다.







19.6 Matd(k)의 표현들


이미 가능한 진전의 종류를 예로 보이기 위해, 다음을 증명합니다:





정리 19.6.1 (Matd(k)의 표현들).


k를 임의의 체, d를 양의 정수라 하고 W=k⊕d를 A=Matd(k)의 자명한 표현이라 합시다. 그러면 Matd(k)의 유한차원 표현은 (동형사상의 관점에서) 어떤 양의 정수 n에 대한 W⊕n뿐입니다. 특히, 이는 n=1일 때에만 기약입니다.







구체성을 위해 d=2인 경우만 스케치하겠는데, 동일한 증명이 다른 경우에도 그대로 적용되기 때문입니다. 이는 앞서 제시한 Mat2(ℝ)의 표현의 예들이 그것들뿐임을 보여줍니다.




이미 말했듯이 이는 본질적으로 함수 방정식입니다. 대수 A=Mat2(k)는 네 개의 행렬로 주어지는 기저를 가지고 있습니다




	
	E1=[1000],E2=[0001],E3=[0100],E4=[0010]
	





E1+E2=idA, E12=E1, E32=0, E1E2=0 등과 같은 관계식을 만족합니다. 이제 V를 A의 표현이라 하고, 각 i에 대해 Mi=ρ(Ei)라 합시다. 우리는 동일한 함수 방정식을 만족하는 V 위의 가능한 행렬 Mi들을 분류하고자 합니다. 이는 예를 들어 다음과 같기 때문입니다,




	
	idV=ρ(idA)=ρ(E1+E2)=M1+M2.
	





같은 방식으로 M1M3=M3입니다. 비슷한 방식으로 진행하면, 다음과 같은 곱셈표를 얻을 수 있습니다:




	
	×M1M2M3M4M1M10M30M20M20M4M30M30M1M4M40M20그리고M1+M2=idV
	





각 Mi는 선형 사상 V→V임에 유의하십시오. 우리가 아는 한, 이것은 수백 개의 성분을 가질 수도 있습니다. 그럼에도 불구하고, 기저 Ei의 곱셈표가 주어지면 Mi에 대응하는 표를 얻습니다.




요컨대, 문제는 다음과 같습니다.


위의 곱셈표를 만족하는 모든 벡터 공간 V와 행렬의 사원조 Mi를 찾으십시오.






W1=M1img(V)와 W2=M2img(V)를 각각 M1과 M2의 상이라고 합시다.





주장 19.6.2.


V=W1⊕W2.







증명.


먼저, 임의의 v∈V에 대해 다음이 성립함에 유의하십시오




	
	v=ρ(id)(v)=(M1+M2)v=M1v+M2v.
	





더욱이 W1∩W2={0}인데, 왜냐하면 M1v1=M2v2라면 M1v1=M1(M1v1)=M1(M2v2)=0이기 때문입니다. ∎






주장 19.6.3.


W1≅W2.







증명.


다음 사상들이




	
	W1→×M4W2그리고W2→×M3W1
	





잘 정의되고 서로 역사상임을 확인하십시오. ∎





이제 e1,…,en을 W1의 기저 원소라고 합시다. 그러면 M4e1, …, M4en은 W2의 기저 원소입니다. 그런데 각 {ej,M4ej}는 W=k⊕2와 동형인 부분표현의 기저를 이룹니다(그 동형사상은 무엇입니까?).




이는 결국 A의 모든 표현이 W⊕n 꼴임을 함의합니다. 특히, 그보다 작은 차원의 표현이 전혀 존재하지 않으므로 W는 기약입니다!







19.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 19A.


A의 1차원 표현 V1=(V1,ρ1)과 V2=(V2,ρ2)가 있다고 합시다. V1≅V2인 것과 모든 a∈A에 대해 ρ1(a)와 ρ2(a)가 같은 상수에 의한 곱셈인 것이 동치임을 보이십시오.








문제 19B (가환대수에 대한 슈어 보조정리).


A를 대수적으로 닫힌 체 k 위의 가환 대수라고 합시다. A의 유한 차원 기약 표현은 모두 1차원임을 증명하십시오.


힌트. 임의의 a∈A에 대해, 사상 v↦a⋅v는 교환 사상입니다.










문제 19C.


(V,ρ)를 A의 표현이라고 합시다. 그러면 Mat(V)는 다음과 같이 주어진 작용을 갖는 A의 표현입니다




	
	a⋅T=ρ(a)∘T
	





T∈Mat(V)에 대해


	(a)

ρ:Reg(A)→Mat(V)가 교환 연산자임을 보이십시오.




	(b)

V가 d차원이면, A의 표현으로서 Mat(V)≅V⊕d임을 보이십시오.







힌트. (b)에 대해서는, 기저를 하나 골라 T↦(T(e1),…,T(en))을 취하십시오.










문제 19D.


대수 A를 고정합시다. 모든 교환 연산자를 찾으십시오




	
	T:Reg(A)→Reg(A).
	






힌트. 우측 곱셈.




풀이. 그 연산자들은 고정된 b∈A에 대해 T(a)=ab 꼴인 것들입니다. 이것들이 성립함은 확인할 수 있는데, c∈A에 대해 T(c⋅a)=cab=c⋅T(a)이기 때문입니다. 이것들이 전부임을 보려면, 임의의 a∈A에 대해 T(a)=T(a⋅1A)=a⋅T(1A)임에 유의하십시오.










문제 19E.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

(V,ρ)를 대수 A의 분해 불가능한(기약이 아닌) 표현이라고 합시다. 임의의 교환 연산자 T:V→V는 멱영이거나 동형사상임을 증명하십시오.




(체 k가 대수적으로 닫혀 있지 않을 수도 있으므로 정리 19.5.8는 적용되지 않음에 유의하십시오.)


힌트. 문제 9I를 적용하십시오.













장 20 반단순 대수


이어지는 내용에서는 체 k가 대수적으로 닫혀 있다고 가정합니다.




대수 A를 고정하고 그 표현을 연구하고자 한다고 합시다. 우리는 이미 ”직합” 연산을 가지고 있습니다. 그러므로 소수에 특별히 주목하는 것과 마찬가지로, 기약 표현을 연구한 다음 이로부터 A의 모든 표현을 구성하고자 하는 동기가 생깁니다.




안타깝게도 우리는 (연습문제 19.4.5) 기약이 아니면서도 직합으로 분해될 수 없는(즉 비분해인) 표현이 존재함을 보았습니다. 이는 이상하고 나쁜 상황이므로, 더 다루기 좋은 성질을 가진 표현에 이름을 붙이고자 합니다. 표현이 이러한 나쁜 성질을 보이지 않을 때 그 표현을  완전 기약이라고 부릅니다.




더 나아가, 유한 차원 대수 A의 모든 유한 차원 표현이 완전 기약일 때 A를  반단순이라고 부릅니다. 따라서 반단순 대수 A의 유한 차원 표현을 연구할 때는, 기약 표현이 무엇인지만 알아내면 그것들을 조합하여 A의 모든 표현을 얻을 수 있습니다.




실제로 반단순 대수 A는 훨씬 더 좋은 성질을 가집니다. 이 장의 정점은 A가 반단순인 것과 A≅⨁iMat(Vi)인 것이 동치임을 증명하는 부분인데, 여기서 Vi는 A의 기약 표현들입니다(그렇습니다, 유한 개밖에 없습니다!).




결국 우리는 유한군 G의 군 대수 k[G]가 모두 반단순임을 (적어도 k의 표수가 0일 때) 보게 될 것이므로, 반단순 대수를 집중적으로 연구하는 것은 정당화됩니다.





비고 20.0.1 (여담).


하지만 그 역은 성립하지 않습니다 — k의 표수가 0이더라도, 모든 유한 차원 반단순 k-대수가 어떤 군 대수와 동형인 것은 아닙니다. k-대수가 정확히 언제 군 대수와 동형인지를 분류하는 것은 어려운 문제로 밝혀져 있습니다. https://mathoverflow.net/q/314502를 참고하십시오.








20.1 슈어의 보조정리 (계속)


대표적인 예: V가 기약일 때, Homrep(V⊕2,V⊕2)≅k⊕4입니다.





정의 20.1.1.


대수 A와 표현 V, W에 대해, Homrep(V,W)를 이들 사이의 교환 연산자들의 집합이라고 하겠습니다. (이것 또한 k-대수입니다.)







슈어의 보조정리에 의해 (다시 말하지만 k가 대수적으로 닫혀 있다는 것을 항상 가정하고 있으므로), V와 W가 유한 차원 기약 표현이라면 다음이 성립함을 이미 알고 있습니다.




	
	Homrep(V,W)≅{kV≅W인 경우0V≇W인 경우.
	





더 말할 것이 있을까요? 예를 들어, 이는 또한 다음을 알려줍니다.




	
	Homrep(V,V⊕2)=k⊕2.
	





가능한 사상들은 어떤 c1,c2∈k의 선택에 대해 v↦(c1v1,c2v2)입니다.




더 일반적으로, V가 유한 차원 기약 표현이라 하고 Homrep(V⊕m,V⊕n)을 생각해 봅시다. 얽힘 연산자 T:V⊕m→V⊕n은 다음 합성들의 mn가지 선택에 의해 완전히 결정됩니다.

VV⊕mV⊕nVT
여기서 첫 번째 화살표는 V⊕m의 i번째 성분으로의 포함(단, 1≤i≤m)이고, 두 번째 화살표는 V⊕n의 j번째 성분으로의 사영(단, 1≤j≤n)입니다. 그러나 이 각각의 합성에 슈어의 보조정리를 적용하면, 이들이 상수여야 함을 알 수 있습니다.




따라서 Homrep(V⊕n,V⊕m)은 상수들의 m×n ”행렬”로 이루어지며, 그 사상은 다음과 같이 주어집니다.




	
	[c11c12…c1(n−1)c1nc21c22…c2(n−1)c2n⋮⋮⋱⋮⋮cm1cm2…cm(n−1)cmn][v1v2⋮vn]∈V⊕m
	





여기서 cij∈k이지만 vi∈V입니다. 유형이 일치하지 않음에 주의하십시오! 이는 단순한 k-선형 사상 V⊕n→V⊕m이 아닙니다. 오히려 출력은 입력들의 m개의 선형결합입니다.




더 일반적으로, 다음이 성립합니다.





정리 20.1.2 (완전 기약 표현에 대한 슈어의 보조정리).


V와 W를 유한 차원 완전 기약 표현이라 하고, 정수 ni,mi≥0에 대해 V=⨁Vi⊕ni, W=⨁Vi⊕mi라고 설정합시다. 여기서 각 Vi는 기약 표현입니다. 그러면 다음이 성립합니다.




	
	Homrep(V,W)≅⨁iMatmi×ni(k)
	





이는 얽힘 연산자 T:V→W가 각 i에 대해 Vi⊕ni→Vi⊕mi인 사상을 주는 mi×ni 상수 행렬에 해당함을 의미합니다.








따름정리 20.1.3 (완전 기약 표현의 부분표현).


V=⨁Vi⊕ni를 완전 기약이라고 합시다. 그러면 V의 임의의 부분표현 W는 각 i에 대해 mi≤ni인 ⨁Vi⊕mi와 동형이며, 포함 W↪V는 포함 Vi⊕mi↪Vi⊕ni의 직합으로 주어지는데, 이는 ni×mi 행렬들입니다.







증명.


포함 W↪V에 슈어의 보조정리를 적용하십시오. ∎





절 9.5에서 n차원 벡터 공간에서 m차원 벡터 공간으로의 선형 사상은 m×n 행렬로 쓸 수 있다는 것을 상기하십시오. 여기서도 상황은 비슷하지만, 행렬은 각 기약표현마다 독립적으로 만들어지며, 서로 동형이 아닌 기약표현들은 어떤 의미에서 ”서로 대화하지 않습니다”.





비고 20.1.4.


표현 V⊕n은 예제 19.3.2에서 했던 것처럼 V의 n개의 벡터를 ”수평으로 쌓은 것”으로도 볼 수 있습니다:




	
	(⋮⋮⋮v1v2⋯vn⋮⋮⋮)∈V⊕n.
	





그런 방식으로, 작용은 다음과 같이 주어집니다




	
	(⋮⋮⋮v1v2⋯vn⋮⋮⋮)[c11c21⋯c(m−1)1cm1c12c22⋯c(m−1)2cm2⋮⋮⋱⋮⋮c1nc2n⋯c(m−1)ncmn]∈V⊕m.
	





이런 방식이 타입 불일치가 발생하는 것을 더 명확히 볼 수 있게 해줄 수 있습니다. 그리고 이는 또한 문제 19D의 뒤엉킴 연산자가 왜 오른쪽 행렬 곱셈에 대응하는지에 대한 자연스러운 설명을 제공합니다.










20.2 조밀성 정리


우리는 앞선 결과를 활용하여 유한 차원 대수가 유한 개의 기약표현만을 가진다는 것을 증명할 것입니다.





정리 20.2.1 (야콥슨 조밀성 정리).


(V1,ρ1), …, (Vr,ρr)을 A의 서로 동형이 아닌 유한 차원 기약표현들이라 합시다. 그러면 다음과 같은 벡터 공간의 전사 사상이 존재합니다




	
	⨁i=1rρi:A↠⨁i=1rMat(Vi).
	











이 정리를 생각하는 올바른 방법은 다음과 같습니다


조밀성은 A의 유한 차원 기약표현들에 대한 ”중국인의 나머지 정리”입니다.



정수론에서 중국인의 나머지 정리는 서로 ”무관한” 여러 합동식이 주어졌을 때, 이 모두를 동시에 만족하는 단 하나의 N을 찾을 수 있음을 알려준다는 것을 상기하십시오. 마찬가지로, A의 서로 동형이 아닌 여러 유한 차원 기약표현이 주어졌을 때, 이는 우리가 원하는 임의의 작용 튜플 (ρ1(a),…,ρr(a))을 유도하는 단 하나의 a∈A를 선택할 수 있다는 것을 의미합니다 — 이는 놀라운 결과인데, r=1인 경우조차 전혀 자명하지 않기 때문입니다!

ρ1(a)=M1∈Mat(V1)ρ2(a)=M2∈Mat(V2)a∈A⋮ρr(a)=Mr∈Mat(Vr)
이는 또한 다음과 같은 자명하지 않은 따름정리를 제공합니다:





따름정리 20.2.2 (표현의 개수의 유한성).


임의의 유한 차원 대수 A는 최대 dimA개의 기약표현을 가집니다.







증명.


Vi가 그러한 기약표현들이라면 A↠⨁iVi⊕dimVi이므로, 우리는 부등식 ∑(dimVi)2≤dimA를 얻습니다. ∎





조밀성 정리의 증명.


V=V1⊕⋯⊕Vr이라 하면, A는 ρ=⨁iρi에 의해 V=(V,ρ)에 작용합니다. 따라서 문제 19C에 의해, 우리는 대신 ρ를 뒤엉킴 연산자로 생각할 수 있습니다




	
	ρ:Reg(A)→⨁i=1rMat(Vi)≅⨁i=1rVi⊕di.
	





우리는 이를 사용하는 것이 다루기 더 쉬우므로 이를 대신 사용할 것입니다.




먼저, r=1인 경우를 다룹니다. V=V1의 기저 e1, …, en을 고정합니다. 모순을 이끌어내기 위해 이 사상이 전사가 아니라고 가정합시다. 그러면 (ρ와 동형사상에 의한) 표현들의 사상 Reg(A)→V⊕n이 a↦(a⋅e1,…,a⋅en)으로 존재합니다. 가정에 의해 이는 전사가 아닙니다: 그 상은 V⊕n의 진부분 부분표현입니다. 그 상이 m<n에 대해 V⊕m과 동형이라고 가정하면, 정리 20.1.2에 의해 다음을 만족하는 상수 행렬 X가 존재합니다

Reg(A)V⊕nV⊕ma(a⋅e1,…,a⋅en)1A(e1,…,en)(v1,…,vm)X⋅−
여기서 윗줄의 두 화살표는 같은 상을 가집니다; 따라서 (e1,…,en)의 원상 (v1,…,vm)을 찾을 수 있습니다. 하지만 m<n이므로, X를 열벡터 (c1,…,cn)에 적용했을 때 영이 되도록 모두 영은 아닌 상수 c1,…,cn을 찾을 수 있습니다:




	
	∑i=1nciei=[c1…cn][e1⋮en]=[c1…cn]X[v1⋮vm]=0
	





이는 ei가 선형 독립이라는 사실에 모순됩니다. 따라서 r=1에 대해 정리를 결론짓습니다.




r≥2인 경우, 상 ρimg(A)는 (따름정리 20.1.3에 의해) 반드시 ⨁iVi⊕di의 형태이며, 위에서 본 바에 의해 각 i에 대해 di=dimVi입니다. ∎






예제 20.2.3 (조밀성 정리의 증명을 구체적인 예에 적용하기).


우리는 이 논증이 어떻게 작동하는지 더 잘 이해하기 위해 구체적인 예를 통해 논증을 실행해볼 수 있습니다 — 이를 위해서는 V가 기약표현이어야 하는데, 그렇지 않으면 Reg(A)의 상이 V⊕m과 동형이 아니게 되어, 우리는 논증을 끝까지 실행할 수 없게 됩니다.




A=Mat2(k)이고, 자명한 작용을 갖는 V≅k⊕2라 합시다. 우리가 알고 있듯이, 이는 기약표현입니다.




조밀성 정리는 ρ:A→Mat(V)가 전사임을 주장하는데, 이는 독립인 임의의 e1,e2∈V와 임의의 w1,w2∈V에 대해, a⋅(e1,e2)=(w1,w2)를 만족하는 a∈A를 찾을 수 있음을 의미합니다.




우리는 반례를 살펴보고 있으므로, 대신 e1=(1,0), e2=(2,0)을 선택합니다. 그러면 어떤 w1,w2∈V에 대해서는, e1을 w1으로, e2를 w2로 보내는 a가 존재하지 않을 수 있습니다.




표현 사상 Reg(A)→V⊕2를 a↦(a⋅e1,a⋅e2)로 생각해 봅시다; 그 상은 {(v,2v)∣v∈V}이며, 이는 V⊕2의 부분표현으로서, 표현으로서 V⊕1≅V와 다음에 의해 동형입니다




	
	v↦(v,2v)=v[12].
	





그러면 v=(10)∈V⊕1을 찾을 수 있고, 이에 대해




	
	(e1e2)=v[12].
	





이제 [12]라는 구체적인 수의 배열을 이용하면, e1과 e2 사이의 선형 종속 관계를 쉽게 찾을 수 있습니다.










20.3 반단순 대수



정의 20.3.1.


유한 차원 대수 A가  반단순이라는 것은 A의 모든 유한 차원 표현이 완전 가약임을 의미합니다.








정리 20.3.2 (반단순 대수).


A를 유한 차원 대수라고 합시다. 그러면 다음이 동치입니다:


	(i)

어떤 di에 대해 A≅⨁iMatdi(k)입니다.




	(ii)

A는 반단순입니다.




	(iii)

Reg(A)는 완전 가약입니다.












증명.


(i) ⟹ (ii)는 명제 19.3.5을 사용하여 A의 임의의 유한 차원 표현을 Matdi(k)의 표현들의 직합으로 분해하고, 그다음 정리 19.6.1이 그러한 표현들이 모두 완전 가약임을 보임으로써 따라옵니다. (ii) ⟹ (iii)은 자명합니다.




(iii) ⟹ (i)를 보이기 위해, 다음의 영리한 트릭을 사용합니다. 다음을 생각해 봅시다




	
	Homrep(Reg(A),Reg(A)).
	





한편으로, 문제 19D에 의해, 이는 Aop(A에 반대 곱셈을 준 것)와 동형인데, 왜냐하면 Reg(A)→Reg(A)의 얽힘 연산자는 오직 −⋅a 형태의 것들뿐이기 때문입니다. 다른 한편으로, Reg(A)=⨁iVi⊕ni로 설정했다고 합시다. 정리 20.1.2에 의해, 다음을 얻습니다




	
	Aop≅Homrep(Reg(A),Reg(A))=⨁iMatni×ni(k).
	





그런데 Matn(k)op≅Matn(k)이므로(단순히 전치를 취함으로써), 원하는 결론을 얻습니다. ∎






비고 20.3.3.


위 증명의 트릭은 케일리 정리(문제 1F)와 닮아 있는데, 대상이 자기 자신에 작용하게 하여 명시적인 표현을 얻는다는 점에서 그렇습니다.








비고 20.3.4.


이를 따름정리 18.3.2와 비교할 수 있습니다. 여기서, A의 임의의 유한 차원 표현은 유한 차원 왼쪽 A-가군이며, 위 정리로부터, A가 반단순이면 그러한 임의의 가군은 기약표현 Vi≅k⊕di들의 직합으로 분해될 수 있음을 알 수 있습니다.




A가 PID인 경우와 달리, k⊕di는 환 Matdi(k)의 몫과 동형이 아님에 유의하십시오.







실제로, 위 결과를 조밀성 정리(그리고 따름정리 20.2.2)와 결합하면, 다음을 얻습니다:





정리 20.3.5 (제곱합 공식).


유한 차원 대수 A에 대해 다음이 성립합니다




	
	∑idim(Vi)2≤dimA
	





여기서 Vi는 A의 기약표현들입니다; 등식은 정확히 A가 반단순일 때 성립하며, 이 경우




	
	Reg(A)≅⨁iMat(Vi)≅⨁iVi⊕dimVi.
	











증명.


이 부등식은 이미 따름정리 20.2.2에서 언급되었습니다. 등식이 성립하는 것은 사상 ρ:A→⨁iMat(Vi)가 동형사상일 때이자 오직 그때뿐이며, 이는 모든 Vi가 존재함을 의미합니다. ∎






비고 20.3.6 (여담).


임의의 유한 차원 A에 대해, 사상 ρ:A→⨁iMat(Vi)의 핵을 Rad(A)로 표기하며, 이는 A의 소위  야콥슨 근기입니다; 이는 A의 모든 기약 표현에서 영으로 작용하는 모든 a∈A의 집합입니다. 책에서 흔히 주어지는 ”반단순”의 정의는 이 야콥슨 근기가 자명하다는 것입니다.










20.4 마슈케 정리


이제 군의 표현론이 가능한 한 좋다는 것을 증명하겠습니다.





정리 20.4.1 (마슈케 정리).


G를 유한군이라 하고, k를 그 표수가 |G|를 나누지 않는 대수적으로 닫힌 체라고 합시다. 그러면 k[G]는 반단순입니다.







이는 군의 표현을 연구할 때 모든 표현이 완전 가약임을 말해줍니다.





증명.


k[G]의 임의의 유한 차원 표현 (V,ρ)을 생각해봅시다. 진부분표현 W⊆V가 주어졌을 때, 우리의 목표는




	
	V=W⊕W′.
	





를 만족하는 보충적인 G-불변 부분공간 W′를 구성하는 것입니다. 이는 분해불가능 ⇔ 기약임을 보여줄 것이며, 이는 k[G]가 반단순임을 보이기에 충분합니다.




π:V→W를 V에서 W로의 임의의 사영이라 하고, 이는 π(v)=v⇔v∈W를 의미합니다. 우리는 다음과 같은 평균화 사상 P:V→V를 고려합니다




	
	P=1|G|∑g∈Gρ(g−1)∘π∘ρ(g).
	





우리는 이 사상의 다음 성질들을 사용할 것입니다:






연습문제 20.4.2.


사상 P가 다음을 만족함을 보이십시오:


	•

임의의 w∈W에 대해, P(w)=w입니다.




	•

임의의 v∈V에 대해, P(v)∈W입니다.




	•

사상 P:V→V는 교환 연산자입니다.












따라서 P는 멱등원입니다(이는 그 상 W 위에서 항등사상입니다). 그러므로 문제 9H에 의해 V=kerP⊕imP가 성립하는데, kerP와 imP 둘 다 원하는 대로 부분표현입니다. ∎







비고 20.4.3.


k=ℂ인 경우에는 더 짧은 증명이 있습니다. B:V×V→ℂ가 임의의 쌍선형 형식이라고 합시다. 그러면 이를 ”평균화”하여 새로운 쌍선형 형식을 얻을 수 있습니다




	
	⟨v,w⟩≔1|G|∑g∈GB(g⋅v,g⋅w).
	





평균화된 형식 ⟨−,−⟩는 ⟨v,w⟩=⟨g⋅v,g⋅w⟩라는 의미에서 G-불변입니다. 그러면 W⊆V가 부분표현이면 그 직교 여공간 W⟂도 부분표현임을 알 수 있습니다. 이로부터 결과가 따라옵니다.










20.5 예시: ℂ[S3]의 표현들


우리는 ℂ[S3]의 모든 기약표현을 계산합니다. 지금은 정확히 세 개의 그러한 표현이 존재한다는 것을 당연한 것으로 받아들이겠습니다(이는 다음 장의 첫 번째 정리에 의해 즉시 알 수 있을 것입니다: 실제로 우리는 G의 표현의 개수가 G의 켤레류의 개수와 정확히 같다는 것을 보게 될 것입니다).




이를 감안할 때, ℂ[S3]의 세 표현이 차원 d1, d2, d3를 가진다면, 우리는 다음이 성립해야 합니다




	
	d12+d22+d32=|G|=6.
	





이로부터, 약간의 심오한 산술과 결합하여, 우리는 d1=d2=1이고 d3=2이거나 그 순열이어야 함을 추론합니다.




사실, 우리는 이 표현들을 명시적으로 기술할 수 있습니다. 먼저, 다음을 정의합니다:





정의 20.5.1.


G를 군이라 합시다. 군 G의 복소  자명 군 표현은 일차원 표현 ℂtriv=(ℂ,ρ)로서, 모든 g∈G와 v∈ℂ에 대해 g⋅v=v입니다(즉, 모든 g∈G에 대해 ρ(g)=id입니다).








비고 20.5.2 (경고).


대수 A의 자명 표현은 우리에게 의미가 없습니다: a⋅v=v로 설정하고 싶을 수 있지만, 이는 A에서 선형이 아닙니다. (우리 정의에서 조건 1A⋅v=v를 삭제하여 이를 억지로 작동시키려 시도할 수는 있습니다; 그러면 단순히 a⋅v=0으로 설정할 수 있습니다. 하지만 그렇게 하더라도 ℂtriv는 k[G]의 자명 표현이 되지 않을 것입니다.)




이를 확인하는 또 다른 방법은, 자명 표현이 k-대수가 군 대수로 어떻게 쓰이는지에 의존한다는 것입니다: k[ℤ/2ℤ]는 g↦−g로 주어지는 k-대수 자기동형사상을 가지는데, 여기서 g는 군 ℤ/2ℤ의 생성원입니다; 그러나 대응하는 자명 표현들은 서로 다릅니다.







그러면 표현들은 다음과 같습니다:


	•

일차원 ℂtriv; 각 σ∈S3는 항등사상으로 작용합니다.




	•

S3→ℂ× 사상이 σ를 σ의 부호로 보내는 자명하지 않은 일차원 표현 ℂsign이 있습니다. 따라서 ℂsign에서 모든 σ∈S3는 ±1로 작용합니다. 물론, ℂtriv와 ℂsign은 동형이 아닙니다(일차원 표현들은 문제 19A에서 보았듯이 모든 a에 대해 작용하는 상수가 일치하지 않는 한 결코 동형이 아니기 때문입니다).




	•

마지막으로, 우리는 이미 이차원 표현을 살펴본 바 있으나, 이제 여기에 이름을 붙이도록 하겠습니다. refl0을 벡터 공간이 {(x,y,z)∣x+y+z=0}이고, 그 위에서의 S3의 작용이 좌표의 순열인 표현으로 정의합니다.




연습문제 20.5.3.


refl0이 기약임을 보이십시오. 예를 들어 S3의 작용 아래 불변인 부분공간이 없음을 직접 보임으로써 보일 수 있습니다.






따라서 V는 앞의 두 표현과도 동형이 아닙니다.






이는 이것들이 S3의 모든 기약 표현임을 의미합니다. S3의 k⊕3 위에서의 표현 V를 취하면, V=refl0⊕ℂtriv를 얻는다는 점에 유의하십시오.







20.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 20A.


ℂ[ℤ/nℤ]의 모든 기약 표현을 구하십시오.


힌트. 이들은 모두 일차원이며, 그 개수는 n개입니다. ℤ/nℤ→ℂ×인 준동형사상은 무엇입니까?










문제 20B (Maschke의 정리는 |G|가 유한할 것을 요구합니다).


덧셈에 대한 군 ℝ의 ℂ⊕2 위에서의 표현을 준동형사상




	
	ℝ→Mat2(ℂ)에 의해t↦[1t01].
	





이 표현이 기약이 아니지만 분해 불가능함을 보이십시오.


힌트. (1,0)의 생성 공간은 부분표현입니다.










문제 20C.


유한군의 모든 기약 표현이 유한 차원임을 증명하십시오.


힌트. 이는 사실 쉽습니다.




풀이. 임의로 v∈V를 선택하면, v∈V에 대해 원소 g⋅v들로 생성된 부분공간은 G-불변입니다; 이는 유한 차원 부분공간이므로 V 전체와 같아야 합니다.










문제 20D.


D10의 모든 복소 기약 표현을 결정하십시오.


힌트. 일차원인 것은 오직 두 개뿐입니다(오직 두 개의 준동형사상 D10→ℂ×에 대응). 따라서 나머지는 이차원입니다.










문제 20E (AIME 2018).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

아래에 나타난 바퀴는 두 개의 원과 다섯 개의 바퀴살로 이루어져 있으며, 바퀴살이 원과 만나는 곳에 레이블이 붙어 있습니다. 벌레 한 마리가 A에서 출발하여 바퀴를 따라 걷습니다. 벌레는 15번의 걸음을 걷습니다. 각 걸음마다 벌레는 안쪽 원을 따라서는 반시계 방향으로만, 바깥쪽 원을 따라서는 시계 방향으로만 걷도록 인접한 레이블로 이동합니다. 모든 걸음을 마친 후 벌레가 A에 도달하는 경우의 수는 몇 가지입니까?

[image: 도표]

힌트. r,t∈D10을 각각 회전과 반사라 합시다. 그러면 벌레가 가능한 모든 이동에 대해 합을 취할 수 있습니다.




	
	110Tr(ρ(r)+ρ(t))15.
	





그런 다음 문제 20D를 사용하여 이 대각합을 계산하십시오.













장 21 지표


지표는 기본적으로 최고의 개념입니다. A의 모든 표현 V에 대해 우리는 이른바 지표라고 부르는 χV:A→k를 대응시킬 것입니다. A의 유한 차원 기약표현들의 지표가 표현 V를 완전히 결정한다는 것이 밝혀질 것입니다. 따라서 유한 차원 기약표현은 단지 dimA개의 숫자들의 집합으로 명시됩니다.





21.1 정의



정의 21.1.1.


V=(V,ρ)를 A의 유한 차원 표현이라 합시다. V에 대응되는  지표 χV:A→k는 χV=Tr∘ρ로 정의됩니다. 즉




	
	χV(a)≔Tr(ρ(a):V→V).
	











Tr과 ρ가 가법적이므로, 이는 k-선형 사상입니다(단 곱셈적이지는 않습니다). 또한 임의의 표현 V와 W에 대해 χV⊕W=χV+χW임에 유의하십시오.




물론 우리는 특히 A=k[G]인 경우에 관심이 있습니다. 평소와 같이, 전체 사상 k[G]→k를 얻기 위해서는 각 g∈G에 대해 χV(g)만 명시하면 됩니다. 따라서 우리는 종종 χV를 함수 G→k로 생각하며, 이를 군 G의 지표라고 부릅니다. 다음은 G=S3인 경우입니다:





예제 21.1.2 (S3의 지표표).


앞서 다룬 G=S3의 세 기약표현을 생각해 봅시다. ℂ자명에 대해서는 모든 대각합이 1이고, ℂ부호에 대해서는 부호에 따라 대각합이 ±1입니다(당연히, 일차원 사상 k→k의 경우 대각합은 그 사상 자체와 ”같습니다”). refl0에 대해서는 예를 들어 기저 (1,0,−1)과 (0,1,−1)을 취하여 이 기저에서 직접 대각합을 계산합니다.




	
	χV(g)id(12)(23)(31)(123)(321)ℂtriv111111ℂsign1−1−1−111refl02000−1−1
	











위의 표는 군 G의  지표표라고 불립니다. 위 표는 이 장이 진행됨에 따라 우리가 증명할 몇 가지 신비로운 성질들을 지니고 있습니다.


	(I)

χV(g)의 값은 오직 g의 켤레류에만 의존합니다.




	(II)

행의 개수는 켤레류의 개수와 같습니다.




	(III)

어느 행이든 그 제곱합은 다시 6이 됩니다!




	(IV)

임의의 두 행의 ”내적”은 0입니다.










표기의 남용 21.1.3.


χV:G→k에 대해 ”지표”라는 이름은 다소 오해의 소지가 있습니다. 위 예시에서 보듯이 이 χV는 결코 곱셈적이지 않으며, 거의 k⊕|G|의 원소로 생각할 수 있습니다.








질문 21.1.4.


χV(1A)=dimV임을 보이십시오. 따라서 지표표의 가장 왼쪽 열에서 표현들의 차원을 읽어낼 수 있습니다.










21.2 교환자로 나눈 쌍대 공간


임의의 대수에 대해, 우리는 먼저 Tr(TS)=Tr(ST)이므로 임의의 V에 대해 다음이 성립함을 관찰합니다.




	
	χV(ab)=χV(ba).
	





이는 앞서의 관찰 (I)을 설명합니다:





질문 21.2.1.


g와 h가 군 G의 같은 켤레류에 속하고 V가 k[G]의 표현일 때, χ(g)=χ(h)임을 유도하십시오.







이제 대수 A가 주어졌을 때,  교환자(commutator) [A,A]를 x,y∈A에 대한 xy−yx로 생성되는 k-벡터 부분공간으로 정의합니다. 따라서 [A,A]는 각 χV의 핵에 포함됩니다.





정의 21.2.2.


공간 Aab≔A/[A,A]는 A의  아벨화라고 불립니다. A의 각 지표는 Aab→k인 사상, 즉 (Aab)∨의 원소로 볼 수 있습니다.








예제 21.2.3 (아벨화의 예시).



	(a)

A가 가환이면, [A,A]={0}이고 Aab=A입니다.




	(b)

A=Matd(k)이면, [A,A]는 정확히 대각합이 0인 d×d 행렬들로 이루어집니다. (증명: 간단한 연습문제입니다.) 그 결과, Aab는 일차원입니다.




	(c)

A=k[G]라고 합시다. 그러면 Aab에서는 각 g,h∈G에 대해 gh와 hg를 동일시합니다. 이는 ghg−1=h와 동치입니다. 다시 말해, Aab는 G의 켤레류들의 k-선형결합으로 이루어진 공간과 동형입니다.













비고 21.2.4 (경고).


군 G에 대하여, G의 아벨화는 G/[G,G]로 정의되며, 여기서 [G,G]는 모든 교환자로 생성되는 부분군입니다.




A=k[G]일 때, 공간 Aab는 군 대수 k[G/[G,G]]와 동형이 아닙니다! 이는 군 G의 아벨화에서는 모든 g,h∈G에 대해 ghg−1h−1=1을 동일시하는데, 이는 gh−hg와 같지 않기 때문입니다.




사실 일반적인 경우에는, Aab는 A로부터 k-대수의 구조를 물려받지도 못하며, 오직 k-벡터 공간의 구조만 얻을 수 있습니다.








정리 21.2.5 (대수의 표현의 지표).


A를 대수적으로 닫힌 체 위의 대수라 합시다. 그러면


	(a)

서로 동형이 아닌 유한 차원 기약표현들의 지표는 (Aab)∨에서 선형 독립입니다.




	(b)

A가 유한 차원이고 반단순이면, 기약표현에 대응하는 지표들은 (Aab)∨의 기저를 이룹니다.






특히 (b)에서 A의 기약표현의 개수는 dimAab와 같습니다.








증명.


(a)는 조밀성 정리에 의해 거의 자명합니다. 선형 종속 관계가 있다고 가정하면, 모든 a에 대해 다음이 성립합니다




	
	c1χV1(a)+c2χV2(a)+⋯+crχVr(a)=0
	





어떤 정수 r에 대하여.






질문 21.2.6.


조밀성 정리로부터 c1=⋯=cr=0임을 유도하십시오.







(b)에 대해서는, r개의 기약표현이 있다고 가정합시다. 우리는




	
	A=⨁i=1rMat(Vi)
	





라고 가정할 수 있으며, 여기서 V1, …, Vr은 A의 기약표현들입니다. 지표들이 선형 독립임을 이미 보였으므로, dim(A/[A,A])=r임만 보이면 되는데, 이는 각 Mat(Vi)가 일차원 아벨화를 갖는다는 앞선 관찰로부터 따라옵니다. ∎






G는 dimk[G]ab개의 켤레류를 가지므로, 이로써 (II)의 증명이 완료됩니다.







21.3 지표의 직교성


이제 ℂ 위에서 표현된 유한군 G의 경우로 특수화합니다.





정의 21.3.1.


Classes(G)가 G의 켤레류의 집합을 나타낸다고 합시다.







G가 r개의 켤레류를 가지면, G는 r개의 기약표현을 갖습니다. 각 (유한 차원) 표현 V는, 기약이든 아니든, 지표 χV를 줍니다.





표기의 남용 21.3.2.


앞으로는 χV를 함수 G→ℂ로, 또는 함수 Classes(G)→ℂ로 종종 간주할 것입니다. 예를 들어, χV(g) (g∈G에 대해)와 χV(C) (켤레류 C에 대해)를 둘 다 사용할 것인데, 후자는 단지 임의의 대표원 gC∈C에 대한 χV(gC)를 의미합니다.








정의 21.3.3.


Funclass(G)가 ℂ 위의 벡터 공간으로 간주되는 함수 Classes(G)→ℂ의 집합을 나타낸다고 합시다. 우리는 여기에 다음과 같은 내적 형식을 부여합니다




	
	⟨f1,f2⟩=1|G|∑g∈Gf1(g)f2(g)¯.
	











이는 처음에 S3의 지표표를 살펴보았을 때 언급했던 것과 같은 ”내적”입니다. 이제 우리는 다음의 직교성 정리를 증명하고자 하는데, 이는 앞서 나온 (III)과 (IV)를 함의할 것입니다.





정리 21.3.4 (직교성).


G의 임의의 유한 차원 복소 표현 V와 W에 대해 다음이 성립합니다




	
	⟨χV,χW⟩=dimHomrep(W,V).
	





특히, V와 W가 기약표현이면 다음이 성립합니다




	
	⟨χV,χW⟩={1V≅W0그 외의 경우.
	












따름정리 21.3.5 (기약표현은 정규직교 기저를 줍니다).


기약표현에 결부된 지표들은 Funclass(G)의 정규직교 기저를 이룹니다.







이 정리를 증명하기 위해서는 쌍대 표현과 텐서 표현을 정의해야 하는데, 이는 양 χV(g)χW(g)¯을 다루는 자연스러운 방법을 제공합니다.





정의 21.3.6.


V=(V,ρ)를 G의 표현이라 합시다.  쌍대 표현 V∨은 V∨ 위의 표현으로, G의 작용은 다음과 같이 주어집니다: 각 ξ∈V∨에 대해, g의 작용은 다음과 같이 명시된 g⋅ξ∈V∨을 줍니다




	
	v↦g⋅ξξ(ρ(g−1)(v)).
	












정의 21.3.7.


V=(V,ρV)와 W=(W,ρW)을 G의 군 표현이라 합시다. V와 W의  텐서곱은 V⊗W 위의 군 표현으로, G의 작용은 순수 텐서에 대해 다음과 같이 주어집니다




	
	g⋅(v⊗w)=(ρV(g)(v))⊗(ρW(g)(w))
	





이는 선형적으로 확장되어 V⊗W 전체에 대한 G의 작용을 정의합니다.








비고 21.3.8.


주의: 텐서에 대한 정의는 대수로 확장되지 않습니다. a⋅(v⊗w)=(a⋅v)⊗(a⋅w)가 성립하기를 바랄 수도 있지만, 이는 a∈A에 대해 선형적이지도 않습니다(예를 들어 a=2를 취하면 어떻게 되겠습니까?).








정리 21.3.9 (지표의 대각합).


V와 W가 G의 유한 차원 표현이라면, 임의의 g∈G에 대해.


	(a)

χV⊕W(g)=χV(g)+χW(g).




	(b)

χV⊗W(g)=χV(g)⋅χW(g).




	(c)

χV∨(g)=χV(g)¯.












증명.


(a)와 (b)는 항등식 Tr(S⊕T)=Tr(S)+Tr(T)와 Tr(S⊗T)=Tr(S)Tr(T)로부터 따라 나옵니다. 하지만 (c)는 더 까다롭습니다. 라그랑주 정리에 의해 (ρ(g))|G|=ρ(g|G|)=ρ(1G)=idV이므로, ρ(g)를 대각화할 수 있는데, 고윳값을 λ1, …, λn이라 하면 이들은 |G|차 단위근이며, 고유벡터 e1, …, en에 대응합니다. 그러면 기저 e1∨, …, en∨에서 V∨ 위의 g의 작용은 고윳값 λ1−1, λ2−1, …, λn−1을 가짐을 알 수 있습니다. 따라서




	
	χV(g)=∑i=1nλi그리고χV∨(g)=∑i=1nλi−1=∑i=1nλi¯
	





여기서 마지막 단계는 항등식 |z|=1⇔z−1=z¯로부터 따라 나옵니다. ∎






비고 21.3.10 (주의).


항등식 (b)와 (c)는 ℂ[G]로 선형적으로 확장되지 않습니다. 즉, χV를 사상 ℂ[G]→ℂ로 생각할 때 예를 들어 χV∨(a)=χV(a)¯가 성립하는 것은 사실이 아닙니다.








직교 관계의 증명.


핵심은 이제 곱들의 합을 다음을 통해 단 하나의 지표로 축소할 수 있다는 것입니다




	
	χV(g)χW(g)¯=χV⊗W∨(g).
	





따라서 문제의 합을 다음과 같이 다시 쓸 수 있습니다




	
	⟨χV,χW⟩=1|G|∑g∈GχV⊗W∨(g)=χV⊗W∨(1|G|∑g∈Gg).
	





P:V⊗W∨→V⊗W∨을 1|G|∑g∈Gg의 작용이라 하면, 우리는 TrP를 구하고자 합니다.






연습문제 21.3.11.


P가 멱등원임을 보이십시오. (P∘P를 직접 계산하십시오.)







따라서 (문제 9H에 의해) V⊗W∨=kerP⊕imP이며, imP는 G 아래에서 고정된 원소들의 부분공간입니다. 이로부터 다음을 이끌어낼 수 있습니다




	
	TrP=dimimP=dim{x∈V⊗W∨∣g⋅x=x∀g∈G}.
	





이제 자연스러운 동형사상 V⊗W∨→Hom(W,V)을 생각해 봅시다.





연습문제 21.3.12.


g∈G라 합시다. 이 동형사상 아래에서, T∈Hom(W,V)가 g⋅T=T를 만족하는 것은 각 w∈W에 대해 T(g⋅w)=g⋅T(w)인 것과 동치임을 보이십시오. (이는 세 개 혹은 네 개의 정의를 풀어내기만 하면 됩니다.)







결과적으로, χV⊗W∨(P)=TrP=dimHomrep(W,V)이 원하는 대로 성립합니다. ∎






직교 관계는 유한 차원 표현 V가 기약인지를 확인하는 빠르고 기계적인 방법을 제공합니다. 즉, 각 g∈G에 대해 대각합 χV(g)를 계산한 다음, ⟨χV,χV⟩=1인지를 확인하면 됩니다. 그래서 예를 들어, 우리가 찾았던 S3의 세 표현이 기약표현임을 지표표로부터 직접 알 수 있었을 것입니다. 따라서 이제 우리는 기약표현의 완전한 집합을 가질 때마다 효율적으로 검증할 수 있습니다.







21.4 지표표의 예



예제 21.4.1 (원소가 10개인 이면체군).


D10=⟨r,s∣r5=s2=1,rs=sr−1⟩라 합시다. ω=exp(2πi5)라 합시다. D10의 네 가지 표현을 씁니다:


	•

ℂtriv에서는, D10의 모든 원소가 항등원으로 작용합니다.




	•

ℂsign에서 r은 항등원으로 작용하고 s는 부호 반전으로 작용합니다.




	•

V1은 이차원이며 r↦[ω00ω4]와 s↦[0110]로 주어집니다.




	•

V2는 이차원이며 r↦[ω200ω3]와 s↦[0110]로 주어집니다.






이 네 표현이 기약이며 서로 동형이 아니라고 주장합니다. 이를 지표표를 작성하여 증명합니다:




	
	D101r,r4r2,r3srkℂtriv1111ℂsign111−1V12ω+ω4ω2+ω30V22ω2+ω3ω+ω40
	





그러면 직접 계산을 통해 직교 관계를 보일 수 있으므로, 실제로 정규직교기저를 갖습니다. 예를 들어 ⟨ℂtriv,ℂsign⟩=1+2⋅1+2⋅1+5⋅(−1)=0입니다.








예제 21.4.2 (S4의 지표표).


이제 S4의 지표표를 계산할 만한 충분한 도구를 갖추었으며, S4는 다섯 개의 켤레류를 가집니다 (순환 유형 id, 2, 3, 4, 2+2에 대응). 먼저, S4는 두 개의 일차원 표현 ℂtriv와 ℂsign을 가지며, 이것들이 전부임을 주목합니다 (준동형사상 S4→ℂ×가 오직 두 개뿐이기 때문입니다). 따라서 지금까지 다음과 같은 표를 얻습니다




	
	S41(∙∙)(∙∙∙)(∙∙∙∙)(∙∙)(∙∙)ℂtriv11111ℂsign1−11−11⋮⋮
	





열들이 1+6+8+6+3=24개의 원소를 나타냄에 주목하십시오.




이제, 나머지 세 표현은 다음을 만족하는 차원 d1, d2, d3을 가집니다




	
	d12+d22+d32=4!−2=22
	





이는 (d1,d2,d3)=(2,3,3)과 그 순열들만을 해로 가집니다. 이제 refl0 표현을 취할 수 있습니다




	
	{(w,x,y,z)∣w+x+y+z=0}
	





기저 (1,0,0,−1), (0,1,0,−1), (0,0,1,−1)을 가집니다. 이것이 기약임을 기하학적으로 확인할 수 있지만, 지표를 직접 계산함으로써 수치적으로도 확인할 수 있습니다 (지루한 작업입니다): 계산하면 3, 1, 0, −1, −1이 나오며, 이는 실제로 다음 노름을 줍니다




	
	⟨χrefl0,χrefl0⟩=14!(32⏟id+6⋅(1)2⏟(∙∙)+8⋅(0)2⏟(∙∙∙)+6⋅(−1)2⏟(∙∙∙∙)+3⋅(−1)2⏟(∙∙)(∙∙))=1.
	





이것을 부호 표현과 텐서곱하여 또 다른 기약 표현을 얻을 수도 있음에 주목하십시오 (ℂsign의 모든 대각합이 ±1이므로 노름이 변하지 않습니다). 마지막으로, 직교성을 이용해 마지막 행을 복원합니다 (더 나은 이름이 없어 ℂ2라고 부릅니다); 따라서 완성된 표는 다음과 같습니다.




	
	S41(∙∙)(∙∙∙)(∙∙∙∙)(∙∙)(∙∙)ℂtriv11111ℂsign1−11−11ℂ220−102refl0310−1−1refl0⊗ℂsign3−101−1
	














21.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 21A (지표로부터 분해 읽어내기).


W를 유한군 G의 복소 표현이라 하십시오. V1, …, Vr을 G의 복소 기약 표현들이라 하고 ni=⟨χW,χVi⟩로 두십시오. 각 ni가 음이 아닌 정수이며 다음이 성립함을 증명하십시오




	
	W=⨁i=1rVi⊕ni.
	






힌트. 자명합니다. W=⨁Vimi로 두면 (ℂ[G]가 반단순이므로 가능합니다) χW=∑imiχVi입니다.










문제 21B.


G=S4의 복소 표현들을 생각하십시오. 표현 refl0⊗refl0은 9차원이므로 명백히 가약입니다. 이를 다섯 개의 기약 표현들로 분해하십시오.


힌트. χW=χrefl02로 두고 앞 문제를 이용하십시오.




풀이. ℂsign⊕ℂ2⊕refl0⊕(refl0⊗ℂsign).










문제 21C (일차원 기약 표현과의 텐서곱).


V와 W를 G의 기약 표현이라 하고, dimW=1이라 하십시오. V⊗W가 기약임을 보이십시오.


힌트. 지표를 이용합니다. |χW|=1이 어디서나 성립함에 주목하십시오.




풀이. 먼저, 모든 g∈G에 대해 |χW(g)|=1임을 관찰하십시오.




	
	⟨χV⊗W,χV⊗W⟩
	=⟨χVχW,χVχW⟩
	





	
	
	=1|G|∑g∈G|χV(g)|2|χW(g)|2
	





	
	
	=1|G|∑g∈G|χV(g)|2
	





	
	
	=⟨χV,χV⟩=1.
	














문제 21D (사원수군).


사원수군 Q8의 지표표를 계산하십시오.


힌트. 다섯 개의 켤레류가 있습니다: 1, −1, 그리고 ±i, ±j, ±k입니다. 표현들 중 네 개가 주어지면, 직교성을 통해 다섯 번째를 얻을 수 있습니다.




풀이. 표는 다음과 같이 주어집니다




	
	Q81−1±i±j±kℂtriv11111ℂi111−1−1ℂj11−11−1ℂk11−1−11ℂ22−2000
	





일차원 표현들 (처음 네 행)은 준동형사상 Q8→ℂ×를 생각함으로써 얻어집니다. 마지막 행은 이차원이며 직교성 공식을 이용해 복원할 수 있습니다.










문제 21E (제2 직교성 공식).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

g와 h를 유한군 G의 원소라 하고, V1, …, Vr을 G의 기약 표현들이라 하십시오. 다음을 증명하십시오




	
	∑i=1rχVi(g)χVi(h)¯={|CG(g)|g와 h가 켤레일 경우0그 외의 경우.
	





여기서 CG(g)={x∈G:xg=gx}는 g의 중심화군입니다.


힌트. 첫 번째 직교성에 의해 AB가 항등원이 되도록 두 개의 정사각 r×r 행렬 A와 B를 구성하십시오. 그런 다음 BA를 이용하여 두 번째 직교 관계를 증명하십시오.













장 22 몇 가지 응용


이 모든 준비를 마쳤으니, 이제 그 자체로 흥미로운 몇 가지 좋은 결과를 전개해 보겠습니다.





22.1 프로베니우스 나눗셈성



정리 22.1.1 (프로베니우스 나눗셈성).


V가 유한군 G의 복소 기약표현이라 합시다. 그러면 dimV는 |G|를 나눕니다.







이 증명에는 대수적 정수(대수적 수론 장에서 다룰 개념)가 필요합니다. 대수적 정수란 정수 계수를 갖는 모닉 다항식의 근이 되는 복소수를 말하며, 이러한 대수적 정수들은 덧셈과 곱셈에 대해 환 ℤ¯를 이루고, ℤ¯∩ℚ=ℤ임을 상기합시다.




먼저 다음을 증명합니다:





보조정리 22.1.2 (ℤ[G] 의 원소는 정수적입니다).


α∈ℤ[G]라 합시다. 그러면 정수 계수를 갖는 모닉 다항식 P가 존재하여 P(α)=0이 성립합니다.







증명.


Ak를 1,α1,…,αk의 ℤ-생성 공간이라 합시다. ℤ[G]가 뇌터 환이므로, 포함 관계 A0⊆A1⊆A2⊆…가 모두 진부분일 수는 없으며, 따라서 어떤 k에 대해 Ak=Ak+1이 성립합니다. 이는 αk+1이 α의 더 낮은 거듭제곱들로 표현될 수 있음을 의미합니다. ∎





프로베니우스 나눗셈성의 증명.


C1, …, Cm이 G의 켤레류를 나타낸다고 합시다. 그러면 유리수




	
	|G|dimV;
	





를 생각해 봅시다. 우리는 이것이 대수적 정수임을 보일 것이며, 이로써 정리가 증명됩니다. 이를 다음과 같이 다시 쓸 수 있음을 관찰합니다




	
	|G|dimV=|G|⟨χV,χV⟩dimV=∑g∈GχV(g)χV(g)¯dimV.
	





켤레류에 대한 합을 나누면, 따라서




	
	|G|dimV=∑i=1mχV(Ci)¯⋅|Ci|χV(Ci)dimV.
	





우리는 모든 i에 대해 다음이




	
	|Ci|χV(Ci)dimV=1dimVTrTi
	





대수적 정수임을 주장합니다, 여기서




	
	Ti≔ρ(∑h∈Cih).
	





이를 확인하기 위해, Ti가 G의 원소들과 가환임에 주목하면, 따라서 Ti는 뒤엉킴 연산자 Ti:V→V가 됩니다. 따라서 슈어의 보조정리에 의해 Ti=λi⋅idV이고 TrTi=λidimV입니다. 보조정리 22.1.2에 의해 λi∈ℤ¯이며, 원하는 결과를 얻습니다.




이제 χV(Ci)¯∈ℤ¯ 또한 성립하므로 (이는 단위근의 켤레들의 합이기 때문입니다) 증명이 끝났습니다. 따라서 |G|dimV는 대수적 정수들의 곱의 합이며, 그 자체로 대수적 정수입니다. ∎








22.2 번사이드의 정리


이제 군론적 결과를 증명합니다. 이 결과는 순수하게 군론적이기 때문에(마치 RSA가 정수론의 대표적 사례이듯) 표현론의 유명한 대표적 사례입니다.




군이 정규 부분군을 갖지 않으면  단순하다는 것을 상기합시다. 사실, 우리는 다음을 증명할 것입니다:





정리 22.2.1 (번사이드).


G가 위수 paqb인 비아벨 군이라 합시다(여기서 p,q는 서로 다른 소수이고 a,b≥0입니다). 그러면 G는 단순하지 않습니다.







이어지는 내용에서 p와 q는 항상 소수를 나타냅니다.





보조정리 22.2.2 (gcd(|C|,dimV)=1에 관하여).


V=(V,ρ)가 G의 복소 기약표현이라 합시다. C가 gcd(|C|,dimV)=1을 만족하는 G의 켤레류라고 가정합시다. 그러면 임의의 g∈C에 대해, 다음 중 하나가 성립합니다


	•

ρ(g)가 스칼라에 의한 곱셈이거나, 또는




	•

χV(g)=Trρ(g)=0.












증명.


εi가 ρ(g)의 n개 고윳값(단위근들)이라면, 프로베니우스 나눗셈성의 증명으로부터 |C|nχV(g)∈ℤ¯임을 알 수 있으며, 따라서 gcd(|C|,n)=1로부터 다음을 얻습니다




	
	1nχV(g)=1n(ε1+⋯+εn)∈ℤ¯.
	





이는 대수적 수론의 한 사실, 즉 문제 53C로부터 쉽게 따라 나옵니다: ε1=⋯=εn (첫 번째 경우)이거나 ε1+⋯+εn=0 (두 번째 경우)입니다. ∎






보조정리 22.2.3 (단순군은 소수의 거듭제곱 크기의 켤레류를 갖지 않습니다).


G를 유한 단순군이라 합시다. 그러면 G는 크기가 pk (k>0)인 켤레류를 가질 수 없습니다.








증명.


귀류법으로 증명합니다. C가 그러한 켤레류라 가정하고, 임의의 g∈C를 고정합니다. g와 1G (g≠1G이므로 켤레가 아닙니다)에 대해 두 번째 직교성 공식(문제 21E)을 적용하면 다음을 얻습니다.




	
	∑i=1rdimViχVi(g)=0
	





여기서 Vi는 평소와 같이 G의 모든 기약 표현입니다.






연습문제 22.2.4.


p∤dimV이고 χV(g)≠0인 자명하지 않은 기약 표현 V가 존재함을 보이십시오. (그렇지 않다면 −1p∈ℤ¯가 됨을 귀류법으로 보이면서 진행하십시오.)







V=(V,ρ)를 앞서 언급한 기약 표현이라 합시다. 앞의 보조정리에 의해, 이제 ρ(g)가 V에서 스칼라로 작용함을 알 수 있습니다.




이제 다음 부분군을 생각해 봅시다.




	
	H=⟨ab−1∣a,b∈C⟩⊆G.
	





우리는 이것이 G의 자명하지 않은 정규 부분군임을 주장합니다. H가 정규임을 확인하는 것은 쉬우며, |C|>1이므로 H가 자명하지 않음을 알 수 있습니다. V로 표현되었을 때 H의 각 원소는 V에 자명하게 작용하므로, V가 자명하지 않고 기약적이기 때문에 H≠G입니다. 이는 G가 단순군이라는 가정에 모순됩니다. ∎






이 보조정리를 이용하면, 우리 군의 |G|개 원소를 켤레류로 분할함으로써 번사이드 정리가 따라 나옵니다. 귀류법을 위해 G가 단순군이라 가정합시다. 각 켤레류는 크기가 1이거나(문제 16D에 의해 이러한 것이 |Z(G)|개 있습니다) 앞의 보조정리에 의해 pq로 나누어떨어져야 하는데, 반면 그 합은 |G|=paqb와 같습니다. 따라서 |Z(G)|>1이어야 합니다. 그러나 G는 아벨 군이 아니므로 Z(G)≠G이며, 따라서 중심 Z(G)는 자명하지 않은 정규 부분군이 되어, G가 단순군이라는 가정에 모순됩니다.







22.3 프로베니우스 행렬식


표현론이라는 분야를 시작하게 만든 다음 문제로 마무리하겠습니다. 유한군 G가 주어지면, n개의 변수 {xg}g∈G를 만들고, (g,h)번째 성분이 xgh−1인 n×n 행렬 MG를 만듭니다.





예제 22.3.1 (프로베니우스 행렬식들).



	(a)

G=ℤ/2ℤ=⟨T∣T2=1⟩이라면 행렬은 다음과 같을 것입니다




	
	MG=[xidxTxTxid].
	





그러면 detMG=(xid−xT)(xid+xT)입니다.




	(b)

G=S3이라면, 긴 계산을 통해 detMG의 기약 인수분해는 다음과 같이 주어집니다




	
	(∑σ∈S3xσ)(∑σ∈S3sign(σ)xσ)(F(xid,x(123),x(321))−F(x(12),x(23),x(31)))2
	





여기서 F(a,b,c)=a2+b2+c2−ab−bc−ca이며, 뒤의 인수는 기약입니다.













정리 22.3.2 (프로베니우스 행렬식).


(|G|개의 변수로 이루어진) 다항식 detMG는 기약 다항식들의 곱으로 인수분해되며, 이때


	(i)

다항식의 개수는 G의 켤레류의 개수와 같으며,




	(ii)

각 다항식의 중복도는 그 차수와 같습니다.












”제곱의 합” 결과가 이와 어떻게 관련되는지 여러분은 이미 짐작할 수 있을지도 모릅니다! (실제로 degdetMG를 살펴보십시오.)




전설에 따르면 데데킨트가 1896년에 이 현상을 처음 관찰했다고 합니다. 그는 이를 일반적으로 증명하는 방법을 알지 못했기에, 이를 편지에 담아 프로베니우스에게 보냈고, 프로베니우스는 이 문제를 풀기 위해 표현론을 창시했습니다.




지금까지 구축한 모든 도구를 이용하면, 이제 이 결과를 증명하는 것은 상당히 간단합니다.




증명.


V=(V,ρ)=Reg(ℂ[G])라 하고, V1, …, Vr을 G의 기약 표현들이라 합시다. ℂ[G]의 통상적인 기저에서 행렬 MG를 갖는 사상 T:ℂ[G]→ℂ[G]를 생각해 봅시다. 즉




	
	T:T({xg}g∈G)=∑g∈Gxgρ(g)∈Mat(V).
	





따라서 우리는 detT를 살펴보고자 합니다.




하지만 이전과 같이 V=⨁i=1rVi⊕dimVi임을 알고 있으므로, T를 그 부분공간들에 대해 분해하면 다음을 알 수 있습니다




	
	detT=∏i=1r(det(T↾Vi))dimVi.
	





따라서 우리는 두 가지만 보이면 됩니다: 다항식 detTVi가 기약이라는 것, 그리고 서로 다른 i에 대해 이들이 쌍마다 서로 다르다는 것입니다.




Vi=(Vi,ρ)라 하고, k=dimVi라 둡시다.


	•

기약성: 조밀성 정리에 의해, 임의의 M∈Mat(Vi)에 대해 복소수 xg∈G의 특정한 선택이 존재하여 다음을 만족합니다




	
	M=∑g∈Gxg⋅ρi(g)=(T↾Vi)({xg}).
	





ρi(g)를 복소수 계수를 갖는 k×k 행렬로 봅시다. 따라서 다항식 항목을 갖는 행렬로 본 “일반적인” (T↾Vi)({xg})는 선형독립인 항목들을 가져야 합니다(그렇지 않으면 우리가 도달할 수 없는 Mat(Vi)의 어떤 행렬이 존재하게 됩니다).




그러면 이 주장은 (선형 변수 변환을 통해) m2개의 변수로 이루어진 다항식 det(yij)1≤i,j≤m이 항상 기약이라는 단순한 사실로부터 따라옵니다.




	•

쌍마다 서로 다름: detT|Vi({xg})로부터 지표 χVi를 읽어낼 수 있음을 보여, 이 주장을 증명하겠습니다. 실제로




연습문제 22.3.3.


Vi에 대해 임의의 기저를 택합시다. dimVi=k이고 1G≠g∈G이면, 다음이 성립합니다




	
	χVi(g)의 계수입니다xgx1Gk−1.
	










따라서 증명이 완료됩니다. ∎














부 VII 양자 알고리즘


	23 양자 상태와 측정

	24 양자 회로

	25 쇼어 알고리즘






장 23 양자 상태와 측정


이 장에서는 선형대수를 사용하여 양자 상태를 설정하는 방법을 설명하겠습니다. 이를 통해 다음 장에서 양자 회로에 대해 이야기할 수 있게 되며, 이는 쇼어 알고리즘을 위한 무대를 마련할 것입니다.




저는 물리학을 아주 많이 다루지는 않을 것입니다 (사실은: 전혀 다루지 않을 것입니다). 즉, 물리적 실재가 무엇인지를 선형대수의 언어로만 서술하고, 왜 이것이 참인지에 대한 철학적 논의는 여러분 주변의 ”양자역학의 철학” 강의(MIT에서는 ”사회과학” 과목입니다!)에 맡기겠습니다.





23.1 브라-켓 표기법


물리학자들은 벡터에 대해 자신들만의 표기법을 가지고 있습니다: 앞서 저는 v, e1 등과 같은 표기를 사용했지만, 이 장에서는 악명 높은  브라-켓(bra-ket) 표기법을 보게 될 것입니다: 벡터는 |∙⟩로 표기되며, 여기서 ∙은 어떤 변수 이름입니다: 수학이나 파이썬에서와 달리, 이는 숫자, 기호, 유니코드 문자 등 무엇이든 포함할 수 있습니다. 이를 ”켓(ket)”이라고 부릅니다. 모든 물리학자들에게 경의를 표하기 위해, 이 장에서도 이 표기법을 사용하겠습니다.





표기의 남용 23.1.1 (이 부분에서는 dimH<∞입니다).


양자 계산에 관한 이 부분에서는 앞서 정의한 ”힐베르트 공간”이라는 용어를 사용할 것이지만, 실제로는 우리가 다루는 모든 힐베르트 공간이 유한 차원일 것입니다.







dimH=n이면, 그 정규직교 기저 원소들은 흔히 다음과 같이 표기됩니다




	
	|0⟩,|1⟩,…,|n−1⟩
	





(ei 대신) 그리고 H의 일반적인 원소는 다음과 같이 표기됩니다




	
	|ψ⟩,|ϕ⟩,…
	





그리고 다양한 다른 그리스 문자들로 표기됩니다.




이제 임의의 |ψ⟩∈H에 대해, H∨ 안에서 표준적인 쌍대 원소를 생각할 수 있는데 (H가 내적 형식을 가지고 있으므로), 이를 ⟨ψ|(“브라”)로 표기합니다. 예를 들어, dimH=2이면 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	|ψ⟩=[αβ]
	





정규직교 기저에서, 이 경우




	
	⟨ψ|=[α¯β¯].
	





이 표기법으로 내적을 간결하게 쓸 수도 있습니다. |ϕ⟩=[γδ]일 때, ⟨ψ|와 |ϕ⟩의 내적은 다음과 같이 주어집니다.




	
	⟨ψ|ϕ⟩=[α¯β¯][γδ]=α¯γ+β¯δ.
	





따라서 좀 더 수학적인 ⟨|ψ⟩,|ϕ⟩⟩ 대신 ⟨ψ|ϕ⟩라는 표기법을 사용하겠습니다. 특히 |ψ⟩의 노름의 제곱은 그냥 ⟨ψ|ψ⟩입니다. 구체적으로 dimH=2일 때 ⟨ψ|ψ⟩=|α|2+|β|2입니다.







23.2 상태 공간


이것이 이상하다고 생각하신다면, 상황은 더 심해집니다.




고전 계산에서 비트는 0 또는 1입니다. 더 일반적으로, n개의 가능한 상태 0, …, n−1로 이루어진 고전적 공간을 생각할 수 있습니다. 따라서 고전적인 상황에서 가능한 상태들의 공간은 단순히 n개의 원소를 가진 이산 집합입니다.




양자 계산에서  큐비트(qubit)는 그 대신 0과 1의 임의의 복소 선형 결합입니다. 정확히 말하면, 다음과 같은 노름을 가진 복소 벡터 공간을 생각해봅시다




	
	H=ℂ⊕2
	





그리고 정규직교 기저 원소들을 |0⟩과 |1⟩로 표기합니다. 그러면 큐비트는 영이 아닌 원소 |ψ⟩∈H이며, 다음과 같은 형태로 쓸 수 있습니다




	
	|ψ⟩=α|0⟩+β|1⟩
	





여기서 α와 β는 둘 다 영이 아닙니다. 일반적으로 |ψ⟩의 노름이 1이 되도록 정규화합니다:




	
	⟨ψ|ψ⟩=1⇔|α|2+|β|2=1.
	





특히, |0⟩∈H와 |1⟩∈H로 ”고전적인” 상황을 복원할 수 있지만, 이제는




	
	12(|0⟩+|1⟩).
	





과 같은 몇몇 ”중간적인” 상태들도 존재합니다. 철학적으로 보면, 일어난 일은 다음과 같습니다:


|0⟩과 |1⟩이라는 상태만 허용하는 대신, 이들의 임의의 복소 선형 결합을 허용합니다.



더 일반적으로, dimH=n이면 가능한 상태들은 영이 아닌 원소들입니다




	
	c0|0⟩+c1|1⟩+⋯+cn−1|n−1⟩
	





이는 보통 |c0|2+|c1|2+⋯+|cn−1|2=1이 되도록 정규화합니다.







23.3 관찰


대표적인 예: id은 모든 고윳값이 같으므로 측정을 하지 않는 것에 대응하지만, 서로 다른 고윳값을 가진 연산자는 어떤 것이든 붕괴를 일으킵니다.




이것이 이상하다고 생각한다면, 더 이상한 것이 있습니다. 먼저 선형대수 복습입니다(정의 15.5.1):





정의 23.3.1.


V를 유한 차원 내적 공간이라 합시다. 사상 T:V→V에 대해 다음 조건들은 동치입니다.


	•

임의의 x,y∈V에 대해 ⟨Tx,y⟩=⟨x,Ty⟩입니다.




	•

T=T†.






이러한 조건을 만족하는 사상 T를  에르미트라고 부릅니다.








질문 23.3.2.


T가 정규임을 보이십시오.







따라서 T가 내적 형식에 대해 대각화 가능함을 알 수 있으므로, 적당한 기저에 대해 정규직교기저로 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	T=[λ00…00λ1…0⋮⋮⋱⋮00…λn−1].
	





앞서 말했듯이, 이는 대단합니다: 고유벡터로 이루어진 기저를 가질 뿐만 아니라, 고유벡터들이 쌍마다 직교하므로 V의 정규직교기저를 이룹니다.





질문 23.3.3.


T의 모든 고윳값이 실수임을 보이십시오. (T=T†.)







다시 양자 계산으로 돌아갑시다. dimH=2인 H에서 상태 |ψ⟩∈H가 있다고 합시다; 아직 특정 기저를 구분하지 않았으므로 그저 0이 아닌 벡터를 가지고 있는 것입니다. 그러면 관측이 작동하는 방식은 (이는 물리학이므로 제 말을 믿을 수밖에 없습니다) 다음과 같습니다:


에르미트 연산자 T:H→H를 하나 고릅니다; 그러면 T에 대한 관측은 T의 고윳값을 반환합니다.



정확히 말하면:


	•

에르미트 연산자 T:H→H를 하나 고르며, 이를  관측가능량이라 부릅니다.




	•

그 고윳값 λ0, …, λn−1과 이에 대응하는 고유벡터 |0⟩T, …, |n−1⟩T을 생각합니다. 암묵적으로 |0⟩T, …, |n−1⟩T이 H의 정규직교기저를 이룬다고 가정할 수 있습니다. (아래첨자 T는 T의 고유벡터를 H의 기저 원소와 구별하기 위한 것입니다.)




	•

|ψ⟩를 정규직교기저로 다음과 같이 씁니다




	
	c0|0⟩T+c1|1⟩T+⋯+cn−1|n−1⟩T.
	








	•

그러면 λi를 관측할 확률은




	
	|ci|2|c0|2+⋯+|cn−1|2.
	





이를  T를 따른 관측을 한다고 부릅니다.






특히, 0이 아닌 임의의 상수 c에 대해 |ψ⟩와 c|ψ⟩는 구별할 수 없다는 점에 주목하십시오. 이것이 우리가 |ψ⟩를 정규화하기를 선호하는 이유입니다. 하지만 가장 기이한 점은 |ψ⟩에 일어나는 일입니다: 이를 측정함으로써 우리는 실제로 정보를 파괴합니다. 이러한 현상을  양자 붕괴라고 부릅니다.


	•

간단히, 우리가 |ψ⟩를 T로 관측하여 고윳값 λ를 얻었고, |i⟩T가 이 고윳값을 갖는 유일한 고유벡터라고 합시다. 그러면 상태 |ψ⟩는 상태 ci|i⟩T로 붕괴합니다: 나머지 정보는 모두 파괴됩니다. (사실, 다시 상수배는 중요하지 않으므로 |i⟩T로 붕괴한다고 말해도 무방합니다.)




	•

더 일반적으로, λ를 관측했다면, 일반화된 고유공간 Hλ (즉 같은 고윳값을 갖는 고유벡터들의 생성 공간)를 생각합시다. 그러면 물리적 상태 |ψ⟩ 또한 변화합니다: 이제 고유공간 Hλ 위로 사영된 것입니다. 다시 말해, 관측 이후 상태는 다음으로 붕괴합니다




	
	∑0≤i≤n−1λi=λci|i⟩T.
	










다시 말해,


측정을 수행하면, 서로 다른 고유공간에서 온 계수들은 파괴됩니다.



왜 이런 일이 일어날까요? 저도 모릅니다… 물리학은 (따라서 현실도) 이상합니다. 하지만 어쨌든, 예시를 들어보겠습니다.





예제 23.3.4 (상태 |ψ⟩의 양자 측정).


H=ℂ⊕2이고 정규직교 기저 |0⟩, |1⟩을 가진다고 합시다. 그리고 다음 상태를 고려합시다.




	
	|ψ⟩=i5|0⟩+25|1⟩=[i/52/5]∈H.
	






	(a)




	
	T=[100−1]
	





라고 합시다. 이는 고유벡터 |0⟩=|0⟩T와 |1⟩=|1⟩T를 가지며, 고윳값은 각각 +1과 −1입니다. 따라서 |ψ⟩를 T에 대해 측정하면 1/5의 확률로 +1을, 4/5의 확률로 −1을 얻습니다. 이 측정 이후, 원래 상태는 +1을 측정했다면 |0⟩으로, −1을 측정했다면 |1⟩으로 붕괴합니다. 따라서 우리는 원래의 확률을 결코 알아낼 수 없습니다.




	(b)

이제 T=id을 고려하고, 정규직교 고유벡터 |0⟩T, |1⟩T를 임의로 선택합시다. 그러면 ψ=c0|0⟩T+c1|1⟩T입니다. T의 모든 고윳값이 +1이므로, 우리가 무엇을 하든 측정 결과는 항상 +1입니다. 하지만 붕괴 역시 일어나지 않는데, 계수 중 어느 것도 소멸되지 않기 때문입니다.




	(c)

이제 다음을 생각해봅시다




	
	T=[0770].
	





정규화된 두 고유벡터는 다음과 같습니다




	
	|0⟩T=12[11]|1⟩T=12[1−1]
	





고윳값은 각각 +7과 −7입니다. 이 기저에서 우리는 다음을 얻습니다




	
	|ψ⟩=2+i10|0⟩T+−2+i10|1⟩T.
	





따라서 우리는 확률 12로 +7을 얻고 확률 12로 −7을 얻으며, 측정 후 |ψ⟩는 |0⟩T와 |1⟩T 중 하나로 붕괴합니다.













질문 23.3.5.


|ψ⟩를 T로 측정하여 λ를 얻었다고 합시다. T로 다시 측정하면 무슨 일이 일어날까요?







H=ℂ⊕2의 경우, 이른바  파울리 행렬을 이용하여 더 많은 종류의 예시를 만들어낼 수 있습니다. 이것은 다음 세 개의 에르미트 행렬입니다




	
	σz=[100−1]σx=[0110]σy=[0−ii0].
	








이 행렬들이 중요한 이유는 다음과 같습니다





질문 23.3.6.


이 세 행렬과 항등 행렬이 함께 에르미트 2×2 행렬 집합의 기저를 이룸을 보이십시오.







그러므로 파울리 행렬은 자연스러운 기저 선택입니다.111음, 물리학적 이유로 자연스럽습니다. 




이들의 정규화된 고유벡터는 다음과 같습니다




	
	|↑⟩=|0⟩=[10]|↓⟩=|1⟩=[01]
	








	
	|→⟩=12[11]|←⟩=12[1−1]
	








	
	|⊗⟩=12[1i]|⊙⟩=12[1−i]
	





이를 각각 “z-업”, “z-다운”, “x-업”, “x-다운”, “y-업”, “y-다운”이라 부릅니다. (고윳값은 “업”의 경우 +1이고 “다운”의 경우 −1입니다.) 따라서 상태 |ψ⟩∈ℂ⊕2가 주어지면, 해당하는 파울리 행렬을 사용하여 이 세 기저 중 어느 것에 대해서든 측정을 할 수 있습니다.




이를 고려하면, 앞선 예시들은 (a) σz를 따라 측정하는 것, (b) id을 따라 측정하는 것, (c) 7σx를 따라 측정하는 것이었습니다.




만약 상태 |ψ⟩가 주어지고, 그것이 |→⟩ 또는 |←⟩ 중 하나(또는 다른 어떤 직교 상태들 중 하나)라고 미리 알려져 있다면, 우리는 어느 정도 고전적인 상황에 놓여 있음을 주목하십시오. 구체적으로, σx를 따라 측정을 하면, |ψ⟩가 어느 상태였는지를 (100%의 확실성으로) 알아낼 수 있으며, 상태는 어떠한 붕괴도 겪지 않습니다. 따라서 직교 상태들은 신뢰성 있게 구별 가능합니다.







23.4 얽힘


대표적인 예: 단일항 상태: 유령 같은 원격 작용.




그것이 이상하다고 생각한다면, 음, 더 심해집니다.




큐비트는 단순히 독립적으로 작동하지 않습니다. 큐비트는 텐서곱을 통해 서로 소통할 수 있습니다. 구체적으로,




	
	H=ℂ⊕2⊗ℂ⊕2
	





에 문제 13D에서 설명한 노름을 부여한 것을 생각해봅시다. 이것은 공간 HA에 있는 큐비트 A와 다른 공간 HB에 있는 두 번째 큐비트 B가 어떤 방식으로 상호작용하도록 허용된 것으로 생각해야 하며, H=HA⊗HB는 두 큐비트 모두의 가능한 상태들의 집합입니다. 따라서




	
	|0⟩A⊗|0⟩B,|0⟩A⊗|1⟩B,|1⟩A⊗|0⟩B,|1⟩A⊗|1⟩B
	





이것은 H의 정규직교 기저입니다. 여기서 |i⟩A는 첫 번째 ℂ⊕2의 기저이고 |i⟩B는 두 번째 ℂ⊕2의 기저이므로, 이 벡터들은 다른 모든 텐서곱에서와 마찬가지로 “서로 무관한” 것으로 생각해야 합니다. 순수 텐서는 정확히 여러분이 원하는 바를 의미합니다: 예를 들어 |0⟩A⊗|1⟩B는 “큐비트 A에 대해서는 0, 큐비트 B에 대해서는 1”을 의미합니다.




앞서와 마찬가지로, H에서 상태를 측정하려면 에르미트 사상 H→H가 필요합니다. 특히, 큐비트 B만 MB를 따라 측정하고자 한다면, 다음 연산자를 사용할 수 있습니다




	
	idA⊗MB
	





이 연산자의 고윳값은 MB의 고윳값과 일치하며, λ에 대한 고유공간은 HA⊗(HB)λ가 되므로, 사영을 취할 때 A 큐비트는 영향을 받지 않습니다.




이것은 H의 순수 텐서에 대해 여러분이 바라는 대로 작동합니다:





예제 23.4.1 (얽히지 않은 두 큐비트).


큐비트 A가 상태 i5|0⟩A+25|1⟩A에 있고 큐비트 B가 상태 12|0⟩B+12|1⟩B에 있다고 합시다. 그러면 두 큐비트를 함께 나타내는 것은 다음의 순수 텐서입니다




	
	|ψ⟩=(i5|0⟩A+25|1⟩A)⊗(12|0⟩B+12|1⟩B).
	





|ψ⟩를 다음을 따라 측정한다고 합시다.




	
	M=idA⊗σzB.
	





고유공간 분해는 다음과 같습니다.


	•

|0⟩A⊗|0⟩B와 |1⟩A⊗|0⟩B의 생성 공간에 대해서는 +1이고,




	•

|0⟩A⊗|1⟩B와 |1⟩A⊗|1⟩B의 생성 공간에 대해서는 −1입니다.






(첫 번째 고유공간에 대해 |→⟩A⊗|0⟩B와 |←⟩A⊗|0⟩B 같은 다른 기저를 사용할 수도 있었지만, 상관없습니다.) |ψ⟩를 네 원소로 이루어진 기저로 전개하면, 첫 번째 고유공간을 얻을 확률은 다음과 같음을 알 수 있습니다.




	
	|i10|2+|210|2=12.
	





그리고 두 번째 고유공간을 얻을 확률도 마찬가지로 12입니다. (A에 대한 계수가 아무 역할도 하지 않는다는 점에 주목하십시오!) 측정 후에는 다른 고유공간의 계수를 소거하며, 따라서 (재정규화 후) 다음과 같이 붕괴된 상태를 얻습니다.




	
	(i5|0⟩A+25|1⟩A)⊗|0⟩B또는(i5|0⟩A+25|1⟩A)⊗|1⟩B
	





이번에도 각각 50%의 확률로 그렇게 됩니다.







따라서 이 모델을 사용하면 두 큐비트를 어느 정도 독립적으로 다룰 수 있습니다: 측정을 수행할 때는 그저 다른 큐비트를 건드리지 않도록(즉 항등 연산자에 대응하도록) 하면 됩니다.





연습문제 23.4.2.


이 예시에서 |ψ⟩에 idA⊗σxB를 적용하면 전혀 붕괴가 일어나지 않음을 보이십시오. 이 측정의 결과는 무엇입니까?







⊗를 계속 쓰기가 번거로워지므로, 다음과 같이 표기하기로 합니다.





표기의 남용 23.4.3.


앞으로 |0⟩A⊗|0⟩B는 그냥 |00⟩으로 줄여 쓰며, |01⟩, |10⟩, |11⟩도 마찬가지로 표기합니다.








예제 23.4.4 (일반적인 2-큐비트 상태의 동시 측정).


H=ℂ⊕2⊗ℂ⊕2 안의 정규화된 상태 |ψ⟩를 다음과 같이 생각해 봅시다.




	
	|ψ⟩=α|00⟩+β|01⟩+γ|10⟩+δ|11⟩.
	





다음을 만족하는 대각 행렬 T:H→H를 따라 측정을 수행할 수 있습니다.




	
	T(|00⟩)=0|00⟩,T(|01⟩)=1|01⟩,T(|10⟩)=2|10⟩,T(|11⟩)=3|11⟩.
	





따라서 고윳값 0, 1, 2, 3을 각각 확률 |α|2, |β|2, |γ|2, |δ|2로 얻게 됩니다. 그러므로 원한다면 한 큐비트를 측정할 때와 같은 방식으로 두 큐비트에 대해 ”동시” 측정을 수행할 수 있습니다.







그러나 어떤 상태는 매우 기묘하게 행동합니다.





예제 23.4.5 (단일항 상태).


다음 상태를 생각해 봅시다.




	
	|Ψ−⟩=12|01⟩−12|10⟩
	





이는  단일항 상태라고 불립니다. |Ψ−⟩가 단순 텐서가 아님을 알 수 있는데, 이는 곧 이 상태가 두 큐비트가 나란히 놓인 것에 지나지 않는 게 아님을 의미합니다: HA와 HB의 큐비트들이 얽힘(entangled) 상태가 된 것입니다.




이제 큐비트 A만을 측정하면 어떻게 될까요? 이는 다음 측정을 수행하는 것에 대응합니다.




	
	T=σzA⊗idB.
	





T의 고유공간 분해는 다음과 같이 기술할 수 있습니다.


	•

|00⟩과 |01⟩의 생성 공간, 고윳값 +1.




	•

|10⟩과 |11⟩의 생성 공간, 고윳값 −1.






따라서 다음 두 가지 중 하나가 일어날 것입니다.


	•

확률 12로 +1을 측정하며, 붕괴된 상태는 |01⟩입니다.




	•

확률 12로 −1을 측정하며, 붕괴된 상태는 |10⟩입니다.






그런데 이제 A를 따른 측정이 비트 B의 상태가 무엇인지를 완전히 알려주었다는 것을 알 수 있습니다!







A에 대한 측정만을 살펴봄으로써 B를 알게 되는데, 이 역설은 유령 같은 원격 작용, 아인슈타인의 표현으로는  spukhafte Fernwirkung이라고 불립니다. 따라서,


힐베르트 공간의 텐서곱에서, 순수 텐서가 아닌 상태들은 ”얽힌” 상태에 해당합니다.






이것이 실제로 의미하는 바는 큐비트들을 독립적으로 기술할 수 없다는 것이며, 시스템의 상태는 전체로서 주어져야 한다는 것입니다. 이것이 바로 얽힌 상태가 의미하는 바입니다: 큐비트들은 어떤 식으로든 서로 의존합니다.







23.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 23A.


|Ψ−⟩를 σxA⊗idB로 측정하여 +1 또는 −1을 얻습니다. 이 측정으로부터 큐비트 B의 상태를 결정하십시오.


힌트. |Ψ−⟩=−12(|→⟩A⊗|←⟩B−|←⟩A|→⟩B)로 다시 쓰십시오.




풀이. 간단한 계산에 의해, |Ψ−⟩=−12(|→⟩A⊗|←⟩B−|←⟩A|→⟩B)입니다. 이제 |→⟩A⊗|→⟩B, |→⟩A⊗|←⟩B는 σxA⊗idB의 한 고유공간을 생성하고, |←⟩A⊗|→⟩B, |←⟩A⊗|←⟩B는 다른 고유공간을 생성합니다. 따라서 이는 이전과 동일합니다: +1은 |←⟩B를, −1은 |→⟩B를 줍니다.










문제 23B (그린버거-혼-자일링거 역설).


(ℂ⊕2)⊗3에서 다음 상태를 고려하십시오




	
	|Ψ⟩GHZ=12(|0⟩A|0⟩B|0⟩C−|1⟩A|1⟩B|1⟩C).
	





다음 각각을 따른 측정값을 구하십시오




	
	σyA⊗σyB⊗σxC,σyA⊗σxB⊗σyC,σxA⊗σyB⊗σyC,σxA⊗σxB⊗σxC.
	





역설에 관해서는: 이 모든 측정값을 서로 곱하면 무슨 일이 일어나는지 살펴보십시오.


힌트. 각각 1, 1, 1, −1입니다. 이들을 모두 곱하면 idA⊗idB⊗idC의 측정값이 −1이 되는데, 이것이 바로 역설입니다. 이것이 의미하는 바는 측정값들이 독립적으로 미리 준비될 수 없다는 것입니다. 다시 말해, 이는 특정 국소 숨은 변수 이론들과 모순됩니다.

이것은 차일링거가 2022년 노벨상을 (공동) 수상하게 된 여러 결과 중 하나였습니다.













장 24 양자 회로


이제 큐비트에 대해 논의했으므로, 이를 회로에서 사용하는 방법에 대해 이야기할 수 있습니다. 핵심적인 변화 — 그리고 양자 회로가 고전 회로로는 할 수 없는 일을 할 수 있는 이유 — 는 우리가 0과 1의 선형 결합을 허용한다는 사실입니다.





24.1 고전 논리 게이트


고전 논리에서는 몇 개의 비트를 입력으로 받아 몇 개의 비트를 출력으로 내놓는 회로를 만듭니다. 이러한 회로는 개별 논리 게이트들로 구성됩니다. 예를 들어,  AND 게이트는 다음과 같이 그림으로 나타낼 수 있습니다.
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AND 게이트는 “진리표”를 사용해서도 나타낼 수 있습니다:




	
	ABA그리고B000010100111
	





마찬가지로,  OR 게이트와  NOT 게이트가 있습니다:




	
	ABA또는B000011101111A부정A0110
	





또한 비트를 복제하는, 이른바  COPY 게이트도 있습니다.
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물론, 이러한 게이트들에 대해 배우게 되는 첫 번째 정리는 다음과 같습니다:





정리 24.1.1 (AND, OR, NOT, COPY는 보편적입니다).


AND, OR, NOT, COPY라는 네 개의 게이트 집합은, 임의의 불 함수 f:{0,1}n→{0,1}을 오직 이 게이트들만을 사용한 회로로 구현할 수 있다는 의미에서 보편적입니다.







증명.


다소 시시하긴 하지만: 본질적으로 fpre(1)에 속하는 모든 입력 문자열에 대해 OR를 취하는 회로를 적어 내려가면 됩니다. 예를 들어, n=3이고 f(011)=f(110)=1이며 나머지는 0인 함수 f(abc)를 시뮬레이션하고자 한다고 합시다. 그러면 f에 대응하는 불 표현식은 단순히 다음과 같습니다




	
	f(abc)=[(a가 아님) 그리고 b 그리고 c]또는[a 그리고 b 그리고 (c가 아님)].
	





분명히, 다른 어떤 f에 대해서도 같은 방식을 적용할 수 있으며, 이 논리를 회로로 구현할 수 있습니다. ∎






비고 24.1.2.


x그리고y=부정((x가 아님)또는(y 아님))이므로, 실제로 AND 게이트를 없앨 수 있다는 결론이 따릅니다.










24.2 가역 고전 논리


대표적인 예: CNOT 게이트, Toffoli 게이트.




양자역학의 목적을 위해서는, 이것만으로는 충분하지 않습니다. 이 유비를 끝까지 이어가려면, 사실  가역인 게이트가 필요합니다. 즉 이 게이트들이 입력 공간에서 출력 공간으로 가는 전단사여야 한다는 뜻입니다. 특히, 그러한 게이트는 입력 비트 수와 출력 비트 수가 같아야 합니다.





예제 24.2.1 (가역 게이트).



	(a)

AND, OR, COPY 게이트는 차원상의 이유로 모두 가역이 아닙니다.




	(b)

그러나 NOT 게이트는 가역입니다: 이는 {0,1}→{0,1}인 전단사입니다.













예제 24.2.2 (CNOT 게이트).


제어형-NOT 게이트, 즉  CNOT 게이트는 다음과 같은 진리표를 갖는 가역 2비트 게이트입니다.




	
	입력출력0000101101011110
	





다시 말해, 이 게이트는 첫 번째 비트는 그대로 둔 채 두 번째 비트에 첫 번째 비트를 XOR합니다. 이는 다음과 같이 나타낼 수 있습니다.




	
	[image: 도표]
	





첫 번째 점은 “제어(control)”라고 불리며, ⊕는 “부정(negation)” 연산입니다: 첫 번째 비트가 두 번째 비트를 뒤집을지 말지를 제어합니다. 따라서 전형적인 적용 예는 다음과 같을 수 있습니다.
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그러므로, 두 비트에 대한 자명하지 않은 가역 게이트는 NOT과 CNOT뿐입니다.




이제 우리의 가역 게이트에 대해 보편적이라는 개념을 다르게 정의할 필요가 있습니다.





정의 24.2.3.


가역 게이트들의 집합이 불 함수 f(x1…xn)을  시뮬레이션할 수 있다는 것은, 다음을 받아들이는 회로를 구현할 수 있는 경우를 말합니다


	•

입력으로, x1…xn과 더불어 0 또는 1로 고정된 몇몇 비트를 사용하는데, 이를  보조 비트111영어 단어 ”ancilla”는 ”하녀”를 의미합니다.라고 부릅니다.




	•

출력으로는, 입력 비트 x1,…,xn과 출력 비트 f(x1,…,xn), 그리고 경우에 따라 몇몇 추가 비트(이를  쓰레기 비트라고 부릅니다)가 있습니다.






어떤 임의의 불리언 함수든 시뮬레이션할 수 있다면 그 게이트(들)를  보편적이라고 합니다.







예를 들어, CNOT 게이트는 단 하나의 보조 비트 1을 사용하여 다음 회로에 따라 NOT 게이트를 시뮬레이션할 수 있습니다.
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안타깝게도, 이는 보편적이지 않습니다.





명제 24.2.4 (CNOT ⇏ AND).


CNOT 게이트는 불리언 함수 ”x그리고y”를 시뮬레이션할 수 없습니다.







증명 스케치.


CNOT 게이트만을 사용하여 시뮬레이션되는 어떤 함수든 다음 형태여야 함을 알 수 있습니다




	
	a1x1+a2x2+⋯+anxn(mod2)
	





왜냐하면 CNOT은 사상 (x,y)↦(x,x+y)이기 때문입니다. 따라서 보조 비트를 사용하더라도, 고정된 a, b, c에 대해 ax+by+c(mod2) 형태의 함수만 만들 수 있습니다. AND 게이트는 이 형태가 아닙니다. ∎





그러므로, 최소한 3-큐비트 게이트가 필요합니다. 가장 흔히 사용되는 것은 다음과 같습니다:





정의 24.2.5.


CCNOT 게이트라고도 불리는 3비트  토폴리 게이트는 다음과 같이 주어집니다
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그래서 토폴리 게이트는 두 개의 제어 비트를 가지며, 두 제어 비트가 모두 1일 때에만 마지막 비트를 뒤집습니다.







이 대체로 충분합니다.





정리 24.2.6 (토폴리 게이트는 보편적입니다).


토폴리 게이트는 보편적입니다.







증명.


우리는 토폴리 게이트가 AND, NOT을 가역적으로 시뮬레이션할 수 있고, 따라서 OR도 시뮬레이션할 수 있음을 보일 것인데, 이는 보편성을 보이기에 충분함을 우리는 알고 있습니다. (가역성 덕분에 COPY는 필요하지 않습니다.)




AND 게이트에 대해서는, 다음 회로를 그립니다
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하나의 보조 비트를 사용하며, 쓰레기 비트는 없습니다.




NOT 게이트에 대해서는, 두 개의 보조 비트 1과 하나의 쓰레기 비트를 사용합니다:
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이로써 증명이 완료됩니다. ∎





따라서 이론적으로는 토폴리 게이트만을 사용하여 우리가 원하는 어떤 고전 회로든 만들 수 있습니다. 물론, 이는 가장 단순한 함수에 대해서조차 지수적으로 많은 게이트를 필요로 할 수 있습니다. 다행히도, 이는 전혀 문제가 되지 않는데, 왜냐하면 저는 수학 전공자이고, 2n개의 게이트를 갖는 문제는 컴퓨터공학 전공자들에게 맡겨두는 것이 가장 좋은 문제이기 때문입니다.







24.3 양자 논리 게이트


양자역학에서는 기저 원소들의 선형결합을 가질 수 있기 때문에, 우리의 논리 게이트는 대신 선형 사상으로 구성될 것입니다. 더욱이, 양자 계산에서는 게이트가 항상 가역적인데, 이것이 바로 앞 절에서 우리가 시간을 들여 가역 게이트로 제한하더라도(예를 들어 토폴리 게이트를 사용하여) 여전히 어떤 함수든 시뮬레이션할 수 있음을 보인 이유입니다.




먼저, 몇 가지 선형대수 내용입니다:





정의 24.3.1.


V를 유한 차원 내적 공간이라 합시다. 그러면 사상 U:V→V에 대해, 다음은 서로 동치입니다:


	•

x,y∈V에 대해 ⟨U(x),U(y)⟩=⟨x,y⟩입니다.




	•

U†는 U의 역원입니다.




	•

x∈V에 대해 ∥x∥=∥U(x)∥입니다.






사상 U가 이 동치인 조건들을 만족하면  유니터리라고 부릅니다.







그러면


양자 논리 게이트는 유니터리 행렬입니다.



특히, 고전적인 상황과 달리 양자 게이트는 항상 가역적입니다(따라서 입력 비트와 출력 비트의 개수가 항상 같습니다).




예를 들어 CNOT 게이트를 생각해봅시다. 이것의 양자 유사체는 유니터리 사상 UCNOT:H→H여야 하며, 여기서 H=ℂ⊕2⊗ℂ⊕2이고, 기저 원소들에 대해 다음과 같이 주어집니다.




	
	UCNOT(|00⟩)=|00⟩,UCNOT(|01⟩)=|01⟩
	








	
	UCNOT(|10⟩)=|11⟩,UCNOT(|11⟩)=|10⟩.
	





그림으로 나타내면 양자 CNOT 게이트는 다음과 같이 주어집니다.




	
	[image: 도표]                  [image: 도표]                  [image: 도표]                  [image: 도표]
	





그래서 어떻다는 말입니까? 양자역학의 요점 전체는 선형 큐비트가 |0⟩과 |1⟩의 선형결합 상태에 있는 것도 허용한다는 것이며, 이는 흥미로운 결과를 만들어냅니다. 예를 들어 |←⟩=12(|0⟩−|1⟩)을 취해 위쪽에 넣고 아래쪽에는 |1⟩을 넣어 어떤 일이 일어나는지 살펴봅시다.




	
	UCNOT(|←⟩⊗|1⟩)=UCNOT(12(|01⟩−|11⟩))=12(|01⟩−|10⟩)=|Ψ−⟩
	





이것은 완전히 얽힌 단일항 상태입니다! 그림:




	
	[image: 도표]
	








따라서 혼합 상태를 양자 게이트에 입력하면, 원래 입력이 얽혀 있지 않더라도 출력은 종종 얽힌 상태가 됩니다.





예제 24.3.2 (양자 게이트의 더 많은 예시).



	(a)

이전에 접했던 모든 가역 고전 게이트는 CNOT과 같은 방식, 즉 기저 원소들에 대한 값을 지정함으로써 얻어지는 양자 유사체를 가집니다. 예를 들어 양자 토폴리 게이트가 있는데, 이는 예컨대 다음을 보냅니다.




	
	[image: 도표]
	








	(b)

한 큐비트에 대한  아다마르 게이트는 다음과 같이 주어지는 회전입니다.




	
	[121212−12].
	





따라서 이는 |0⟩을 |→⟩으로, |1⟩을 |←⟩으로 보냅니다. 아다마르 게이트는 그 자신의 역원임에 유의하십시오. 이것은 ”H” 상자로 표시됩니다.




	
	[image: 도표]
	








	(c)

더 일반적으로, U가 2×2 유니터리 행렬(즉, 사상 ℂ⊕2→ℂ⊕2)이라면, 이전 것과 유사한  U-회전 게이트가 있으며, 이는 입력에 U를 적용합니다.




	
	[image: 도표]
	





예를 들어 고전 NOT 게이트는 U=σx로 표현됩니다.




	(d)

제어형 U-회전 게이트는 CNOT 게이트를 일반화합니다. U:ℂ⊕2→ℂ⊕2를 회전 게이트라 하고, H=ℂ⊕2⊗ℂ⊕2를 2-큐비트 공간이라 합시다. 그러면 제어형 U 게이트는 다음과 같은 회로도를 가집니다.




	
	[image: 도표]                        [image: 도표]
	





따라서 제어 비트가 1일 때 U가 적용되며, CNOT은 U=σx인 특수한 경우입니다. 이전과 마찬가지로, 제어가 혼합 상태이면 흥미로운 동작을 얻게 됩니다.












그리고 이제, 좀 더 직관에 반하는 양자적 동작을 살펴봅시다. CNOT을 다음과 같은 진리표를 가진 복사기로 사용하려 한다고 가정합시다.




	
	입력출력0000101101011110
	





이 게이트의 요점은 아래쪽에 쓰레기값 0을 넣어 ”복사” 연산을 시뮬레이션하려는 데 있습니다. 실제로 다음을 확인할 수 있습니다.




	
	[image: 도표]                        [image: 도표]
	





따라서 우리는 |0⟩과 |1⟩을 복사할 수 있습니다. 하지만 이미 보았듯이 |←⟩⊗|0⟩을 U에 입력하면, 우리가 원했던 |←⟩⊗|←⟩이 결코 아닌 얽힌 상태 |Ψ−⟩를 얻게 됩니다. 그리고 실제로 이른바  복제 불가 정리는 임의의 |ψ⟩를 복제하는 것이 불가능함을 함의합니다. 우리가 할 수 있는 최선은 고전적인 경우처럼 특정한 직교 상태들을 복사하는 것뿐입니다. 문제 24B도 참조하십시오.







24.4 도이치-조사 알고리즘


도이치-조사 알고리즘은 고전적으로 수행할 수 없는 자명하지 않은 양자 알고리즘의 첫 번째 예시로, 이는 훗날 그로버의 탐색 알고리즘과 쇼어의 소인수분해 알고리즘에 영감을 준 ”개념 증명”입니다.




문제는 다음과 같습니다: 함수 f:{0,1}n→{0,1}가 주어졌고, 함수 f가 다음 중 하나임이 보장됩니다.


	•

상수 함수이거나, 혹은




	•

균형 함수, 즉 정확히 절반의 입력이 0으로, 절반의 입력이 1로 대응되는 함수입니다.






함수 f는 NOT 게이트의 제어인 가역 블랙박스 Uf의 형태로 주어지며, 따라서 다음과 같은 회로 도식으로 나타낼 수 있습니다.




	
	[image: 도표]
	





즉, f(x1,…,xn)=0이면 게이트는 아무 일도 하지 않으며, 그렇지 않으면 게이트는 아래쪽의 y 비트를 뒤집습니다. n이 붙은 슬래시는 입력의 위쪽이 실제로는 그려진 하나의 큐비트가 아니라 n개의 큐비트로 이루어져 있음을 나타내며, 따라서 블랙박스 Uf는 n+1개의 큐비트에 대한 사상입니다.




문제는 블랙박스 Uf에 대한 호출을 가능한 한 적게 사용하여 f가 균형인지 상수인지를 판별하는 것입니다.





질문 24.4.1.


고전적으로는, 최악의 경우 질문에 답하기 위해 함수 f에 대한 호출이 최대 2n−1+1번까지 필요할 수 있음을 보이십시오.







따라서 고전적인 도구만으로는 f가 균형인지 상수인지를 판별하는 데 O(2n)번의 질의가 필요합니다. 하지만,





정리 24.4.2 (도이치-조사).


도이치-조사 문제는 블랙박스에 대한 단 한 번의 호출만으로 양자 회로에서 판별할 수 있습니다.







증명.


구체성을 위해 n=1인 경우를 명시적으로 다루겠습니다; 일반적인 경우는 문제 24C에 포함되어 있습니다. 필요한 회로는 다음과 같음을 주장합니다.




	
	[image: 도표]
	





여기서 H들은 아다마르 게이트이며, 맨 오른쪽 선 끝의 계측기는 통상적인 |0⟩, |1⟩ 기저를 따라 측정을 수행함을 나타냅니다. 이는 오타가 아닙니다! 고전적으로는 위쪽 선이 단지 입력 정보를 반복하는 것에 불과하지만, 우리가 측정하고자 하는 것이 바로 이 위쪽임을 곧 보게 될 것입니다.




두 번의 아다마르 연산 이후 얻어지는 상태는 다음과 같음에 주목하십시오.




	
	|01⟩
	↦H⊗2(12(|0⟩+|1⟩))⊗(12(|0⟩−|1⟩))
	





	
	
	=12(|0⟩⊗(|0⟩−|1⟩)+|1⟩⊗(|0⟩−|1⟩)).
	





따라서 Uf를 적용한 후, 우리는 다음을 얻습니다.




	
	12(|0⟩⊗(|0+f(0)⟩−|1+f(0)⟩)+|1⟩⊗(|0+f(1)⟩−|1+f(1)⟩))
	





여기서 모듈로 2는 암묵적으로 생략되었습니다. 이제, |0⟩−|1⟩에서 |0+f(x)⟩−|1+f(x)⟩로 넘어가는 것의 효과는 단지 상태를 그대로 유지하거나(f(x)=0인 경우) 부호를 반전시키는(f(x)=1인 경우) 것에 불과함을 관찰하십시오. 따라서 우리는 다음과 같이 단순화하고 인수분해할 수 있습니다.




	
	12((−1)f(0)|0⟩+(−1)f(1)|1⟩)⊗(|0⟩−|1⟩).
	





따라서, 지금까지의 그림은 다음과 같습니다:




	
	[image: 도표]
	





특히, 결과 상태는 얽혀 있지 않으며, 우리는 단순히 마지막 큐비트를 버릴 수 있습니다(!). 이제 다음을 관찰하십시오:


	•

f가 상수이면, 가장 위쪽 상태는 ±|→⟩입니다.




	•

f가 균형이면, 가장 위쪽 상태는 ±|←⟩입니다.






따라서 단순히 σx를 따라 측정하는 것만으로 답을 얻을 수 있습니다. 이와 동등하게, H 게이트를 한 번 더 적용하여(H|→⟩=|0⟩, H|←⟩=|1⟩이 되도록) 통상적인 |0⟩, |1⟩ 기저에서 σz를 따라 측정할 수 있습니다. 따라서 n=1인 경우 오라클에 대한 호출이 단 한 번만 필요합니다. ∎








24.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 24A (프레드킨 게이트).


프레드킨 게이트(제어 스왑, 즉 CSWAP 게이트라고도 불림)는 다음과 같은 진리표를 갖는 3비트 게이트입니다.




	
	입력출력000000001001010010011011100100101110110101111111
	





따라서 이 게이트는 첫 번째 비트가 1일 때마다 마지막 두 입력 비트를 교환합니다. 이 게이트 역시 가역적이며 보편적임을 보이십시오.


힌트. 한 가지 방법은 몇 개의 프레드킨 게이트를 사용하여 CCNOT을 만드는 것입니다.




풀이. 프레드킨 게이트가 보편적임을 보이려면 이를 이용해 가역적으로 CCNOT 게이트를 만드는 것으로 충분합니다. 다음과 같이 시스템을 씁니다




	
	(z,¬z,−)
	=Fred(z,1,0)
	





	
	(x,a,−)
	=Fred(x,1,0)
	





	
	(y,b,−)
	=Fred(y,a,0)
	





	
	(−,c,−)
	=Fred(b,0,1)
	





	
	(−,d,−)
	=Fred(c,z,¬z).
	





직접 계산하면 d=z+xy(mod2)임을 알 수 있습니다.










문제 24B (기본적인 복제 불가 정리).


두 큐비트 위의 유니터리 사상 U 중 임의의 큐비트 |ψ⟩에 대해 U(|ψ⟩⊗|0⟩)=|ψ⟩⊗|ψ⟩를 보내는 것이 존재하지 않음을 보이십시오. 즉, 다음의 회로 도식이 불가능함을 보이십시오.




	
	[image: 도표]
	






힌트. |ψ⟩=|0⟩, |ψ⟩=|1⟩, |ψ⟩=|→⟩를 대입하여 모순을 이끌어내십시오.










문제 24C (도이치-조사).


도이치-조사 알고리즘에서 설명한 블랙박스 Uf가 주어졌을 때, 다음 회로를 고려합니다.




	
	[image: 도표]
	





즉, |0⟩의 n개 사본을 취하여 이들 모두에 아다마르 회전을 적용하고, Uf를 적용한 후, n개의 입력 비트 모두에 아다마르를 역으로 적용하고(마지막 비트는 다시 버림), 그런 다음 n개의 비트 전부를 |0⟩/|1⟩ 기저에서 측정합니다(예제 23.4.4에서와 같이).




f가 상수 함수이면 |0…0⟩을 측정할 확률이 1이고, f가 균형 함수이면 0임을 보이십시오.


힌트. 먼저 이 상자가 |x1⟩⊗⋯⊗|xn⟩⊗|←⟩을 (−1)f(x1,…,xn)(|x1⟩⊗⋯⊗|xn⟩⊗|←⟩)으로 보냄을 보이십시오.




풀이. |←⟩=12(|0⟩−|1⟩)로 둡니다. 그러면 Uf가 다음과 같이 보냄을 알 수 있습니다




	
	|x1⟩…|xn⟩|0⟩−|x1⟩…|xn⟩|1⟩↦Uf±|x1⟩…|xn⟩|0⟩∓|x1⟩…|xn⟩|1⟩
	





부호는 f(x1,…,xn)=1일 때 정확히 +, −가 됩니다.

이제 |0⟩…|0⟩|1⟩을 입력하면, H⊗n+1이 이를 다음으로 사상함을 알 수 있습니다




	
	2−n/2∑x1,…,xn|x1⟩…|xn⟩|←⟩.
	





그러면 Uf 아래에서의 상은 다음과 같습니다




	
	2−n/2∑x1,…,xn(−1)f(x1,…,xn)|x1⟩…|xn⟩|←⟩.
	





이제 마지막 큐비트를 버리면 다음이 남습니다




	
	2−n/2∑x1,…,xn(−1)f(x1,…,xn)|x1⟩…|xn⟩.
	





여기에 H⊗n을 적용하면 다음을 얻습니다




	
	2−n/2∑x1,…,xn(−1)f(x1,…,xn)⋅(2−n/2∑y1,…,yn(−1)x1y1+⋯+xnyn|y1⟩|y2⟩…|yn⟩)
	





H|0⟩=12(|0⟩+|1⟩)이고 H|1⟩=12(|0⟩−|1⟩)이므로, xi=1이고 yi=1이 동시에 성립할 때 정확히 음의 부호가 나타나며, 따라서 (−1)x1y1+⋯+xnyn 항이 생깁니다. 합의 순서를 바꾸면 다음을 얻습니다




	
	2−n∑y1,…,ynC(y1,…,yn)|y1⟩|y2⟩…|yn⟩
	





여기서 C(y1,…,yn)=∑x1,…,xn(−1)f(x1,…,xn)+x1y1+⋯+xnyn입니다. 이제 마지막으로 두 경우를 고려합니다.


	•

f가 상수 함수라면, 다음을 알 수 있습니다




	
	C(y1,…,yn)={±1y1=⋯=yn=00그 외의 경우.
	





이를 확인하려면, y1=⋯=yn=0인 경우 결과가 명백함에 주목하십시오. 그렇지 않고 일반성을 잃지 않고 y1=1이라 하면, x1=0에 대한 항들이 쌍을 이루어 x1=1에 대한 항들과 정확히 상쇄됩니다. 따라서 이 상태에서는 측정 결과가 모두 |0⟩…|0⟩이 됩니다.




	•

반면 f가 균형 함수라면, 다음을 유도할 수 있습니다




	
	C(0,…,0)=0.
	





따라서 측정 결과가 |0⟩…|0⟩이 되는 경우는 전혀 없습니다.






이런 방식으로 f가 균형 함수인지 아닌지를 알 수 있습니다.










문제 24D (Barenco et al, 1995; arXiv:quant-ph/9503016v1).


다음과 같다고 합시다




	
	P=[100i]Q=12[1−i−i1]
	





양자 토폴리 게이트가 다음 회로를 통해 제어 회전만으로 구현될 수 있음을 확인하십시오




	
	[image: 도표]
	





이는 발견 당시 연구자들에게 큰 놀라움을 주었는데, 고전적인 가역 논리는 3비트 게이트(예: 토폴리, 프레드킨)를 필요로 하기 때문입니다.


힌트. 이는 직접 계산입니다.













장 25 쇼어 알고리즘


이제 쇼어 알고리즘을 다룰 차례입니다: M=pq를 O((logM)2) 시간에 인수분해하는 방법입니다.




이것이 아마도 미국 국가안보국(NSA) 같은 기관들이 양자 컴퓨팅에 수백만 달러를 쏟아붓고 있는 이유일 것입니다.





25.1 고전적인 (역) 푸리에 변환


쇼어 알고리즘의 “핵심 수’는 이른바 양자 푸리에 변환입니다. 푸리에 변환은 데이터에서 주기성을 추출하는 데 사용되며, 그 양자적 대응물은 고전적인 것보다 훨씬 빠른 것으로 밝혀졌습니다.




먼저 정의를 던져 드리겠습니다. N을 양의 정수라 하고, ωN=exp(2πiN)이라 합시다.





정의 25.1.1.


복소수의 튜플이 주어졌을 때




	
	(x0,x1,…,xN−1)
	





그  이산 역 푸리에 변환은 다음과 같이 정의되는 수열 (y0,y1,…,yN−1)입니다




	
	yk=1N∑j=0N−1ωNjkxj.
	





이는 다음 행렬을 적용하는 것과 동치입니다




	
	1N[111…11ωNωN2…ωNN−11ωN2ωN4…ωN2(N−1)⋮⋮⋮⋱⋮1ωNN−1ωN2(N−1)…ωN(N−1)2][x0x1⋮xN−1]=[y0y1⋮yN−1].
	











이 연산이 중요한 이유는 xi가 주기적인지 검출할 수 있게 해 주기 때문입니다. 더 일반적으로, 주기 r로 나타나는 1들의 수열이 주어지면, 진폭은 Ngcd(N,r)로 나누어떨어지는 입력값에서 최고점을 이룹니다. 수학적으로는 다음이 성립합니다




	
	xk=∑j=0N−1yjωN−jk.
	









예제 25.1.2 (이산 역 푸리에 변환의 예).


N=6, ω=ω6=exp(2πi6)이고 (x0,x1,x2,x3,x4,x5)=(0,1,0,1,0,1)이라 합시다 (따라서 xi는 2를 법으로 주기적입니다). 그러면




	
	y0
	=16(ω0+ω0+ω0)=1/2
	





	
	y1
	=16(ω1+ω3+ω5)=0
	





	
	y2
	=16(ω2+ω6+ω10)=0
	





	
	y3
	=16(ω3+ω9+ω15)=−1/2
	





	
	y4
	=16(ω4+ω12+ω20)=0
	





	
	y5
	=16(ω5+ω15+ω25)=0.
	





따라서 역변환에서 “진폭”은 모두 3의 배수에 집중되며, 이는 원래 수열의 주기성이 N3=2임을 드러냅니다.








비고 25.1.3.


이 연산이 “역” 푸리에 변환이라 불리는 것은 제가 이해하기로는 대부분 역사적 우연입니다. 혼란스럽게도, 이에 대응하는 양자 연산은 (역이 아닌) 푸리에 변환입니다.







정의를 그대로 적용하면, 변환을 계산하는 데 O(N2) 시간이 걸립니다.  고속 푸리에 변환이라는 고전적 알고리즘(그 세부 사항은 다루지 않겠지만, 사실상 계산을 “재사용”합니다)을 사용하면 이를 O(NlogN) 시간으로 줄일 수 있음이 밝혀져 있습니다. 그러나 쇼어 알고리즘에는 이것으로도 충분하지 않으며, O((logN)2) 정도가 필요합니다. 바로 여기서 양자 푸리에 변환이 등장합니다.







25.2 양자 푸리에 변환


푸리에 변환을 계산하려면 N×N 행렬을 N-벡터와 곱해야 하므로, 이는 O(N2)번의 곱셈이 필요함에 유의하십시오. 그러나 이제 양자 컴퓨터를 사용하면 N=2n일 때 n개의 큐비트로 이루어진 시스템에서 O((logN)2)개의 양자 게이트만으로 이를 수행할 수 있음을 보이려 합니다.




먼저, 표기법을 좀 더 소개합니다:





표기의 남용 25.2.1.


이하에서 |x⟩는 이진법으로 x=xnxn−1…x1일 때 |xn⟩⊗|xn−1⟩⊗⋯⊗|x1⟩을 가리킵니다. 예를 들어 n=3이면 |6⟩은 실제로 |1⟩⊗|1⟩⊗|0⟩을 의미합니다. 마찬가지로, 0.x1x2…xn을 이진법으로 표기합니다.







이제 n-큐비트 공간이 정규직교 기저 |0⟩, |1⟩, …, |N−1⟩을 가짐에 주목하십시오





정의 25.2.2.


n-큐비트 상태를 생각해 봅시다




	
	|ψ⟩=∑k=0N−1xk|k⟩.
	





양자 푸리에 변환은 다음과 같이 정의됩니다




	
	UQFT(|ψ⟩)=1N∑j=0N−1(∑k=0N−1ωNjkxk)|j⟩.
	





다시 말해, 기저 |0⟩, …, |N−1⟩을 사용하면 UQFT는 다음 행렬로 주어집니다




	
	UQFT=1N[111…11ωNωN2…ωNN−11ωN2ωN4…ωN2(N−1)⋮⋮⋮⋱⋮1ωNN−1ωN2(N−1)…ωN(N−1)2]
	











이는 앞서와 정확히 동일한 정의이지만, UQFT가 유니터리가 되도록 N 인자가 추가되었습니다. 그러나 요령은, 양자적 설정에서는 이 행렬을 다시 쓸 수 있다는 점입니다:





명제 25.2.3 (텐서 표현).


|x⟩=|xnxn−1…x1⟩이라 합시다. 그러면




	
	UQFT(|xnxn−1…x1⟩)=1N
	(|0⟩+exp(2πi⋅0.x1)|1⟩)
	





	
	
	⊗(|0⟩+exp(2πi⋅0.x2x1)|1⟩)
	





	
	
	⊗…
	





	
	
	⊗(|0⟩+exp(2πi⋅0.xn…x1)|1⟩)
	











증명.


직접(그리고 상당히 성가신) 계산입니다. 요컨대, 모든 것을 전개하면 됩니다. ∎





따라서 혼합 상태를 사용함으로써, 양자 푸리에 변환은 고전적으로는 불가능한 이 “텐서곱에 의한 곱셈” 기법을 사용할 수 있습니다.




이제 더 이상 미루지 말고, 회로를 살펴봅시다. 회전 행렬을 다음과 같이 정의합니다




	
	Rk=[100exp(2πi/2k)].
	





그러면 n=3일 때 회로는 제어형 Rk들을 사용하여 다음과 같이 주어집니다:




	
	[image: 도표]
	









연습문제 25.2.4.


이 회로에서 |x3x2x1⟩의 상이 다음과 같음을 보이십시오




	
	(|0⟩+exp(2πi⋅0.x1)|1⟩)⊗(|0⟩+exp(2πi⋅0.x2x1)|1⟩)⊗(|0⟩+exp(2πi⋅0.x3x2x1)|1⟩)
	





주장한 대로입니다.







일반적인 n에 대해서는, 이를 귀납적으로 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	[image: 도표]
	









질문 25.2.5.


n=3일 때 표시된 두 회로가 동치임을 스스로 확인해 보십시오.







따라서 양자 푸리에 변환은 O(n2)개의 게이트로 달성 가능하며, 이는 고전적인 고속 푸리에 변환이 달성하는 O(NlogN)번의 연산(여기서 N=2n)보다 엄청나게 낫습니다.







25.3 쇼어 알고리즘


양자 푸리에 변환은 쇼어 알고리즘의 핵심 요소입니다. 이제 이를 갖추었으니, 소인수분해 문제를 풀 수 있습니다.




p,q>3을 홀수 소수라 하고, p≠q라고 가정합시다. 주요 아이디어는 정수 M=pq를 소인수분해하는 문제를, x(modM)의 위수를 찾는 문제로 바꾸는 것입니다. 후자는 양자 푸리에 변환으로 풀 수 있는 “주기성” 문제입니다. 구체적으로, x(modM)이 다음을 만족하면 좋다고 합시다


	(i)

gcd(x,M)=1,




	(ii)

x(modM)의 위수 r이 짝수이고, 그리고




	(iii)

0≡(xr/2−1)(xr/2+1)(modM)을 인수분해하면, 두 인수 중 어느 것도 0(modM)이 아닙니다. 따라서 그중 하나는 p로 나누어떨어지고, 다른 하나는 q로 나누어떨어집니다.










연습문제 25.3.1 (경시 정수론 연습용).


M=pq일 때 (ℤ/Mℤ)×의 잉여류 중 적어도 절반이 좋은 것임을 보이십시오.







그러므로 임의의 x∈(ℤ/Mℤ)×의 위수를 찾을 수 있다면, 좋은 x를 뽑을 때까지 계속 뽑기만 하면 됩니다(이는 절반 이상의 확률로 일어납니다). 일단 그렇게 되면, 유클리드 호제법을 사용하여 gcd(xr/2−1,M)을 계산함으로써 M의 소인수 중 하나를 뽑아낼 수 있으며, 이로써 문제는 해결됩니다.




이제 이를 어떻게 할까요? 아이디어는 그리 어렵지 않습니다. 먼저 r을 법으로 주기적인 수열을 생성합니다.





예제 25.3.2 (77을 소인수분해하기: 주기 상태 생성하기).


M=77을 소인수분해하려 하며, 무작위로 x=2를 선택하고, 그 위수 r을 찾고자 한다고 합시다. n=13이고 N=213이라 하고, 다음 상태를 초기화하는 것으로 시작합니다




	
	|ψ⟩=1N∑k=0N−1|k⟩.
	





이제 (x에 의존하는) 회로 Ux를 만들어 |k⟩|0⟩을 |k⟩|xkmodM⟩으로 보내도록 합니다. 이를 |ψ⟩⊗|0⟩에 적용하면 다음이 얻어집니다




	
	U(|ψ⟩|0⟩)=1N∑k=0N−1|k⟩⊗|xkmodM⟩.
	





이제 두 번째 큐비트를 측정하여 |51⟩ 상태를 얻었다고 합시다(27≡51(mod77)임에 유의하십시오). 그러면 붕괴된 현재 상태는, 스케일링을 제외하면 다음과 같음을 알 수 있습니다




	
	(|7⟩+|7+r⟩+|7+2r⟩+…)⊗|51⟩.
	











사실 병목 지점은 회로 Ux입니다. xk(modM)은 반복 제곱법을 사용하여 계산할 수 있지만, 그럼에도 전체 연산 중 가장 다루기 힘든 부분입니다.




일반적으로, 이 연산은 다음과 같습니다:


	•

충분히 큰 N=2n을 선택합니다(예를 들어, N≥M2).




	•

|ψ⟩=∑k=02n−1|k⟩를 생성합니다.




	•

|xkmodM⟩을 계산하는 회로 Ux를 만듭니다.




	•

이를 적용하여 상태 1N∑k=02n−1|k⟩⊗|xkmodM⟩를 얻습니다.




	•

두 번째 큐비트를 측정하여 첫 번째 큐비트가 r을 법으로 주기적인 무언가로 붕괴하도록 합니다. |ϕ⟩가 왼쪽 큐비트를 나타낸다고 합시다.









이제 왼쪽 큐비트 |ϕ⟩에 양자 푸리에 변환을 적용한다고 합시다: 왼쪽 비트가 r을 법으로 주기적이므로, 우리는 이 변환이 r이 무엇인지 알려줄 것이라고 기대합니다. 안타깝게도 이는 그리 잘 맞아떨어지지 않는데, N은 2의 거듭제곱이지만 r은 그렇지 않을 것으로 예상되기 때문입니다.




그럼에도 불구하고, 다음과 같은 상태를 고려합시다




	
	|ϕ⟩=|k0⟩+|k0+r⟩+…
	





예를 들어 앞서 x=2에서 51을 측정했을 때 k0=7이었습니다. 양자 푸리에 변환을 적용하면, 변환된 이미지에서 |j⟩의 계수가 다음과 같음을 알 수 있습니다




	
	ωNk0j⋅(ωN0+ωNjr+ωN2jr+ωN3jr+…)
	





이것이 단위근들의 합이므로, ωNjr=1이 아닌 한 소멸 간섭이 일어남을 알 수 있습니다(N이 크기 때문입니다). 다시 말해, 근사적으로 다음이 성립합니다




	
	UQFT(|ϕ⟩)≈∑0≤j<Njr/N∈ℤ|j⟩
	





늘 그렇듯이 스케일링을 제외하면 그렇습니다. 결론적으로 다음이 성립합니다


UQFT|ϕ⟩를 측정하면, jrN이 어떤 s∈ℤ에 가까운 |j⟩를 얻습니다.



그리하여 충분한 운이 따른다면 연분수를 이용하여 r의 값을 추출할 수 있습니다.





예제 25.3.3 (M=77의 인수분해 마무리).


앞서와 마찬가지로 우리는 두 번째 큐비트에 대해 관측을 하였고, 이에 따라 첫 번째 큐비트는 상태 |ϕ⟩=|7⟩+|7+r⟩+…로 붕괴합니다. 이제 측정을 하여 j=4642를 얻는데, 이는 어떤 정수 s에 대해 다음이 성립함을 의미합니다




	
	4642r213≈s.
	





이제 4642213의 연분수를 분석합니다; 처음 몇 개의 근사분수는 다음과 같음을 알 수 있습니다




	
	0,1,12,47,1323,1730,11522033,…
	





따라서 1730이 좋은 근삿값이며, 이로부터 s=17과 r=30을 후보로 추론합니다. 그리고 실제로 r=30이 원하는 위수임을 확인할 수 있습니다.







이는 항상 성립하지는 않습니다111일반적인 잡음 문제는 말할 것도 없지만, 그것은 엔지니어들이 걱정할 몫입니다. (예를 들어, 운이 나빠 j=0, 즉 s=0을 측정할 수도 있는데, 이는 우리에게 아무런 정보도 알려주지 않을 것입니다).




그러나




	
	gcd(s,r)=1.
	





일 때마다 우리가 성공함을 보일 수 있습니다. 이는 최소 1logr의 확률로 일어나며, r<M이므로 이는 충분히 많은 시행이 주어지면 결국 올바른 위수 r을 추출하게 됨을 의미합니다. 이것이 쇼어 알고리즘입니다.








부 VIII 미적분학 101


	26 극한과 급수

	27 Bonus: A hint of p-adic numbers

	28 미분

	29 멱급수와 테일러 급수

	30 리만 적분






장 26 극한과 급수


이제 거리 (및 위상) 공간의 이론을 충분히 전개하였으므로, 일변수 미적분학의 이론을 빠르게 다루는 세 개의 장으로 이루어진 시퀀스를 제시합니다.




사실 많은 작업이 이미 은밀히 이루어져 있습니다. 예를 들어, xn과 yn이 limnxn=x와 limnyn=y를 만족하는 실수열이라면, 실제로 limn(xn+yn)=x+y이거나 limn(xnyn)=xy인데, 이는 명제 2.5.5에서 사칙연산이 연속임을 보였기 때문입니다. 또한 완비성이 결정적인 역할을 한다는 것도 보게 될 것입니다.





26.1 완비성과 inf/sup


대표적인 예: sup[0,1]=sup(0,1)=1.




ℝ은 거리 공간이므로, 연속성과 수렴에 대해 논할 수 있습니다. ℝ에 관해서는 이후 대부분의 절이 작동하게 만드는 두 가지 중요한 사실이 있습니다.




첫 번째 사실은 이미 본 적이 있습니다.





정리 26.1.1 (ℝ은 완비입니다).


거리 공간으로서 ℝ은 완비입니다: 수열이 수렴하는 것은 그것이 코시 수열인 것과 동치입니다.







두 번째 사실은 아직 본 적이 없는 것으로, 바로 inf와 sup의 존재입니다. 여러분의 직관은 다음과 같아야 합니다:


sup은 무한 집합에 맞게 약간 조정된 max입니다. (그리고 inf는 조정된 min입니다.)



왜 “조정”이 필요할까요?





예제 26.1.2 (왜 max로는 충분하지 않을까요?).


열린 구간 S=(0,1)이 있다고 합시다. 원소들은 1에 얼마든지 가까워질 수 있으므로, “1이 S의 max이다”라고 생각하고 싶어지지만, 문제는 1∉S라는 것입니다. 일반적으로 무한 집합은 반드시 최댓값을 가지지는 않으며, 대신 경계에 대해 이야기해야 합니다.




그래서 우리는 supS=1이 되도록 supS를 정의할 것입니다. 그 정의는 “1은 S의 모든 원소 이상인 수 중 가장 작은 수이다”라는 것입니다.







이를 풀어서 쓰면 다음과 같습니다:





정의 26.1.3.


S가 실수의 집합이라고 합시다:


	•

S에 대한 상계란 모든 x∈S에 대해 x≤M을 만족하는 실수 M입니다. 그러한 것이 존재하면, S가  위로 유계라고 말합니다;




	•

S에 대한 하계란 모든 x∈S에 대해 m≤x를 만족하는 실수 m입니다. 그러한 것이 존재하면, S가  아래로 유계라고 말합니다.




	•

상계와 하계가 모두 존재하면, S가  유계라고 말합니다.













정리 26.1.4 (ℝ은 inf와 sup을 가집니다).


S를 공집합이 아닌 실수의 집합이라고 합시다.


	•

S가 위로 유계이면 최소 상계를 가지며, 이를 supS로 표기하고 S의  상한이라고 부릅니다.




	•

S가 아래로 유계이면 최대 하계를 가지며, 이를 infS로 표기하고 S의  하한이라고 부릅니다.













정의 26.1.5.


편의상, S가 위로 유계가 아니면 supS=+∞로 씁니다. 마찬가지로, S가 아래로 유계가 아니면 infS=−∞로 씁니다.








예제 26.1.6 (상한).


하한에 대한 예시는 기본적으로 동일하므로, 지금은 상한에 집중하겠습니다.


	(a)

만약 S={1,2,3,…}라면 S는 위로 유계가 아니므로, supS=+∞입니다.




	(b)

만약 S={…,−2,−1}가 음의 정수의 집합을 나타낸다면, supS=−1입니다.




	(c)

S=[0,1]을 닫힌 구간이라 합시다. 그러면 supS=1입니다.




	(d)

S=(0,1)을 열린 구간이라 합시다. 1 자체가 S의 원소가 아님에도 불구하고, supS=1입니다.




	(e)

S=ℚ∩(0,1)이 0과 1 사이의 유리수 집합을 나타낸다고 합시다. 이 경우에도 supS=1입니다.




	(f)

만약 S가 유한한 공집합이 아닌 집합이라면, supS=maxS입니다.













정의 26.1.7 (수열로의 정의 이식).


a1, …가 수열이라면, 우리는 종종 다음과 같이 씁니다




	
	supnan
	≔sup{an∣n∈ℕ}
	





	
	infnan
	≔inf{an∣n∈ℕ}
	





이는 해당 수열의 원소들로 이루어진 집합의 상한과 하한을 나타냅니다. 또한 수열에 대해서도 같은 방식으로 ”위로/아래로 유계”라는 용어를 사용합니다.








예제 26.1.8 (수열의 하한).


수열 an=1n은 하한 infan=0을 가집니다.










26.2 ℝ의 두 가지 핵심 완비성 성질의 증명


세심한 독자라면 우리가 아직 정리 26.1.4이나 정리 26.1.1 중 어느 것도 실제로 증명하지 않았음을 알아차렸을 것입니다. 여기서 그것을 증명하겠습니다.




먼저, 상한과 하한을 취할 수 있는 능력이 ℝ의 완비성을 증명하게 해준다는 것을 보이겠습니다.





정리 26.1.4이 정리 26.1.1을 함의함의 증명.


a1, a2, …를 코시 수열이라 합시다. 유한 개의 앞선 항들을 버림으로써, 모든 i와 j에 대해 |ai−aj|≤100이라고 가정해도 무방합니다. 특히, 이제 이 수열은 유계이며, 예를 들어 [a1−100,a1+100] 사이에 놓여 있습니다.




우리는 이 수열이 수렴함을 보이고자 하므로, 먼저 극한이 무엇인지 기술해야 합니다. 이를 위해서는 우리가 실제로 ℝ에 살고 있다는 사실을 사용해야 한다는 것을 알고 있습니다. (예를 들어 ℚ에서는 1, 1.4, 1.41, 1.414, …의 극한이 존재하지 않는다는 것을 우리는 알고 있습니다.)




우리는 다음을 제안합니다: 다음과 같이 놓읍시다




	
	S={x∈ℝ∣an≥x무한히 많은 n에 대해}.
	





우리는 이 수열이 M=supS로 수렴한다고 주장합니다.






연습문제 26.2.1.


a1−100∈S임을 증명하여 (S가 공집합이 아님을 보임) 이 상한이 의미가 있음을 보이는 동시에, S의 모든 원소가 a1+100 이하임을 보이십시오 (S가 위로 유계임을 보임). 따라서 우리는 실제로 상한을 취하는 것이 허용됩니다.







이 집합 S는 다음과 같은 그림으로 생각할 수 있습니다. 실수선 위에 그려진, 우리가 수렴한다고 생각하는 코시 수열이 있으며, 이는 실수선 위의 순서가 매겨진 여러 점들의 무리로 시각화할 수 있습니다. 우리는 오직 유한 개의 점만이 칼의 왼쪽에 있도록 이 선을 칼로 자르고자 합니다. (예를 들어, 칼을 맨 왼쪽 끝에 놓으면 항상 성립합니다.) 집합 S는 우리가 칼을 놓을 수 있는 위치들을 나타내며, M은 우리가 갈 수 있는 ”가장 오른쪽” 지점입니다. 상한이 작동하는 방식 때문에 M 자체는 유효한 칼의 위치가 아닐 수도 있지만, 그보다 왼쪽에 있는 것은 확실히 유효합니다.

[image: 도표]
ε>0이 주어졌다고 합시다. 우리는 결국 모든 항이 M으로부터 ε 이내에 들어옴을 보이고자 합니다. 수열이 코시 수열이므로, m≥n≥N일 때 결국 |am−an|<12ε가 성립하는 N이 존재합니다.




이제 n을 고정하고 m을 변화시킨다고 합시다. M의 정의에 의해, am≥M−12ε가 되도록 지표 m을 선택하는 것이 가능해야 합니다 (M−12ε가 유효한 칼의 위치이므로 선택할 수 있는 항이 무한히 많고, 우리는 m≥n만 필요합니다). 이 경우 우리는 다음을 얻습니다




	
	|an−M|≤|an−am|+|am−M|<12ε+12ε=ε
	





삼각부등식에 의해 성립합니다. 이것으로 증명이 완료됩니다. ∎






따라서 후자의 정리 26.1.4을 증명하는 것으로 충분합니다. 하지만 이를 위해서는 실수 ℝ에 대한 엄밀한 정의를 실제로 제시해야 하는데, 우리는 아직 이를 하지 않았습니다!




이를 쉽게 만드는 한 가지 접근법은 이른바  데데킨트 절단(Dedekind cut) 구성을 사용하는 것입니다. 유리수 ℚ를 취한다고 합시다. 그러면 실수는 유리수 집합의 ”절단” A∣B로 정의되는데, 이는 다음을 만족하는 ℚ의 부분집합의 쌍입니다


	•

ℚ=A⊔B는 서로소 합집합입니다;




	•

A와 B는 공집합이 아닙니다.




	•

모든 a∈A와 b∈B에 대해 a<b가 성립하며,




	•

A는 최댓값을 갖지 않습니다 (즉, supA∉A).






이것 역시 여러분이 실수선이라고 생각하는 것을 어떤 실수에서 자른다고 상상하면 시각화할 수 있습니다. 부분집합 ℚ⊂ℝ는 두 개의 반쪽 A와 B로 잘립니다. 만약 칼날이 정확히 유리수 지점에 떨어진다면, 관례상 그 수는 오른쪽 반쪽에 속하는 것으로 봅니다 (이것이 supA∉A라는 마지막 조건을 설명해줍니다).




이 정의를 사용하면 정리 26.1.4은 쉽습니다: 실수 집합의 상한을 구하려면, 모든 왼쪽 반쪽들의 합집합을 취하면 됩니다. 어려운 부분은 이 다소 어색한 구성으로 +, −, ×, ÷ 등을 어떻게 정의할지 알아내는 것입니다. 이 구성에 대해 자세히 더 읽어보고 싶다면, 제가 가장 좋아하는 참고 문헌은 [PUG02]이며, 여기서는 이 모든 것이 1장에서 신중하게 다루어집니다.







26.3 단조수열


여기 훌륭한 연습문제가 하나 있습니다.





연습문제 26.3.1 (필수).


a1≥a2≥⋯≥0이면 다음 극한이




	
	limn→∞an
	





존재함을 증명하십시오. 힌트: 이전 절의 증명에 나온 아이디어가 도움이 됩니다; ℝ의 완비성을 사용해 볼 수도 있습니다. 두 번째 힌트: 정말로 막힌다면, 명제 26.4.5 이후까지 기다리십시오. 그 시점에서는 사실상 그 증명을 그대로 따라 쓸 수 있습니다.







여기서의 증명은 이동시킴으로써 쉽게 적용됩니다.





정의 26.3.2.


수열 an이 a1≥a2≥…이거나 a1≤a2≤…일 때  단조라고 합니다.








정리 26.3.3 (단조 유계수열은 수렴한다).


a1, a2, …를 단조 유계수열이라 합시다. 그러면 limn→∞an이 존재합니다.








예제 26.3.4 (단조성의 사소한 예시).


다음과 같이 정의된 수열을 생각해봅시다




	
	a1
	=1.2
	





	
	a2
	=1.24
	





	
	a3
	=1.248
	





	
	a4
	=1.24816
	





	
	a5
	=1.2481632
	





	
	
	⋮
	





등등, 여기서 일반적으로 다음 2의 거듭제곱의 십진 표현을 이어 붙입니다. 이것은 어떤 실수로 수렴하겠지만, 물론 이 수는 상당히 부자연스러워서 좋은 설명 방법이 아마 없을 것입니다.







일반적으로, “무한소수”는 이제 절단된 유한소수들의 극한으로 정의될 수 있습니다.





예제 26.3.5 (0.9999⋯=1).


특히, 여러분이 초등학교 시절에 논쟁했던 다음 개념을 이제 정확하게 만들 수 있습니다:




	
	0.9999⋯=1.
	





우리는 순환소수를 단순히 수열 0.9, 0.99, 0.999…의 극한으로 정의합니다. 그리고 이 수열의 극한이 1이라는 것은 명백합니다.







여러분 중 몇몇은 우리가 정말로 0.9999=9⋅10−1+9⋅10−2+… — 즉 “부분합”의 극한 — 을 가져야 할 것 같아서 약간 놀랄 수도 있습니다. 걱정하지 마십시오, 곧 그것들을 정의할 것입니다.




여기 단조수열의 또 다른 훌륭한 활용이 있습니다.





정의 26.3.6.


a1, a2, …를 (반드시 단조일 필요는 없는) 아래로 유계인 수열이라 합시다. 우리는 다음과 같이 정의합니다




	
	lim supn→∞an≔limN→∞supn≥Nan=limN→∞sup{aN,aN+1,…}.
	





이것을 (an)의  상극한이라 부릅니다. an이 위로 유계가 아니면 lim supn→∞an을 +∞로 설정합니다.




an이 위로 유계이면,  하극한 lim infn→∞an도 비슷하게 정의됩니다. 특히, an이 아래로 유계가 아니면 lim infn→∞an=−∞입니다.








연습문제 26.3.7.


상한들이 비증가하며 아래로 유계임을 확인하여, 이 정의들이 타당함을 보이십시오.







lim supnan은 ”유한히 많은 항을 버리는 것을 허용한 상한”이라고 생각할 수 있습니다.







26.4 무한급수


대표적인 예: ∑k=1∞1k(k+1)=limn→∞(1−1n+1)=1.




우리는 실제로 무한급수를 다루는 것부터 시작할 것인데, 이전 장들에서 수열의 극한을 정의했으므로 이것이 실제로 다루기에 그다음으로 가까운 대상이기 때문입니다.111개념적으로 말하면, 이산적인 대상은 연속적인 대상보다 엄밀하게 다루기가 더 쉬우므로, 급수는 실제로 도함수보다 “더 쉽습니다”! 저는 대부분의 학교가 미적분학에서 급수를 마지막에 가르치는 이유가 대부분의 미적분학 강좌에 증명이 없기 때문이라고 짐작합니다.




이는 다음과 같은 서술을 엄밀하게 생각할 방법을 제공할 것입니다




	
	∑n=1∞1n2=π26
	





그리고 ”유리수를 더해서 어떻게 무리수를 얻을 수 있는가?”와 같은 질문에 답하는 데 도움이 될 것입니다.





정의 26.4.1.


실수의 수열 a1, …을 생각합시다. 급수 ∑kak가 극한 L로  수렴한다는 것은, ”부분합”의 수열이




	
	s1
	=a1
	





	
	s2
	=a1+a2
	





	
	s3
	=a1+a2+a3
	





	
	
	⋮
	





	
	sn
	=a1+⋯+an
	





극한 L로 수렴하면, 급수 ∑kak는 극한 L로  수렴한다고 합니다. 그렇지 않으면  발산한다고 합니다.








표기의 남용 26.4.2 (발산을 +∞로 쓰기).


모든 ak가 음이 아닌 경우, 급수가 발산함을 나타내기 위해 ∑kak=∞로 쓰는 것이 관례입니다.







수열의 정의를 사용함으로써, 그렇지 않았다면 온갖 문제를 일으켰을 ”무한히 많은 수를 더하는” 문제를 훌륭하게 피했다는 것을 눈치채셨을 것입니다.


”무한합”은 사실 부분합의 극한입니다. 무한한 덧셈은 전혀 관여하지 않습니다.






그래서 예를 들어 ∑n≥11n2=π26이 무리수여도 괜찮은 것입니다; 유리수의 수열이 무리수로 수렴할 수 있다는 것은 이미 여러 번 보았습니다. 이는 또한 중학생들의 1+2+3+⋯=−112에 관한 짜증나는 게시물들을 기꺼이 무시할 수 있다는 뜻이기도 합니다; 부분합은 +∞로 폭발하며, 그것으로 끝이고, 그 합에 값을 부여하고 싶다면 그것은 정의여야 마땅합니다.





예제 26.4.3 (고전적인 망원급수).


이제 다음과 같은 고전적인 망원급수를




	
	∑k=1∞1k(k+1)
	





마무리를 손짓으로 얼버무리지 않는 방식으로 증명할 수 있습니다. k번째 부분합이 다음과 같음에 주목하십시오




	
	∑k=1n1k(k+1)
	=11⋅2+12⋅3+⋯+1n(n+1)
	





	
	
	=(11−12)+⋯+(1n−1n+1)
	





	
	
	=1−1n+1.
	





n→∞일 때 이 부분합의 극한은 1입니다.








예제 26.4.4 (조화급수는 발산한다).


또한 ∑k=1∞1k=∞라는 서술(즉, 발산한다는 것)의 의미도 명확히 할 수 있습니다. 2n번째 부분합을 아래로부터 다음과 같이 유계로 만들 수 있습니다:




	
	∑k=12n1k
	=11+12+⋯+12n
	





	
	
	≥11+12+(14+14)+(18+18+18+18)
	





	
	
	+⋯+(12n+⋯+12n)⏟2n−1항
	





	
	
	=1+12+12+⋯+12=1+n−12.
	





s2n≥1+12(n−1)을 만족하는 수열은 결코 유한한 수로 수렴하지 않습니다!







음이 아닌 합에 대해서는, 수렴이 다음과 같은 의미에서 ”유한한 합”을 갖는 것과 동일하다는 점도 언급해야겠습니다.





명제 26.4.5 (음이 아닌 수의 부분합이 유계이면 수렴한다).


∑kak를 음이 아닌 실수의 급수라고 합시다. 그러면 ∑kak가 어떤 극한으로 수렴하는 것은, 다음을 만족하는 상수 M이 존재하는 것과 동치입니다




	
	a1+⋯+an<M
	





모든 양의 정수 n에 대하여.







증명.


이는 사실 정리 26.3.3가 모습을 바꾼 것에 불과하지만, 그때는 증명을 연습문제로 남겨두었으므로 이번에는 써 내려가겠습니다.




분명히 그러한 M이 존재하지 않는다면 수렴은 일어나지 않을 것인데, 이는 부분합의 수열 sn이 유계가 아님을 의미하기 때문입니다.




반대로, 그러한 M이 존재한다면 s1≤s2≤⋯<M을 얻습니다. 그러면 수열 sn이 L≔supnsn<∞로 수렴한다고 주장할 수 있습니다. (완비성이 코시성을 함의한다는 증명을 읽으셨다면, 여기서의 그림도 거의 같지만 더 간단합니다.)

[image: 도표]



실제로 이는 임의의 ε에 대해 수열의 항 중 L−ε를 초과하는 항이 무한히 많다는 것을 의미합니다. 그러나 수열이 단조이므로, 일단 sn≥L−ε이면 모든 n′≥n에 대해 sn′≥L−ε입니다. 이는 수렴을 함의합니다. ∎






표기의 남용 26.4.6 (∑<∞로 쓰기).


이러한 이유로, ak가 음이 아닌 실수일 때




	
	∑kak<∞
	





라고 쓰는 것이 관례인데, 이는 ”∑kak가 유한한 극한으로 수렴한다”의 약칭입니다 (또는 어쩌면 ”∑kak가 유계이다”의 약칭일 수도 있는데, 방금 이 두 가지가 동치임을 증명했기 때문입니다). 저희도 이 표기법을 사용하겠습니다.










26.5 급수의 덧셈은 교환법칙이 성립하지 않습니다: 공포 이야기


위 정의의 한 가지 불행한 성질은 그것이 실제로 원소들의 순서에 의존한다는 것입니다. 사실, 재배열이 괜찮은 경우를 명시적으로 설명하는 방법이 존재하는 것으로 밝혀집니다.





정의 26.5.1.


실수의 급수 ∑kak가  절대수렴한다고 하는 것은 다음의 경우를 말합니다




	
	∑k|ak|<∞
	





즉, 절댓값들의 급수가 어떤 극한으로 수렴한다는 것입니다. 급수가 수렴하지만 절대수렴하지는 않는 경우, 이를  조건수렴한다고 합니다.








명제 26.5.2 (절대수렴 ⟹ 수렴).


실수의 급수 ∑kak가 절대수렴하면, 이는 보통의 의미로도 수렴합니다.








연습문제 26.5.3 (훌륭한 연습문제).


코시 판정법을 이용하여 이를 증명하십시오: ∑k|ak|의 부분합이 코시 수열이면 ∑kak의 부분합도 코시 수열임을 보이십시오.







그렇다면, 재배열은 아주 잘 작동합니다.





정리 26.5.4 (절대수렴에서는 항의 순열이 허용됨).


절대수렴하며 극한이 L인 급수 ∑kak를 생각해봅시다. 그러면 항의 어떤 순열도 마찬가지로 L로 수렴합니다.







증명.


∑kak가 L로 수렴하고, bn이 그 재배열이라고 합시다. ε>0이라 합시다. bn의 부분합이 결국 L로부터 ε 이내에 들어옴을 보이겠습니다.




가정이 의미하는 바는, ε에 대해 다음을 만족하는 충분히 큰 N이 존재한다는 것입니다




	
	|∑k=1Nak−L|<12ε그리고∑k=N+1n|ak|<12ε
	





모든 n≥N에 대해 (앞의 것은 ak의 통상적인 수렴으로부터, 뒤의 것은 ak가 절대수렴하여 그 부분합이 코시 수열이라는 사실로부터 나옵니다).




이제 a1, …, aN이 항 {b1,…,bM} 안에 포함될 만큼 M이 충분히 크다고 합시다. 그러면




	
	b1+⋯+bM
	=(a1+⋯+aN)
	





	
	
	+ai1+ai2+⋯+aiM−N⏟지표가 >N인 M−N개의 항
	





첫 번째 줄의 항들의 합은 L로부터 12ε 이내이고, 두 번째 줄의 항들의 합은 절댓값이 최대 12ε이므로, 전체 b1+⋯+bM은 L로부터 12ε+12ε=ε 이내에 있습니다. ∎





특히, 항들이 음이 아닐 때는 상황이 아주 좋습니다:


음이 아닌 급수는 원하는 대로 재배열될 수 있습니다.



그리고 좋은 소식은, 실제로 실무에서는 대부분의 합이 음이 아닌 항으로 이루어진다는 것입니다.




그 역은 성립하지 않으며, 사실 상상할 수 있는 거의 최악의 역입니다.





정리 26.5.5 (리만 재배열 정리: 조건수렴에서는 항의 순열이 무의미함).


어떤 실수로 조건수렴하는 급수 ∑kak를 생각해봅시다. 그러면 이 급수의 어떤 순열은 1337로 조건수렴합니다.




(또는 어떤 상수로도 가능합니다. 발산하게 만들 수도 있습니다.)







따라서, 조건수렴하는 급수에 대해 순열은 최악의 상황이 될 수 있으므로, 시도조차 하지 않는 것이 좋습니다.







26.6 점에서의 함수의 극한


대표적인 예: limx→∞1/x=0.




저희는 실함수의 극한 개념도 정의해두는 것이 좋겠는데, (놀랍게도) 아직 실제로 정의하지 않았습니다. 이 정의는 앞서 연속성에서 본 것과 비슷한 형태를 띨 것입니다.





정의 26.6.1.


f:ℝ→ℝ가 함수222또는 f:(a,b)→ℝ이거나 그 변형이어도 됩니다. 우리는 그저 f가 p의 열린 근방에서 정의되어 있기만 하면 됩니다. 이고 p∈ℝ이 정의역 내의 한 점이라고 합시다. 다음을 만족하는 실수 L이 존재한다고 가정합니다:


모든 ε>0에 대해, |x−p|<δ이고 x≠p이면 |f(x)−L|<ε가 성립하는 δ>0이 존재합니다.



그러면 L을 x→p일 때 f의  극한이라고 하며, 다음과 같이 씁니다




	
	limx→pf(x)=L.
	











여기서 중요한 점이 하나 있습니다: 이 정의에서 우리는 x≠p를 일부러 요구합니다.


limx→pf(x)의 값은 f(p)에 의존하지 않으므로, 이에 따라 우리는 흔히 f(p)를 정의하는 수고조차 하지 않습니다.







예제 26.6.2 (구멍이 있는 함수).


함수 f:ℝ→ℝ을 다음과 같이 정의합니다




	
	f(x)={3x만약x≠02019그렇지 않으면.
	





그러면 limx→0f(x)=0입니다. f(0)=2019라는 값은 극한에 영향을 주지 않습니다. 당연히 f(0)은 극한과 일치하지 않는 어떤 인위적인 값으로 임의로 만들어졌기 때문에, 이 함수는 x=0에서 불연속입니다.








질문 26.6.3 (필수 문제).


함수 f가 p에서 연속인 것은 limx→pf(x)가 존재하고 f(p)와 같은 것과 동치임을 보이십시오.








예제 26.6.4 (덜 자명한 예: 유리수 조각별 함수).


함수 f:ℝ→ℝ을 다음과 같이 정의합니다:




	
	f(x)={1만약x=01q만약x=pq여기서q>0그리고gcd(p,q)=10만약x∉ℚ.
	





예를 들어, f(π)=0, f(2/3)=13, f(0.17)=1100입니다. 그러면




	
	limx→0f(x)=0.
	





예를 들어, |x|<1/100이고 x≠0이면 f(x)는 (x가 무리수인 경우) 0이거나, 그렇지 않으면 (x가 유리수인 경우) 많아야 1101입니다.




f(0)=1이므로, 이 함수 역시 x=0에서 불연속입니다. 그러나 정의를 바꾸어 대신 f(0)=0으로 하면, f는 0에서 연속이 됩니다.








예제 26.6.5 (유명한 예).


f:ℝ→ℝ인 f(x)=sinxx를 생각합시다. 여기서 f(0)은 임의의 값으로 지정됩니다. 그러면




	
	limx→0f(x)=1.
	











아직 삼각함수를 다루고 싶지 않으므로 여기서는 이를 증명하지 않겠습니다. 일반적으로 저는 삼각함수를 기본적으로 예시를 위해서만 사용할 뿐 어떤 이론을 위해서는 사용하지 않을 것이므로, 삼각함수의 대부분의 성질은 그저 인용만 될 것입니다.





표기의 남용 26.6.6 (일반적인 표기법).


이제부터 위 예시는 흔히 다음과 같이 줄여 씁니다




	
	limx→0sinxx=1.
	





여기서 약간의 표기 남용이 있는 이유는, 원래 극한에는 함수 f를 넣어야 하는데, 대신 저는 x=0을 제외한 모든 곳에서 정의되는 식을 적었기 때문입니다. 하지만 그 f(0) 값은 아무것도 바꾸지 않습니다. 따라서 위 표현은 다음을 의미합니다: ”f(x)=sinxx로 기술되는 함수의 극한, 단 f(0)은 중요하지 않으므로 원하는 어떤 값이든 상관없다”.








비고 26.6.7 (거리 공간의 경우).


앞서 거리 공간 위의 함수 f:M→N에 대해 limx→pf(x)라는 개념을 정의하지 않은 것이 의아할 수도 있습니다. 실제로 위와 같은 방식으로 정의할 수 있지만, 한 가지 미묘한 점이 있습니다: 만약 우리의 거리 공간 M이 이산적이어서 p 근처에 아무 점도 없다면 어떻게 될까요? (또는 더 간단히, 만약 M이 한 점짜리 공간이라면 어떻게 될까요?) 이 경우 우리는 limx→pf(x)를 아예 정의할 수 없습니다.




따라서 f:M→N이고 limx→pf(x)를 정의하고자 한다면, 임의의 ε>0에 대해 p로부터 ε 이내에 어떤 점이 있어야 한다는 요건이 필요합니다. 다시 말해, p는 고립점이어서는 안 됩니다.







늘 그렇듯이, 산술 연산에는 아무런 놀라운 점이 없으며, limx→p(f(x)±g(x))=limx→pf(x)±limx→pg(x)가 성립하고, 이런 식으로 계속 성립합니다. 이 증명은 사실상 이전에 이미 해보았으므로 다시 반복하지 않겠습니다.







26.7 무한대에서의 함수의 극한


성가시게도, 이 정의는 앞선 예시들과 전혀 다르게 느껴지지 않겠지만 실제로는 별도로 만들어야 합니다.





정의 26.7.1.


f:ℝ→ℝ이라고 합시다. 다음을 만족하는 실수 L이 존재한다고 가정합니다:


모든 ε>0에 대해, x>M이면 |f(x)−L|<ε가 성립하는 상수 M이 존재합니다.



이때 x가 ∞에 접근할 때 L을 f의  극한이라 하고 다음과 같이 씁니다.




	
	limx→∞f(x)=L.
	





극한 limx→−∞f(x)도 x>M을 x<M으로 바꾸어 마찬가지로 정의합니다.







다행히도 ∞는 ℝ의 원소가 아니므로, “임의로 설정된 f(p)”에서처럼 f(∞)에 대해 같은 곡예를 부릴 필요가 없습니다. 그래서 이러한 예시들은 더 쉽게 적을 수 있습니다.





예제 26.7.2 (무한대에서의 극한).


늘 그렇듯이:




	
	limx→∞1x=0.
	





증명까지 써 보겠습니다: 임의의 ε>0에 대해, x>1/ε이면 |1x−0|<ε입니다.







산술 연산에는 놀라울 것이 없습니다: limx→∞(f(x)±g(x))=limx→∞f(x)±limx→∞g(x)이며, 나머지도 마찬가지입니다. 이것을 언급하는 것이 이번이 대략 네 번째이므로, 더는 말하지 않겠습니다.







26.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 26A.


다음 수열을 정의합니다




	
	an=(−1)n+n32n
	





모든 양의 정수 n에 대해. 극하한과 극상한을 계산하십시오.








문제 26B.


유계 수열 an 중 어떤 것들에서 lim infnan=lim supnan이 성립합니까?


힌트. 수열이 수렴할 때, 오직 그때만입니다!










문제 26C (비교 판정법).


∑an과 ∑bn을 두 급수라 합시다. ∑bn이 절대수렴하고, 모든 정수 n에 대해 |an|≤|bn|이라 가정합니다. ∑nan이 절대수렴함을 증명하십시오.








문제 26D (등비급수).


−1<r<1을 실수라 합시다. 다음 급수가




	
	1+r+r2+r3+…
	





절대수렴함을 보이고 무엇으로 수렴하는지 구하십시오.


힌트. n번째 부분합은 11−r(1−rn+1)입니다.










문제 26E (교대급수 판정법).


a0≥a1≥a2≥a3≥…를 음이 아닌 실수들로 이루어진 약하게 감소하는 수열이라 하고, limn→∞an=0이라 가정합니다. 급수 ∑n(−1)nan이 수렴함을 보이십시오(절대수렴할 필요는 없습니다).


풀이. 이는 코시 수렴의 한 응용으로, 다음을 보일 수 있기 때문입니다




	
	|∑n=MN(−1)nan|≤amin{M,N}.
	





실제로, M과 N이 짝수이면 (단순화를 위해서이며, 다른 경우도 동일합니다) 다음이 성립합니다




	
	aM−aM+1+aM+2−…
	=aM−(aM+1−aM+2)−(aM+3−aM+4)
	





	
	
	−⋯−(aN−1−aN)
	





	
	
	≤aM
	





	
	aM−aM+1+aM+2−…
	=aM−aM+1+(aM+2−aM+3)+(aM+4−aM+5)
	





	
	
	+⋯+(aN−2−aN−1)+aN
	





	
	
	≥−aM+1.
	





이렇게 하여 부분합의 수열이 코시 수열임을, 따라서 어떤 극한으로 수렴함을 알 수 있습니다.










문제 26F ([PUG02, 제3장, 연습문제 55]).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

(an)n≥1과 (bn)n≥1을 실수들의 수열이라 합시다. a1≤a2≤⋯≤1000이고 게다가 ∑nbn이 수렴한다고 가정합니다. ∑nanbn이 수렴함을 증명하십시오. (가정과 결론 모두에서 절대수렴을 다루지 않음에 유의하십시오.)


힌트. 이는 매우 까다로운 대수적 조작입니다. xi≥0에 대해 an=x1+⋯+xn으로 놓아 보십시오.




풀이. 단조이고 유계라는 가정을 포착하기 위해, 어떤 xi에 대해 an=x1+⋯+xn이라 씁니다. 그러면 x2, … 는 모두 같은 부호를 가지므로 어떤 상수 A에 대해 ∑|xi|=A<∞입니다.

이제 ∑anbn의 부분합이 코시 수열임을 증명합니다. 임의의 ε>0을 생각합시다. K 이후부터 시작하는 bn의 꼬리 부분의 절댓값이 εA보다 작도록 K를 잡습니다. 그러면 임의의 N>M≥K에 대해 다음이 성립합니다




	
	|∑k=MNakbk|
	=|∑k=MN∑j=1kbkxj|
	





	
	
	=|∑j=1N∑k=max{j,M}Nbkxj|
	





	
	
	=|∑j=1Nxj⋅∑k=max{j,M}Nbk|
	





	
	
	≤∑j=1N|xj||∑k=max{j,M}Nbk|
	





	
	
	<∑j=1N|xj|⋅εA
	





	
	
	<ε
	





원하는 대로입니다.










문제 26G (Putnam 2016 B1).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

x0=1이고 n≥0에 대해 다음을 만족하는 수열 x0,x1,x2,…가 있다고 합시다.




	
	xn+1=log(exn−xn)
	





(통상적으로 log는 자연로그입니다.) 무한급수 x0+x1+…가 수렴함을 증명하고 그 값을 구하십시오.


힌트. 이는 보기보다 까다롭습니다. xn=exn−exn+1이지만 수렴을 증명하려면 약간의 주의가 필요합니다. 유용한 힌트: 모든 실수 t에 대해 et≥t+1이므로, 모든 xn은 음이 아닙니다.




풀이. 답은 e−1입니다.

먼저 et≥1+t이므로 xn+1=log(exn−xn)≥log1=0임을 주목합니다. 따라서 모든 n에 대해 xn≥0입니다.

다음으로 다음을 주목하십시오.




	
	xn+1=log(exn−xn)<logexn=xn.
	





따라서 x1, x2, … 는 음이 아닐 뿐 아니라 엄격히 감소합니다. 그러므로 어떤 극한값 L로 수렴해야 합니다.

셋째로, 다음을 관찰하십시오.




	
	xn=exn−exn+1⟹x0+x1+⋯+xn=ex0−exn=e−exn<e.
	





부분합이 e로 유계이고 xi≥0이므로, L=0임을 결론지을 수 있습니다.

마지막으로, 부분합의 극한은 다음과 같습니다.




	
	limn→∞e−exn=e−e0=e−1.
	














문제 26H.


예제 26.6.4에서 다음과 같이 정의된 함수 f:ℝ→ℝ를 다시 생각해 봅시다.




	
	f(x)={1만약x=01q만약x=pq여기서q>0그리고gcd(p,q)=10만약x∉ℚ.
	





모든 실수 c에 대해, limx→cf(x)가 존재한다면 이를 계산하십시오. f는 어느 점에서 연속입니까?


힌트. 극한은 항상 존재하며 0과 같습니다. 따라서 f는 정확히 무리점에서만 연속입니다.













장 27 Bonus: A hint of p-adic numbers


이 보너스 장은 환과 체에 대해서도 읽은 분들을 위한 것으로, 대수학과 해석학이 만나는 지점에 있는 흥미로운 이야깃거리입니다.




이번 장에서는 절댓값 |−|을 p진 절댓값으로 대체하여 이전 장의 내용 대부분을 다시 다루어 보겠습니다. 이를 통해 p진 정수 ℤp와 p진수 ℚp를 얻게 됩니다. 한 문장으로 설명하자면, 이들은 ”법 pe에 대한 완전한 정보를 담고 있는 정수/유리수”(오직 그 정보만을 담고 있는)입니다.




이어지는 모든 내용에서 p는 항상 소수를 나타낸다고 가정합니다. 처음 네 절에서는 기초가 되는 정의들을 다루며, USA TST 문제의 짧은 풀이로 마무리합니다. 그런 다음 연속함수 f:ℤp→ℚp에 관한 더욱 놀라운 결과들을 (대부분 증명 없이) 서술할 것입니다. 마지막으로 p진 해석학을 이용한 스콜렘-말러-레흐 정리의 유명한 증명으로 마무리합니다.





27.1 동기


ℤp와 ℚp가 실제로 무엇인지 알려드리기 전에, 이들이 어떤 역할을 할지 먼저 말씀드리겠습니다.




초등/올림피아드 정수론에서 우리는 이미 다음 두 가지 개념에 익숙합니다.


	•

소수 p 또는 소수의 거듭제곱 pe로 모듈로를 취하는 것, 그리고




	•

지수 νp를 살펴보는 것입니다.









첫 번째 항목을 좀 더 설명하겠습니다. 어떤 디오판토스 방정식이 있다고 합시다. 올림피아드 맥락에서는 방정식을 p로 모듈로 취해 다룰 수 있는 새로운 대상을 얻을 수 있습니다. 안타깝게도 p로 모듈로를 취하면 일부 정보를 잃게 됩니다. 축약사상 ℤ↠ℤ/p는 단사와는 거리가 멉니다.




더 세밀한 제어를 원한다면, p 대신 p2로 모듈로를 취하는 것을 고려할 수 있습니다. 이 역시 새로운 정보를 줄 수 있지만 (9를 법으로 한 세제곱수를 떠올려보십시오), ℤ/p2는 체가 아니라는 단점이 있어, p로 모듈로를 취했을 때 얻었던 좋은 대수적 성질들을 많이 잃게 됩니다.




p진수의 목표 중 하나는 앞서 설명한 이 두 가지 문제를 우회할 수 있다는 것입니다. 우리가 소개할 p진수는 다음과 같은 성질을 가질 것입니다.


	1.

모든 e에 대해 ”pe로 모듈로를 한꺼번에” 취할 수 있습니다. 올림피아드 맥락에서는 특정 법을 선택한 다음 그 법을 취했을 때 어떤 일이 일어나는지 살펴보는 데 익숙합니다. 하지만 p진수를 사용하면 그러한 선택을 할 필요가 없습니다. p진수의 방정식은 pe로 모듈로를 취하기에 충분한 정보를 담고 있습니다.




	2.

수 ℚp는 체를 이룹니다. 이는 가능한 가장 좋은 대수적 구조로서, 1/p가 의미를 가집니다. 정역조차 아닌 ℤ/p2와 대조해 보십시오.




	3.

p로 모듈로를 취하는 것만큼 정보를 잃지 않습니다. 전사사상 ℤ↠ℤ/p 대신, 단사 사상 ℤ↪ℤp를 가집니다.




	4.

그럼에도 불구하고, 몇몇 ”무관한” 데이터를 ”무시”하게 됩니다. p로 모듈로를 취하는 것과 마찬가지로, 특정 종류의 대수적 정보에 집중하고자 하며, 이는 필연적으로 다른 것들을 놓치게 됨을 의미합니다.111비유를 들자면, 방정식 a2+b2+c2+d2=−1은 정수해를 갖지 않습니다. 그야, 제곱수는 음이 아니기 때문입니다. 하지만 이 방정식이 임의의 소수 p를 법으로 해를 갖는다는 것을 알게 될 것인데, 이는 p로 모듈로를 취하는 순간부터 수가 음이 아니라는 것을 더 이상 말할 수 없게 되기 때문입니다. p진수로 작업할 때도 같은 일이 일어날 것입니다. 위 방정식은 모든 소수 p에 대해 ℤp에서 해를 가집니다.






따라서 pe 모듈로 정보에만 정말로 관심이 있지만 일반적인 ℤ/pe가 그다지 강력하지 못한 경우에 사용할 적절한 도구로 p진수를 생각할 수 있습니다.




좀 더 구체적으로, 이제 대표적인 예시를 하나 들겠습니다.





예제 27.1.1 (USA TST 2002/2).


소수 p에 대해, 다음 값이




	
	fp(x)=∑k=1p−11(px+k)2(modp3)
	





x에 의존하지 않음을 보이십시오.







여기 우리가 분명히 pe 유형의 정보에만 관심이 있는 문제가 있습니다. 그럼에도 p3을 법으로 필요한 조작을 수행하는 것은 만만치 않은 도전입니다 (직접 해보십시오!). 근본적인 문제는 p3을 법으로 분모를 다룰 좋은 방법이 없다는 것입니다 (그 이유 중 하나는 ℤ/p3이 정역조차 아니기 때문입니다).




하지만 p진 해석학을 이용하면 이러한 한계를 극복하고 다음 항등식을 이용해 ”간단한” 증명을 제시할 수 있습니다.




	
	(1+pxk)−2=∑n≥0(−2n)(pxk)n.
	





이러한 항등식은 수렴 문제로 인해 ℚ나 ℝ 위에서는 아무런 의미가 없지만, ℚp 위에서는 문제없이 작동하며, 우리에게 필요한 것은 그것뿐입니다.







27.2 대수적 관점


대표적인 예: −1/2=1+3+32+33+⋯∈ℤ3.




이제 ℤp와 ℚp를 구성하겠습니다. 앞서 p진 정수를 이용하면 ”모든 pe 나머지”를 한꺼번에 살펴볼 수 있다고 약속드렸습니다. 이 정의는 이를 공식화할 것입니다.





27.2.1 ℤp의 정의



정의 27.2.1 (ℤp의 소개).


p진 정수는 다음과 같은 수열입니다




	
	x=(x1modp,x2modp2,x3modp3,…)
	





각 정수 e에 대해 pe를 법으로 하는 나머지 xe들이며, i<j일 때 호환 관계 xi≡xj(modpi)를 만족합니다.




p진 정수들의 집합 ℤp는 성분별 덧셈과 곱셈 아래 환을 이룹니다.








예제 27.2.2 (몇 가지 3진 정수).


p=3이라 합시다. 모든 보통 정수 n은 각 e에 대해 pe를 법으로 하는 (호환되는) 나머지 수열을 생성하므로, 각 보통 정수를 p진 정수로 볼 수 있습니다:




	
	50=(2mod3,5mod9,23mod27,50mod81,50mod243,…).
	





반면, 호환 관계를 만족함에도 불구하고 어떤 보통 정수에도 대응하지 않는 나머지 수열들이 존재합니다. 예를 들면




	
	(1mod3,4mod9,13mod27,40mod81,…)
	





이는 x=1+p+p2+…로 생각할 수 있습니다.







이런 방식으로 단사 사상을 얻습니다




	
	ℤ↪ℤpn↦(nmodp,nmodp2,nmodp3,…)
	





이는 전사가 아닙니다. 따라서 p진 정수는 보통 정수보다 더 많습니다.




(전문가를 위한 비고: 범주론에 익숙하신 분들은 이 정의가 다음과 같이 간결하게 쓰일 수 있음을 알아차리실 수 있습니다




	
	ℤp≔lim←ℤ/peℤ
	





여기서 역극한은 e≥1 범위에서 취해집니다.)





연습문제 27.2.3.


ℤp가 정역임을 확인하십시오.










27.2.2 p진 전개


p진 정수를 생각하는 또 다른 방법으로 ”p진법”을 사용하는 것이 있습니다. 앞선 예에서처럼, 모든 보통 정수는 p진법으로 쓸 수 있습니다. 예를 들면




	
	50=1212¯3=2⋅30+1⋅31+2⋅32+1⋅33.
	





더 일반적으로, 임의의 x=(x1,…)∈ℤp가 주어졌을 때, xk−1이 주어지면 xk의 선택지가 정확히 p개 있다는 의미에서 ”p진법” 전개를 적어볼 수 있습니다. 앞선 예를 계속하면 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	(1mod3,4mod9,13mod27,40mod81,…)
	=1+3+32+…
	





	
	
	=…1111¯3
	





그리고 일반적으로 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	x=∑k≥0akpk=…a2a1a0¯p
	





여기서 ak∈{0,…,p−1}이며, 각 e에 대해 pe를 법으로 이 등식이 성립합니다. 이 전개가 왼쪽으로 무한하다는 점에 주목하십시오. 이는 여러분이 익숙한 것과 다릅니다.




(흥미롭게도, 음의 정수 또한 무한한 p진 전개를 가집니다: −4=…222212¯3이며, 이는 (2mod3,5mod9,23mod27,77mod81…)에 대응됩니다.)




그러므로 p진 정수란 ”어쩌면 무한할 수 있는 p진 전개”라는 설명을 자주 듣게 될 수 있습니다. 이는 맞는 말이지만, 이후로 우리는 ℤp를 점점 더 ”해석적인” 방식으로 생각하게 될 것이므로, 저는 이를 다음과 같이 생각하는 것을 선호합니다


p진 정수는 밑이 p인 테일러 급수입니다.



실제로, 생성함수 K[[X]] (여기서 K는 체입니다)에 대한 여러분의 직관 대부분이 ℤp로 옮겨갈 것입니다.







27.2.3 ℚp의 구성


생성함수에 대한 직관이 옮겨가는 한 가지 방식은 다음과 같습니다:





명제 27.2.4 (p의 배수가 아닌 것은 모두 가역입니다).


x∈ℤp인 수는 x1≠0일 때에만 가역입니다. 기호로 나타내면,




	
	x∈ℤp×⇔x≢0(modp).
	











K[[X]]에 대한 대응되는 명제와 이를 대조해 봅시다: 생성함수 F∈K[[X]]가 가역적인 것은 F(0)≠0일 때이고 오직 그때뿐입니다.




증명.


x≡0(modp)이면 x1=0이므로 명백히 가역적이지 않습니다. 그렇지 않으면 모든 e에 대해 xe≢0(modp)이므로, xeye≡1(modpe)을 만족하는 pe법 역원 ye를 취할 수 있습니다. ye 자체가 서로 호환되므로, 원소 (y1,y2,…)가 역원이 됩니다. ∎






예제 27.2.5 (−12=…1111¯3∈ℤ3입니다).


앞서 든 예시가 실제로는 다음과 같음을 주장합니다




	
	−12=(1mod3,4mod9,13mod27,40mod81,…)
	=1+3+32+…
	





	
	
	=…1111¯3.
	





실제로, 이것에 −2를 곱하면 다음이 나옵니다




	
	(−2mod3,−8mod9,−26mod27,−80mod81,…)=1.
	





(이것을 “기하급수” 1+3+32+⋯=11−3과 비교해 보십시오. 이는 나중에 실제로 형식화할 수 있게 되지만, 아직은 아닙니다.)








비고 27.2.6 (p>2일 때 12는 정수입니다).


앞선 명제는 (다른 것들 중에서도) 12∈ℤ3임을 함의합니다; 여기서 “정수”가 무엇인지에 대한 여러분의 직관은 다를 것입니다! 올림피아드적인 관점에서 우리는 이미 12(mod3)이 의미가 있음을 알고 있었으며, 이것이 바로 3진수에서 12를 “정수”라고 부르는 것이 옳은 이유입니다, 비록 이것이 ℤ의 어떤 원소에도 대응하지 않지만 말입니다.








연습문제 27.2.7 (중요하지는 않지만 까다로운 사실).


유리수는 정확히 결국 주기적인 p진 전개에 대응됩니다.







이 관찰을 바탕으로, 이제 ℚp의 정의를 소개하겠습니다.





정의 27.2.8 (ℚp 소개).


ℤp가 정역이므로, ℚp를 그 분수체라고 하겠습니다. 이것이 바로  p진수입니다.







우리의 생성함수 유비를 계속 이어가면:




	
	ℤp하는 것입니다ℚp와 같습니다K[[X]]하는 것입니다K((X)).
	





이는 다음을 의미합니다


ℚp는 밑을 p로 하는 로랑 급수로 생각할 수 있습니다.



그리고 특히 앞선 명제에 따라 다음을 유도할 수 있습니다:





명제 27.2.9 (ℚp는 형식적 로랑 급수처럼 보입니다).


ℚp의 모든 0이 아닌 원소는 유일하게 다음과 같은 꼴입니다




	
	pku여기서k∈ℤ,u∈ℤp×.
	











따라서, 우리의 p진 유비를 계속 이어가면, ℚp의 원소들은 다음의 “로랑 급수”와 전단사 관계에 있습니다




	
	∑k≥−nakpk=…a2a1a0.a−1a−2…a−n¯p
	





여기서 ak∈{0,…,p−1}입니다. 그러므로 ℚp 원소의 p진 표현은 보통의 경우와 같은 것으로 생각할 수 있지만, (오른쪽이 아니라) 왼쪽으로 무한히 뻗어 나간다는 점이 다릅니다.





비고 27.2.10 (경고).


체 ℚp의 표수는 p가 아니라 0입니다.








비고 27.2.11 (분수체에 관한 경고).


이 결과는 실제로는 ℚp의 원소를 (x,y∈ℤp에 대해) x/y로 생각해서는 안 된다는 것을 함의합니다, 비록 이것이 공식적인 정의이고 (또한 ℚp라는 이름에서 기대할 법한 것이기도) 하지만 말입니다. 필요한 분모는 오직 p의 거듭제곱뿐입니다.




형식적 로랑 급수 유비를 계속 밀고 나가면, K((X))는 보통 생성함수의 몫으로 생각되지 않고 오히려 “일부 음의 지수를 갖는 형식적 급수”로 생각됩니다. ℚp에도 같은 직관을 적용해야 합니다.








비고 27.2.12.


이 시점에서 1/p∈ℚp라는 사실에 대해 언급하고자 하며, 이를 앞서 제시했던 성질들의 희망 목록과 연결 짓고자 합니다. 초등 정수론에서는 p법으로 방정식을 취할 수 있지만, 그렇게 하면 nmodp2을 알지 못하는 한 n/pmodp라는 양은 의미가 없습니다. 단순히 p2법을 취하는 것으로는 이 문제를 해결할 수 없는데, 그러면 n/pmodp2을 얻기 위해 nmodp3이 필요하게 되고, 이는 무한히 계속됩니다. 이러한 문제는 우회할 수 있지만, ℤp와 ℚp의 좋은 특징은 “모든 e에 대해 동시에” pe법 정보를 갖는다는 것입니다: x∈ℚp라는 정보는 모든 pe법 정보를 동시에 담고 있습니다. 그러므로 아무런 부작용 없이 p로 나눌 수 있습니다.












27.3 해석적 관점



27.3.1 정의


지금까지 우리는 주로 대수적으로 사물을 생각해 왔지만, 앞으로는 해석학의 언어를 사용하기 시작하는 것이 도움이 될 것입니다. 보통 두 실수는 수직선 위에서 가까우면 “가깝다”고 여겨지지만, p진적 목적을 위해서는 오직 pe법 정보만이 중요합니다. 그러므로 우리는 대신 ℤp나 ℚp의 두 원소가 pe의 큰 배수만큼 차이가 날 때 “가깝다”고 생각하겠습니다.




이를 위해 초등 정수론에서 친숙한 νp를 빌려오겠습니다.





정의 27.3.1 (p-진 값매김과 절댓값).


다음과 같은 두 가지 동치인 방법으로  p-진 값매김 νp:ℚp×→ℤ을 정의합니다:


	•

x=(x1,x2,…)∈ℤp에 대해, νp(x)를 xe≡0(modpe)를 만족하는 가장 큰 e로 정의합니다 (x∈ℤp×인 경우에는 e=0). 그런 다음 νp(xy)=νp(x)+νp(y)에 의해 ℚp× 전체로 확장합니다.




	•

각 x∈ℚp×는 u∈ℤp×, k∈ℤ에 대해 pku의 꼴로 유일하게 쓸 수 있습니다. 이때 νp(x)=k로 둡니다.






관례상 νp(0)=+∞로 둡니다. 마지막으로,  p-진 절댓값 |∙|p를 다음과 같이 정의합니다:




	
	|x|p=p−νp(x).
	





특히 |0|p=0입니다.







이는 큰 e에 대해 x와 y가 법 pe에서 같아 보이면 서로 가깝다는 약속을 충족시킵니다. 이 경우 νp(x−y)가 크고, 그에 따라 |x−y|p가 작아집니다.







27.3.2 초거리 공간


이렇게 해서, ℚp와 ℤp는 |x−y|p로 주어지는 거리를 가진 거리 공간이 됩니다.





연습문제 27.3.2.


f:ℤp→ℚp가 연속이고 모든 n∈ℤ≥0에 대해 f(n)=(−1)n이라고 합시다. p=2임을 증명하십시오.







사실, 이 공간들은 ℝ에서 익숙한 것보다 더 강한 형태의 삼각부등식을 만족합니다.





명제 27.3.3 (|∙|p는 초거리입니다).


임의의 x,y∈ℤp에 대해, 다음과 같은  강한 삼각부등식이 성립합니다




	
	|x+y|p≤max{|x|p,|y|p}.
	





|x|p≠|y|p이면 (그러나 이 경우에만 그런 것은 아니고) 등호가 성립합니다.







하지만 ℚp는 단순한 거리 공간 이상입니다: 그것은 고유한 덧셈과 곱셈을 가진 체입니다. 이는 ℝ이나 ℂ에서처럼 해석학을 할 수 있다는 것을 의미합니다: 기본적으로 “연속함수”, “수렴하는 급수” 등의 개념은 모두 p-진 유사체를 가집니다. 특히, 무한합이 수렴한다는 것이 무엇을 의미하는지 정의할 수 있습니다:





정의 27.3.4 (수렴 개념).


다음은 “현실 세계”의 개념에 대한 p-진 유사체의 몇 가지 예시입니다.


	•

수열 s1, … 은 limn→∞|sn−L|p=0이면 극한 L로 수렴합니다.




	•

무한급수 ∑kxk는 부분합의 수열 s1=x1, s2=x1+x2, …가 어떤 극한으로 수렴하면 수렴합니다.




	•

… 기타 등등 …












이 정의를 갖추면, 앞서 다룬 “p진법” 논의는 이제 해석학적 의미에서 참이 됩니다: x=…a2a1a0¯p∈ℤp이면




	
	∑k=0∞akpk로 수렴합니다x.
	





실제로, x와 n번째 부분합 사이의 차는 pn으로 나누어떨어지므로, n→∞일 때 부분합은 x에 접근합니다.




정의는 모두 동일하지만, 성립해야 할 성질에는 몇 가지 변화가 있습니다. 예를 들어, ℚp에서 부분합의 수렴은 더 간단합니다:





명제 27.3.5 (|xk|p→0과 급수의 수렴은 동치입니다).


ℚp에서 급수 ∑k=1∞xk가 어떤 극한으로 수렴하는 것은 limk→∞|xk|p=0인 것과 동치입니다.







이는 ℝ에서 ∑1n=∞인 것과 대조됩니다. 이는 강한 삼각부등식의 결과로 생각할 수 있습니다.




증명.


충분히 큰 p의 거듭제곱을 곱함으로써, xk∈ℤp라고 가정할 수 있습니다. (실제로 필요한 것은 아니지만, 표기를 더 깔끔하게 만들어 줍니다.)




xk(modp)가 결국 안정된다는 것을 관찰하십시오. 왜냐하면 충분히 큰 n에 대해 |xn|p<1⇔νp(xn)≥1이기 때문입니다. 따라서 큰 N에 대해 ∑k=0Nxk(modp)의 최종적인 법 p 나머지를 a1이라고 합시다. 같은 방식으로 법 p2의 최종적인 나머지를 a2라고 하고, 이런 식으로 계속합니다. 그러면 우리가 극한 a=(a1,a2,…)에 접근함을 확인할 수 있습니다. ∎








27.3.3 등비급수에 관한 더 재미있는 이야기


이제 드디어 등비급수 공식의 p진 유사물을 서술해 보겠습니다.





명제 27.3.6 (등비급수).


|x|p<1을 만족하는 x∈ℤp가 있다고 합시다. 그러면




	
	11−x=1+x+x2+x3+….
	











증명.


부분합이 1+x+x2+⋯+xn=1−xn1−x를 만족하고, |x|p<1이므로 n→∞일 때 xn→0임에 주목하십시오. ∎





따라서 1+3+32+⋯=−12는 ℤ3에서 실제로 올바른 수렴입니다. 다른 경우도 마찬가지입니다.




ℤp가 밑을 p로 하는 생성함수라는 유비를 받아들인다면, 여러분이 익숙한 올림피아드의 모든 생성함수는 p진 유사물을 갖습니다. 예를 들어, 다음을 더 일반적으로 증명할 수 있습니다:





정리 27.3.7 (일반화된 이항정리).


x∈ℤp이고 |x|p<1이면, 임의의 r∈ℚ에 대해 다음과 같은 급수 수렴이 성립합니다




	
	∑n≥0(rn)xn=(1+x)r.
	











((1+x)r을 정의하지는 않았지만, 여러분이 기대하는 성질을 갖습니다.)







27.3.4 완비성


|∙|p의 정의는 ℚ에 대해서도 마찬가지로 주어질 수 있었다는 점에 주목하십시오. 이를 도입하는 데 ℚp가 필요하지는 않았습니다(어쨌든 우리는 올림피아드에서 이미 νp를 가지고 있습니다). 이제 제가 서술해야 할 크고 중요한 정리는 다음과 같습니다:





정리 27.3.8 (ℚp는 완비이다).


공간 ℚp는 |∙|p에 대한 ℚ의 완비화입니다.







이것이 여러분이 더 자주 보게 될 ℚp의 정의입니다. 그런 다음 (반대가 아니라) ℚp를 이용해 ℤp를 다음에 따라 정의합니다




	
	ℤp={x∈ℚp:|x|p≤1}.
	











27.3.5 철학적 소견


이 정의가 철학적으로 왜 좋은지 정당화해 보겠습니다. 여러분이 다음과 같은 문제를 받은 고대 그리스의 수학자라고 합시다:


고대 그리스인을 위한 문제. 다음 합의 값을




	
	S=112+122+⋯+1100002
	





0.001 이내로 추정하십시오.



합 S는 전적으로 유리수로 이루어져 있으므로, 이 문제 서술은 고대 그리스에서도 합당한 문제일 것입니다. 하지만 좋은 추정값을 얻으려면 실수에 대해 아는 것이 정말로 도움이 된다는 사실이 밝혀집니다: 그러면 무한급수 ∑n≥1n−2=16π2을 구성할 수 있고, 1100012 이후의 항들에서 오는, 유계로 만들 수 있는 작은 오차항을 제외하면 S≈π26이라고 추론할 수 있기 때문입니다.




물론 S=π2/6임을 증명할 수 있을 만큼 충분한 이론에 접근하려면 실수가 있어야 합니다. ℚ에서는 미적분학을 하는 것이 불가능합니다(수열 1, 1.4, 1.41, 1.414, …는 ”수렴하지 않는다”고 간주됩니다!)




이제 2002년으로 시간을 빨리 돌려서, 여러분이 다음과 같은 문제를 받았다고 합시다


2002년 미국 TST 문제. 다음 합을




	
	fp(x)=∑k=1p−11(px+k)2
	





p3을 법으로 하여 이내로 추정하십시오.



fp(x)가 유리수임에도 불구하고, 무한합을 가지고 해석을 할 수 있고 그런 다음 오차항을 유계로 만드는(즉 p3을 법으로 취하는) 것은 여전히 도움이 됩니다. 하지만 공간 ℚ 역시 |∙|p에 대해 완비가 아니며, 따라서 |∙|p에 대한 ℚ의 완비화에서 작업하는 것이 타당합니다. 이것이 바로 ℚp입니다.




어쨌든, 이제 드디어 예제 27.1.1을 풀어 봅시다.





예제 27.3.9 (2002년 미국 TST).


이제 다음을 계산하겠습니다




	
	fp(x)=∑k=1p−11(px+k)2(modp3).
	





일반화된 이항 정리로 무장하면, 이는 간단해집니다.




	
	fp(x)
	=∑k=1p−11(px+k)2=∑k=1p−11k2(1+pxk)−2
	





	
	
	=∑k=1p−11k2∑n≥0(−2n)(pxk)n
	





	
	
	=∑n≥0(−2n)∑k=1p−11k2(xk)npn
	





	
	
	≡∑k=1p−11k2−2x(∑k=1p−11k3)p+3x2(∑k=1p−11k4)p2(modp3).
	





p2∣∑kk−3이고 p∣∑kk−4라는 기본적인 사실을 이용하면, 이는 문제를 해결합니다.












27.4 Mahler 계수


p진 해석학의 큰 놀라움 중 하나는 다음과 같습니다.


우리는 기본적으로 모든 연속함수 ℤp→ℚp를 서술할 수 있습니다.



이들은 함수들의 기저로 주어지는데,




	
	(xn)≔x(x−1)…(x−(n−1))n!
	





다음과 같은 방식으로 주어집니다.





정리 27.4.1 (Mahler; [SCH07, 정리 51.1, 연습문제 51.b] 참고).


f:ℤp→ℚp가 연속이라 하고, 다음을 정의합니다.




	
	an=∑k=0n(nk)(−1)n−kf(k).
	
	(27.1)





그러면 limnan=0이며




	
	f(x)=∑n≥0an(xn).
	








역으로, an이 0으로 수렴하는 임의의 수열이라면, f(x)=∑n≥0an(xn)은 (27.1)를 만족하는 연속함수를 정의합니다.







ai는 f의 Mahler 계수라고 불립니다.





연습문제 27.4.2.


앞서 우리는 f:ℤp→ℚp가 연속이고 모든 n∈ℤ≥0에 대해 f(n)=(−1)n이면 p=2임을 증명했습니다. Mahler 정리를 이용하여 이를 다시 증명하고, 이번에는 역으로 p=2일 때 그러한 f가 유일하게 존재함을 보이십시오.







이것들은 고등학교 수학경시대회에서 다항식에 사용하는 것과 동일한 유한차분임을 알 수 있으며, 이 때문에 이들은 또한 ”Mahler 차분”이라고도 불립니다.




	
	a0
	=f(0)
	





	
	a1
	=f(1)−f(0)
	





	
	a2
	=f(2)−2f(1)+f(0)
	





	
	a3
	=f(3)−3f(2)+3f(1)−f(0).
	





따라서 an→0이라는 것은, f(0), f(1), … 의 값들이 모든 e≥0에 대해 법 pe로 다항식처럼 행동한다는 의미로 생각할 수 있습니다.




”해석적”이라는 개념 또한 Mahler적 해석을 가집니다. 먼저 정의부터 하겠습니다.





정의 27.4.3.


함수 f:ℤp→ℚp가 다음과 같은 거듭제곱급수 전개를 가지면  해석적이라고 말합니다




	
	∑n≥0cnxncn∈ℚp에 대해 수렴하는x∈ℤp.
	












정리 27.4.4 ([SCH07, 정리 54.4]).


함수 f(x)=∑n≥0an(xn)이 해석적일 필요충분조건은 다음과 같습니다




	
	limn→∞ann!=0.
	











해석적 함수는 또한 다음과 같은 좋은 성질을 만족합니다.





정리 27.4.5 (Strassmann의 정리).


f:ℤp→ℚp가 해석적이라 합시다. 그러면 f는 유한 개의 영점을 가집니다.







이러한 결과들의 응용을 하나 제시하기 위해, 다음 결과를 증명하겠습니다. 이는 p진수가 등장하기 전부터도 흥미로운 것이었습니다!





정리 27.4.6 (Skolem-Mahler-Lech).


(xi)i≥0가 정수 선형 점화식이라 합시다. 즉 (xi)i≥0는 다음을 만족하는 정수열입니다




	
	xn=c1xn−1+c2xn−2+⋯+ckxn−kn=1,2,…
	





어떤 정수 c1, …, ck의 선택에 대해 성립합니다. 그러면 지표 집합 {i∣xi=0}은 결국 주기적입니다.







증명.


선형 점화식 이론에 따르면, xi를 내적으로 쓸 수 있게 하는 행렬 A가 존재합니다




	
	xi=⟨Aiu,v⟩.
	





p를 detA를 나누지 않는 소수라 합시다. T를 AT≡id(modp)를 만족하는 정수라 합시다 (id는 항등행렬을 나타냅니다).




0≤r<T을 임의로 고정합니다. 모든 항이




	
	f(n)=xnT+rn=0,1,…
	





영이거나, 많아야 유한히 많은 항만 영이 아님을 증명하겠습니다. 이로써 증명이 마무리됩니다.




어떤 정수 행렬 B에 대해 AT=id+pB라고 합시다. 다음을 얻습니다




	
	f(n)
	=⟨AnT+ru,v⟩=⟨(id+pB)nAru,v⟩
	





	
	
	=∑k≥0(nk)⋅pk⟨BkAru,v⟩
	





	
	
	=∑k≥0ak(nk)여기서ak=pk⟨BkAru,v⟩∈pkℤ.
	





이렇게 하여 f를 말러 형식으로 나타냈습니다. 처음에는 f:ℤ≥0→ℤ로 정의하지만, 말러의 정리에 의해 (limnan=0이므로) f가 함수 f:ℤp→ℚp로 확장됨을 알 수 있습니다. 또한 limnann!=0임을 확인할 수 있으므로 f는 심지어 해석적입니다.




따라서 스트라스만의 정리에 의해, f는 항등적으로 영이거나, 그렇지 않으면 원하는 대로 유한히 많은 영점을 가집니다. ∎








27.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 27A (ℤp는 콤팩트합니다).


ℚp는 콤팩트하지 않지만 ℤp는 콤팩트함을 보이십시오. (후자의 경우, 점렬 연속성을 이용할 것을 권합니다.)








문제 27B (완전 비연결).


ℤp와 ℚp가 모두 완전 비연결임을 보이십시오: 즉 공집합과 한원소 집합 외에는 연결 집합이 존재하지 않습니다.








문제 27C (MathOverflow에서 언급됨).


p를 소수라 합시다. 다음을 만족하는 유리수의 수열 q1, q2, … 를 찾으십시오:


	•

수열 qn이 실수적 의미에서 0으로 수렴합니다;




	•

수열 qn이 p진법적 의미에서 2021로 수렴합니다.













문제 27D (USA TST 2011).


p를 소수라 합시다. 정수 수열 {zn}n=0∞이 다음 조건을 만족하면 이를 p-pod라 부릅니다: 각 e≥0에 대해 어떤 N≥0이 존재하여, m≥N일 때마다 pe가 다음 합을 나눕니다




	
	∑k=0m(−1)k(mk)zk.
	





{xn}n=0∞과 {yn}n=0∞이 모두 p-pod이면, 수열 {xnyn}n=0∞도 p-pod임을 증명하십시오.











장 28 미분



28.1 정의


대표적인 예: x3의 도함수는 3x2입니다.




여러분 대부분은 이것을 이전에 본 적이 있으리라 생각합니다만, 그럼에도:





정의 28.1.1.


ℝ의 열린 부분집합111우리는 거의 항상 U=(a,b) 또는 U=ℝ을 사용할 것이며, 정의를 이러한 경우들로 제한하더라도 크게 잃을 것은 없습니다. U를 잡고, f:U→ℝ를 함수라 합시다. p∈U라 합시다. 극한222표기의 남용 26.6.6에서의 관례를 따르고 있음을 기억하십시오. 즉 우리가 의미하는 것은 “h=0에서의 값은 무엇이든 될 수 있는, 함수 h↦f(p+h)−f(p)h의 극한”입니다. 그리고 이것은 중요한데, 그 분수식이 h=0에서는 정의되지 않기 때문입니다. 약속드린 대로, 우리는 이 점에 신경 쓰지 않습니다.이 존재하면 f가 p에서  미분가능하다고 말합니다.




	
	limh→0f(p+h)−f(p)h
	





이 존재할 때, f가 p에서  미분가능하다고 말합니다. 존재하는 경우, 그 값을 f′(p)로 표기하고 이를 p에서의 f의  도함수라 부릅니다.




함수 f가 모든 점에서 미분가능하면 f는 미분가능하다고 합니다. 이 경우 도함수 f′:(a,b)→ℝ를 그 자체로 하나의 함수로 간주합니다.








연습문제 28.1.2.


f가 p에서 미분가능하면 p에서 연속이기도 함을 보이십시오.







다음은 그림입니다. f:ℝ→ℝ가 미분가능하다고(따라서 연속이라고) 합시다. f의 그래프를 평소대로 그리고 h의 값들을 생각해 봅시다. 0이 아닌 임의의 h에 대해, 우리가 얻는 것은 (p,f(p))와 (p+h,f(p+h))를 잇는 할선의 기울기입니다. 그러나 h가 0에 가까워짐에 따라, 이 할선은 곡선의 그래프에 접하는 직선에 점점 가까워지기 시작합니다. f가 포물선인 경우의 그림이 아래에 나와 있으며, 접선은 빨간색으로, 할선은 초록색 점선으로 표시되어 있습니다.




[image: 도표]



그러므로 여러분 머릿속에 있어야 할 그림은 다음과 같습니다.


f′(p)는 (p,f(p))에서의 접선의 기울기처럼 보입니다.







비고 28.1.3.


도함수는 열린 구간 위의 함수에 대해 정의된다는 점에 유의하십시오. 이는 중요합니다. 예를 들어 f:[a,b]→ℝ인 경우, 각 내부점에서 도함수를 여전히 정의할 수 있지만, f′(a)는 더 이상 의미가 없습니다. f가 a의 어떤 열린 근방에서도 값이 주어지지 않기 때문입니다.







계산을 하나 해 보고 이 내용을 계속 진행합시다.





예제 28.1.4 (x3의 도함수는 3x2).


f:ℝ→ℝ를 f(x)=x3로 정의합시다. 임의의 점 p와 0이 아닌 h에 대해 다음을 계산할 수 있습니다




	
	f(p+h)−f(p)h
	=(p+h)3−p3h
	





	
	
	=3p2h+3ph2+h3h
	





	
	
	=3p2+3ph+h2.
	





따라서,




	
	limh→0f(p+h)−f(p)h=limh→0(3p2+3ph+h2)=3p2.
	





따라서 f의 각 점에서의 기울기는 공식 3p2로 주어집니다. 이후 관례적으로 f′(x)=3x2를 함수 f 전체의 도함수로 씁니다.








표기의 남용 28.1.5.


이제부터 우리는 다소 느슨하게 이를 (x3)′=3x2로 쓰겠습니다. 이는 ”정의역이 어떠어떠한 실숫값 함수 x3은 그 정의역의 모든 점 p에서 도함수 3p2를 가진다”는 훨씬 더 장황한 표현의 축약입니다.




일반적으로, 실숫값 미분가능 함수 f:U→ℝ는 자연스럽게 모든 점 p∈U에서 도함수 f′(p)를 만들어내므로, 관례적으로 p는 아예 포기하고 f′ 자체를 U→ℝ인 함수로 취급합니다. 비록 이 실수가 ”다른 해석”을 가지고 있음에도 말입니다: f′(p)는 값(예: 시각 t에서의 여러분의 총 재산 가치)이 아니라 기울기(예: 여러분의 시간당 임금률)를 해석하려는 의도로 만들어진 것입니다. f가 실생활에서 나온 함수라면 단위조차 맞지 않습니다!




이 관례는 너무나 깊이 뿌리내려 있어서, 그것을 뽑아내려 하면 그럴 가치보다 더 큰 혼란을 초래하지 않고서는 제거할 수 없습니다. 그러나 다변수 미적분학을 다루는 장들을 읽으면, 도함수를 단일 실수가 아니라 선형 사상으로 다시 정의해야 할 때 이것이 어떻게 우리를 곤란하게 하는지 보게 될 것입니다.










28.2 계산하는 방법


늘 그랬듯이, 그렇지 않습니까? 합의 법칙, 그런 것들 말입니다.





정리 28.2.1 (여러분의 친숙한 고등학교 미적분학 법칙들).


이하에서 f와 g는 미분가능한 함수이고, U, V는 ℝ의 열린 부분집합입니다.


	•

(합의 법칙) f,g:U→ℝ이면 (f+g)′(x)=f′(x)+g′(x)입니다.




	•

(곱의 법칙) f,g:U→ℝ이면 (f⋅g)′(x)=f′(x)g(x)+f(x)g′(x)입니다.




	•

(연쇄 법칙) f:U→V이고 g:V→ℝ이면, 합성함수 g∘f:U→ℝ의 도함수는 g′(f(x))⋅f′(x)입니다.












증명.



	•

합의 법칙: 자명하므로, 관심이 있다면 직접 해보십시오.




	•

곱의 법칙: 영이 아닌 모든 h와 점 p∈U에 대해 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	f(p+h)g(p+h)−f(p)g(p)h=f(p+h)−f(p)h⋅g(p+h)+g(p+h)−g(p)h⋅f(p)
	





이것은 h→0일 때 원하는 식을 줍니다.




	•

연쇄 법칙: 바로 여기서 표기의 남용 26.6.6이 실제로 문제가 됩니다. p∈U, q=f(p)∈V라 하면




	
	(g∘f)′(p)=limh→0g(f(p+h))−g(q)h.
	





우리는 극한의 식을 다음과 같이 쓰고 싶습니다




	
	g(f(p+h))−g(q)h=g(f(p+h))−g(q)f(p+h)−q⋅f(p+h)−f(p)h.
	





문제는 분모 f(p+h)−f(p)가 영이 될 수도 있다는 것입니다. 그래서 대신 다음 식을 정의합니다




	
	Q(y)={g(y)−g(q)y−q만약y≠qg′(q)만약y=q
	





이는 g가 q에서 미분가능했으므로 연속입니다. 그러면 다음 등식이 실제로 성립합니다




	
	g(f(p+h))−g(q)h=Q(f(p+h))⋅f(p+h)−f(p)h.
	





왜냐하면 h≠0이면서 f(p+h)=q인 경우, 어차피 양변이 모두 영이 되기 때문입니다.




그러면 h→0의 극한에서 limh→0f(p+h)−f(p)h=f′(p)이고, 연속성에 의해 limh→0Q(f(p+h))=Q(q)=g′(q)입니다. 이것이 원하던 결과입니다. ∎











연습문제 28.2.2.


함수 f:ℝ→ℝ로 간주되는 다항식 f(x)=x3+10x2+2019의 도함수를 계산하십시오.








비고 28.2.3.


간단한 언어적 요점: 위의 정리들은 모두 각 개별 점에서 성립합니다. 예를 들어 합의 법칙은 실제로는 f,g:U→ℝ가 점 p에서 미분가능하면 f+g도 미분가능하고 그 도함수가 f′(p)+g′(p)와 같다고 말해야 합니다. 따라서 f와 g가 U 전체에서 미분가능하다면, 물론 (f+g)′=f′+g′가 성립함이 따라옵니다. 그러므로 위의 각 법칙은 ”점별” 형태를 가지며, 이로부터 ”U 전체” 형태가 따라옵니다.




우리는 실제로 사용되는 것이 후자이므로 후자만 서술합니다. 하지만 드물게 함수가 구간 U 전체가 아니라 U의 특정 점들에서만 미분가능한 상황에서는, 여전히 아래의 것을 사용할 수 있습니다.







다음으로 잘 알려진 함수들의 몇 가지 도함수를 나열하겠지만, 이 함수들에 대한 엄밀한 정의를 제시하지 않으므로 여기서는 이를 증명하지 않습니다.





명제 28.2.4 (몇 가지 잘 알려진 함수의 도함수).



	•

exp(x)=ex로 정의되는 지수함수 exp:ℝ→ℝ는 그 자신의 도함수입니다.




	•

삼각함수 sin과 cos는 sin′=cos, cos′=−sin을 만족합니다.













예제 28.2.5 (전형적인 고등학교 미적분 문제).


이는 위의 것들을 이용해 얻은 임의의 인위적인 함수의 도함수를 기계적으로 계산할 수 있음을 의미하며, 이 때문에 이것이 미국 고등학교와 대학교에서 잡무의 훌륭한 원천이 됩니다. 예를 들어




	
	f(x)=ex+xsin(x2)f:ℝ→ℝ
	





이면, 다음과 같이 f′을 계산할 수 있습니다




	
	f′(x)
	=(ex)′+(xsin(x2))′
	합 법칙
	





	
	
	=ex+(xsin(x2))′
	위 표
	





	
	
	=ex+(x)′sin(x2)+x(sin(x2))′
	곱셈 법칙
	





	
	
	=ex+sin(x2)+x(sin(x2))′
	(x)′=1
	





	
	
	=ex+sin(x2)+x⋅2x⋅cos(x2)
	연쇄 법칙.
	





물론 이 함수 f는 전적으로 인위적이며 아무런 의미도 없는데, 이것이 바로 미적분학이 미국에서 널리 경멸받는 주제인 이유입니다. 그렇긴 하지만, 이러한 계산이 가능하다는 것은 인정할 만한 가치가 있습니다. 이를테면 우리에게는 ”도함수는 실제로 계산 가능하다”라는 유사 정리가 있다고 할 수 있습니다.







(ex)′=ex를 당연하게 받아들인다면, 우리가 미분할 수 있는 함수들의 목록에 추가할 유용한 함수 두 개를 더 유도할 수 있습니다.





따름정리 28.2.6 (log의 도함수는 1/x입니다).


함수 log:ℝ>0→ℝ는 도함수 (logx)′=1/x를 가집니다.







증명.


x=elogx입니다. 양변을 미분하고, 다시 연쇄 법칙을 사용합니다333사실 여기에는 작은 미묘한 점이 있습니다: 우리는 log가 미분가능하다는 것을 당연하게 받아들이고 있습니다.




	
	1=elogx⋅(logx)′.
	





따라서 (logx)′=1elogx=1/x입니다. ∎






따름정리 28.2.7 (거듭제곱 법칙).


r을 실수라 합시다. 함수 ℝ>0→ℝ, x↦xr의 도함수는 (xr)′=rxr−1입니다.







증명.


정수 r에 대해서는 이미 이를 알고 있었지만, 이제 임의의 양의 실수 r에 대해 이를 증명할 수 있습니다. 다음과 같이 씁니다




	
	f(x)=xr=erlogx
	





이는 함수 f:ℝ>0→ℝ로 간주됩니다. 연쇄 법칙(과 (ex)′=ex라는 사실)을 함께 사용하면 다음을 얻습니다




	
	f′(x)
	=erlogx⋅(rlogx)′
	





	
	
	=erlogx⋅rx=xr⋅rx=rxr−1.
	





ex와 logx에 대한 공식을 증명하지 않는 이유는, 현재로서는 둘 중 어느 것에 대해서도, 심지어 x가 유리수가 아닐 때의 2x에 대해서조차도 엄밀한 정의를 갖고 있지 않기 때문입니다. 그러나 몇몇 사실들이 서로를 함의한다는 것을 아는 것은 좋은 일입니다. ∎








28.3 극소 (및 극대) 최댓값


대표적인 예: 포물선의 수평 접선은 일반적으로 좋은 그림입니다.




미적분학의 고전적인 용도 중 하나가 함수의 최솟값 또는 최댓값을 구하는 것이었다는 사실을 고등학교 때 기억하실 수도 있습니다. 여기서는 이를 수행하는 방법에 대한 엄밀한 설명을 제공하겠습니다.





정의 28.3.1.


f:U→ℝ를 함수라고 합시다.  극댓값은 p의 (열린) 근방 V가 (U 안에 포함되도록) 존재하여 모든 x∈V에 대해 f(p)≥f(x)가 성립하는 점 p∈U입니다.




극솟값도 유사하게 정의됩니다.444동등하게, 이는 −f의 극댓값입니다.








정의 28.3.2.


점 p가 이 둘 중 하나를 만족하면  극값이라 합니다.







도함수의 좋은 점은 모든 극값을 포착한다는 것입니다.





정리 28.3.3 (정류점에 관한 페르마 정리).


f:U→ℝ가 미분 가능하고 p∈U가 극값이라 합시다. 그러면 f′(p)=0입니다.







그림을 그려보면 이 결과는 놀랍지 않습니다.

[image: 도표]
(또한 주의할 점: 역은 성립하지 않습니다. 예를 들어 f(x)=x2019는 f′(0)=0이지만 x=0은 f의 극값이 아닙니다.)




증명.


모순을 위해 f′(p)>0이라 가정합시다. ε<f′(p)인 임의의 ε>0을 선택합니다. 그러면 충분히 작은 |h|에 대해 다음이 성립해야 합니다




	
	f(p+h)−f(p)h>ε.
	





특히 h>0일 때 f(p+h)>f(p)이고 h<0일 때 f(p+h)<f(p)입니다. 따라서 p는 극값이 아닙니다.




f′(p)<0인 경우의 증명도 유사합니다. ∎





하지만 최적화를 위한 완전한 방법을 원한다면 이것만으로는 실제로 충분하지 않습니다. 문제는 우리가 구하고자 하는 것이 전역 극값이며, 이는 아예 존재하지 않을 수도 있다는 점입니다: 예를 들어 f(x)=x(이는 f′(x)=1을 가짐)는 명백히 극값이 전혀 없습니다. 이를 해결하는 핵심은 콤팩트성을 이용하는 것입니다: 정의역을 콤팩트 집합 Z로 바꾸면, f가 어떤 전역 최댓값을 달성한다는 것을 알 수 있습니다. 집합 Z는 자연스럽게 어떤 내부 S를 가지며, 미적분학은 S 안의 모든 극값을 알려줄 것입니다. 그런 다음 S 바깥의 모든 경우를 직접 확인합니다.




확장된 예제 두 개를 살펴봅시다. 첫 번째 것은 간단하며 아마 이미 알고 계실 것이지만, 콤팩트성을 사용하여 철저하게 논증하는 방법과 ”경계” 점들이 자연스럽게 나타나는 방식을 보여드리고 싶습니다.





예제 28.3.4 (직사각형 넓이 최적화).


둘레가 20인 직사각형들을 고려하여 넓이가 가장 작거나 가장 큰 직사각형을 구하고자 한다고 합시다.

[image: 도표]
직사각형의 변을 x와 10−x로 선택하면, 우리는 다음 함수를 최적화하려는 것입니다




	
	f(x)=x(10−x)=10x−x2f:[0,10]→ℝ.
	





콤팩트성에 의해 어떤 전역 최댓값과 어떤 전역 최솟값이 존재합니다.




f가 (0,10)에서 미분 가능하므로, 임의의 p∈(0,10)에 대해 전역 최댓값도 극댓값이 되며, 따라서 다음을 만족해야 함을 알 수 있습니다




	
	0=f′(p)=10−2p⟹p=5.
	





또한 점 x=0과 x=10은 정의역에는 속하지만 내부 (0,10)에는 속하지 않습니다. 따라서 전역 극값은 (존재한다는 것에 더하여) 세 후보 {0,5,10} 중에 있어야 합니다.




마지막으로 f(0)=0, f(5)=25, f(10)=0을 확인합니다. 따라서 5×5 정사각형이 가장 큰 넓이를 가지며, 퇴화한 직사각형들이 가장 작은(0인) 넓이를 갖습니다.







다음은 초등적이지 않은 예시입니다.





명제 28.3.5 (ex≥1+x).


모든 실수 x에 대해 ex≥1+x가 성립합니다.







증명.


미분 가능한 함수를 다음과 같이 정의합시다.




	
	f(x)=ex−(x+1)f:ℝ→ℝ.
	





콤팩트 구간 Z=[−1,100]을 생각해 봅시다. x≤−1이면 명백히 f(x)>0입니다. 마찬가지로 x≥100이면 역시 명백히 f(x)>0입니다. 따라서 우리는 x∈Z일 때 f(x)≥0임을 증명하기만 하면 됩니다.




실제로 어떤 전역 최솟값 p가 존재합니다. 이는 끝점 −1 또는 100일 수 있습니다. 그렇지 않고 U=(−1,100) 안에 놓여 있다면, 다음을 만족해야 합니다.




	
	0=f′(p)=ep−1⟹p=0.
	





f(−1)>0, f(100)>0, f(0)=0이므로, p=0이 Z의 전역 최솟값임을 결론지을 수 있습니다. 따라서 모든 x∈Z에 대해 f(x)≥0이고, 결국 모든 x에 대해 성립합니다. ∎






비고 28.3.6.


±∞에서의 극한을 사용하고자 한다면, 위와 같은 증명을 −1이나 100 같은 끝점을 명시적으로 찾을 필요가 없는 방식으로 다시 쓸 수 있습니다. 여기서는 그렇게 하지 않겠지만, 생각해 볼 만한 좋은 소재입니다.










28.4 롤과 그 동료들


대표적인 예: 경주로 원리, 어쩌면?




앞 절의 작업에서 얻은 한 가지 따름정리가 바로 롤의 정리입니다.





정리 28.4.1 (롤의 정리).


f:[a,b]→ℝ가 연속함수이고 열린 구간 (a,b)에서 미분 가능하며 f(a)=f(b)라고 합시다. 그러면 f′(c)=0을 만족하는 점 c∈(a,b)가 존재합니다.







증명.


f가 상수함수가 아니라고 가정합시다 (그렇지 않다면 어떤 c든 성립합니다). 콤팩트성에 의해 전역 최댓값과 전역 최솟값이 모두 존재합니다. f(a)=f(b)이므로, 전역 최댓값 또는 전역 최솟값 중 하나는 열린 구간 (a,b) 내부에 놓여야 하며, 그러면 정류점에 대한 페르마의 정리가 증명을 마무리해 줍니다. ∎





그림을 그리려고 했는데, xkcd #2042에 이미 그림이 있다는 것을 깨달았습니다.

[image: [Uncaptioned image]]
이미지 출처 [35]




이 정리는 다음과 같이 확장할 수 있습니다.





정리 28.4.2 (평균값 정리).


f:[a,b]→ℝ가 연속함수이고 열린 구간 (a,b)에서 미분 가능하다고 합시다. 그러면 다음을 만족하는 점 c∈(a,b)가 존재합니다.




	
	f′(c)=f(b)−f(a)b−a.
	











그림으로 나타내면, c에서의 접선이 (a,f(a))와 (b,f(b))를 잇는 할선과 같은 기울기를 갖는 c가 존재하며, 롤의 정리는 그 할선이 수평인 특수한 경우에 해당합니다.




[image: 도표]



평균값 정리의 증명.


s=f(b)−f(a)b−a를 할선의 기울기라 하고, 다음과 같이 정의합시다.




	
	g(x)=f(x)−sx
	





이는 직관적으로 f를 아래로 밀어내려 할선이 수평이 되도록 만드는 것입니다. 실제로 이제 g(a)=g(b)가 성립하므로, g에 롤의 정리를 적용합니다. ∎






비고 28.4.3 (운전면허 소지자를 위한 이야기).


이에 대한 좋은 실생활 해석을 하나 언급하고자 합니다. 자동차가 1차원 도로를 따라 이동하고 있습니다(여기서 f(t)는 시각 t에서의 위치를 나타냅니다). 여러분이 자동차로 5시간에 걸쳐 900킬로미터를 이동했다고 합시다(즉 f(0)=0, f(5)=900). 그러면 그 순간의 속도가 정확히 시속 180킬로미터였던 시점이 어딘가에 존재하며, 따라서 경찰이 과속으로 여러분을 세우더라도 딱히 항의할 수 없습니다.







평균값 정리가 중요한 이유는 이것 없이는 사실상 불가능한 방식으로 도함수 정보를 이용해 함수에 대한 정보를 얻을 수 있게 해 주기 때문입니다. 다음은 이 점을 보여주는 간단한 응용 예시입니다.





명제 28.4.4 (경주로 원리).


f,g:ℝ→ℝ를 f(0)=g(0)을 만족하는 두 미분 가능한 함수라고 합시다.


	(a)

모든 x>0에 대해 f′(x)≥g′(x)이면, 모든 x>0에 대해 f(x)≥g(x)입니다.




	(b)

모든 x>0에 대해 f′(x)>g′(x)이면, 모든 x>0에 대해 f(x)>g(x)입니다.












이 명제는 자명해 보일 수 있습니다. 이를 경주 트랙이라고 생각할 수 있는 데에는 이유가 있습니다: 만약 f와 g가 두 자동차(또는 말 등)의 위치를 나타내고 첫 번째 자동차가 항상 두 번째 자동차보다 빠르다면, 첫 번째 자동차는 결국 두 번째 자동차보다 앞서 있어야 합니다. 특수한 경우 g=0일 때, 이는 만약 f′(x)≥0이라면, 즉 “f가 증가한다”면, 음, x>0에 대해 f(x)≥f(0)이라는 것을 말하는데, 이는 참이어야 마땅합니다. 그러나 이를 도함수의 정의로부터 증명하려 하면, 그것이 쉽지 않다는 것을 알게 될 것입니다! 그러나 이는 평균값 정리의 원형에 가깝습니다.




경주 트랙 원리의 증명.


(a)를 증명합니다. h=f−g라 하면, h(0)=0입니다. 모순을 가정하여 어떤 p>0에 대해 h(p)<0이라 합시다. 그러면 (0,h(0))과 (p,h(p))를 잇는 할선은 음의 기울기를 가지며; 다시 말해 평균값 정리에 의해 다음을 만족하는 0<c<p가 존재합니다




	
	f′(c)−g′(c)=h′(c)=h(p)−h(0)p=h(p)p<0
	





따라서 f′(c)<g′(c)인데, 이는 모순입니다. (b) 부분도 마찬가지입니다. ∎





때로는 쉽게 분리할 수 없는 두 함수를 마주하게 될 것입니다; 이러한 경우에는 다음 형태가 더 유용할 수 있습니다.





정리 28.4.5 (비율 평균값 정리).


f,g:[a,b]→ℝ가 (a,b)에서 미분가능한 두 연속함수라 합시다. 그러면 다음을 만족하는 c∈(a,b)가 존재합니다




	
	f′(c)(g(b)−g(a))=g′(c)(f(b)−f(a))
	











증명.


다음 함수에 롤의 정리를 사용하십시오




	
	h(x)=[f(x)−f(a)][g(b)−g(a)]−[g(x)−g(a)][f(b)−f(a)].∎
	









이는 코시의 평균값 정리 또는 확장된 평균값 정리라고도 불립니다.







28.5 매끄러운 함수


대표적인 예: 여러분에게 익숙한 모든 함수들입니다.




f:U→ℝ가 미분가능하다고 합시다. 이로써 함수 f′:U→ℝ를 얻게 됩니다. 만약 처음 함수가 충분히 좋다면, 다시 도함수를 취할 수 있어 함수 f′′:U→ℝ를 얻게 되며, 이런 식으로 계속됩니다. 일반적으로, 도함수를 n번 취한 후, 그 결과 함수를 f(n)으로 표기합니다. 관례상 f(0)=f입니다.





정의 28.5.1.


함수 f:U→ℝ가 무한히 미분가능하면  매끄럽다고 합니다; 즉 함수 f(n)이 모든 n에 대해 존재한다는 것입니다.








질문 28.5.2.


절댓값 함수가 매끄럽지 않음을 보이십시오.







다항식, ex, log, sin, cos와 같이 우리가 마주치는 대부분의 함수는 매끄러우며, 그것들의 합성 또한 그러합니다. 다음은 다음 시간에 더 발전시킬 기이한 예입니다.





예제 28.5.3 (모든 도함수가 영인 매끄러운 함수).


다음 함수를 고려해 보겠습니다




	
	f(x)={e−1/xx>00x≤0.
	





이 함수는 매끄러우며 f(n)(0)=0임을 보일 수 있습니다. 따라서 이 함수는 상수 함수가 아님에도 불구하고 원점에서 모든 도함수가 영입니다!










28.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 28A (몫의 법칙).


f:(a,b)→ℝ와 g:(a,b)→ℝ>0를 미분가능한 함수라고 합시다. h=f/g를 이들의 몫(마찬가지로 (a,b)→ℝ인 함수)이라고 합시다. h의 도함수가 다음과 같이 주어짐을 보이십시오




	
	h′(x)=f′(x)g(x)−f(x)g′(x)g(x)2.
	












문제 28B.


실수 x>0에 대해, xx는 얼마나 작을 수 있습니까?








문제 28C (RMM 2018).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

실수 계수를 갖는 상수가 아닌 다항식 P(x)와 Q(x)가 다음을 만족하며 존재하는지 여부를 판정하십시오




	
	P(x)10+P(x)9=Q(x)21+Q(x)20.
	












문제 28D.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

P(x)를 실수 계수를 갖는 n차 다항식이라 합시다. 방정식 ex=P(x)가 x에 대해 많아야 n+1개의 실근을 가짐을 증명하십시오.








문제 28E (옌센 부등식).


f:(a,b)→ℝ가 모든 x에 대해 f′′(x)≥0인 두 번 미분가능한 함수라 합시다(즉 f는 볼록합니다). 다음을 증명하십시오




	
	f(x+y2)≤f(x)+f(y)2
	





구간 (a,b) 안의 모든 실수 x와 y에 대하여.








문제 28F (로피탈 정리, 또는 최소한 한 가지 경우).


f,g:ℝ→ℝ가 미분가능 함수이고 p가 실수라고 하십시오. 다음을 가정하십시오




	
	limx→pf(x)=limx→pg(x)=0.
	





다음을 증명하십시오




	
	limx→pf(x)g(x)=limx→pf′(x)g′(x)
	





단, 우극한이 존재하는 경우에 한합니다.








문제 28G.


f(x)=xx로 정의된 함수 f:(0,∞)→ℝ의 도함수를 계산하십시오.


힌트. 먼저 이를 f(x)=exlogx로 다시 씁니다.




풀이. f(x)=exlogx 라고 쓴 다음 연쇄 법칙과 곱 법칙을 적용합니다:




	
	f′(x)
	=exlogx⋅(xlogx)′
	





	
	
	=exlogx⋅(1+logx)
	





	
	
	=xx(1+logx).
	

















장 29 멱급수와 테일러 급수


다항식은 매우 다루기 좋은 함수이며, 그런 이유로 광범위하게 연구됩니다. 예를 들어 해석적 관점에서 다항식은 매끄러우며, 그 도함수를 계산하기 쉽습니다.




이 장에서는 문자 그대로 ”무한 다항식” ∑nanxn인 멱급수를 공부하겠습니다. 급수와 미분에 대한 이해로 무장하여, 우리는 세 가지 훌륭한 사실을 보게 될 것입니다:


	•

우리가 자연에서 보는 많은 함수들은 실제로 멱급수로 주어집니다. 그 가운데는 ex, logx, sinx가 있습니다.




	•

이들의 수렴 성질은 실제로 상당히 잘 다루어집니다: 계수들의 나열로부터, 이들이 어떤 x에 대해 수렴하는지 알아낼 수 있습니다.




	•

∑nanxn의 도함수는 사실 그저 ∑nnanxn−1입니다.










29.1 동기


시작을 위해, 여러분이 알아볼 만한 하나의 무한 다항식으로 시작해봅시다: 임의로 고정된 수 −1<x<1에 대해 다음과 같은 급수 수렴이 성립합니다




	
	11−x=1+x+x2+⋯
	





등비급수 공식에 의해서입니다.




이것을 문제 26D에서 이미 보지 않았다고 가정해봅시다. 그러면 대신 우리는 다음과 같은 매끄러운 함수 f:(−1,1)→ℝ를 갖습니다




	
	f(x)=11−x.
	





원점 근처에서 이것이 ”무한 다항식”과 같다고 가정하고 싶다고 합시다, 즉




	
	(1−x)−1=a0+a1x+a2x2+a3x3+a4x4+⋯.
	





우리가 그 다항식을 미리 알지 못했다면, 어떻게 그것을 찾을 수 있을까요?




먼저 우선 x=0을 대입함으로써 우리는 당연히 a0=1을 원한다는 것을 알 수 있습니다.




도함수가 있으므로, 사실 우리는 양변을 미분하여 다음을 얻을 수 있습니다




	
	(1−x)−2=a1+2a2x+3a3x2+4a4x3+⋯.
	





이제 x=0으로 놓으면, a1=1을 얻습니다. 실제로, 계속 미분을 취하며 무엇을 얻는지 살펴봅시다.




	
	(1−x)−1
	=
	a0
	+
	a1x
	+
	a2x2
	+
	a3x3
	+
	a4x4
	+
	a5x5
	+
	…
	





	
	(1−x)−2
	=
	a1
	+
	2a2x
	+
	3a3x2
	+
	4a4x3
	+
	5a5x4
	+
	…
	





	
	2(1−x)−3
	=
	2a2
	+
	6a3x
	+
	12a4x2
	+
	20a5x3
	+
	…
	





	
	6(1−x)−4
	=
	6a3
	+
	24a4x
	+
	60a5x2
	+
	…
	





	
	24(1−x)−5
	=
	24a4
	+
	120a5x
	+
	…
	





	
	
	⋮.
	





x=0으로 놓으면 1=a0=a1=a2=…를 발견하는데, 이는 우리가 기대하는 바입니다; 등비급수 11−x=1+x+x2+⋯입니다. 그리하여 실제로 미분을 취하는 것만으로 올바른 주장을 얻기에 충분했습니다!







29.2 멱급수


대표적인 예: 11−z=1+z+z2+⋯이며, 이는 (−1,1)에서 수렴합니다.




물론 이것은 엄밀하지 않은데, 우변이 무엇인지 기술하지 않았을 뿐만 아니라, 그것이 항별로 미분될 수 있음을 보이지도 않았기 때문입니다. 그러므로 이제 주인공을 정의하겠습니다.





정의 29.2.1.


멱급수는 다음과 같은 형태의 합입니다




	
	∑n=0∞anzn=a0+a1z+a2z2+⋯
	





여기서 a0, a1, … 는 실수이고, z는 변수입니다.








표기의 남용 29.2.2 (00=1).


매우 주의 깊게 살펴본다면, z=0이고 n=0일 때 00 항이 나타남을 알아챌 수 있습니다. 이 장에서는 그러한 항들이 모두 1과 같다는 관례를 따릅니다.







이제, 만약 특정한 실수 h를 대입한다면, 실수들의 급수 ∑n=0∞anhn을 얻습니다. 그래서 우리는 이 급수가 언제 수렴하는지 물을 수 있습니다. 이에 대해 정확한 답이 존재함이 밝혀집니다.





정의 29.2.3.


멱급수 ∑n=0∞anzn이 주어졌을 때,  수렴 반지름 R은 다음 공식으로 정의됩니다




	
	1R=lim supn→∞|an|1/n
	





우변이 ∞이면 R=0으로, 우변이 0이면 R=∞로 정한다는 관례를 따릅니다.








정리 29.2.4 (코시-아다마르 정리).


∑n=0∞anzn을 수렴 반지름이 R인 멱급수라 합시다. h를 실수라 하고, 다음과 같은 무한급수를 생각합시다




	
	∑n=0∞anhn
	





실수들의 급수를 생각합시다. 그러면 다음이 성립합니다:


	•

|h|<R이면 급수는 절대수렴합니다.




	•

|h|>R이면 급수는 발산합니다.












증명.


이는 실제로 어렵지는 않지만 필수적이지는 않으므로 포함하지 않습니다. ∎






비고 29.2.5.


|h|=R인 경우에는 어느 쪽으로도 갈 수 있습니다.








예제 29.2.6 (∑zn의 반지름은 1입니다).


기하급수 ∑nzn=1+z+z2+⋯를 생각합시다. 모든 n에 대해 an=1이므로 R=1을 얻는데, 이는 우리가 예상한 바입니다.







따라서 ∑nanzn이 수렴 반지름 R>0이 0이 아닌 멱급수라면, 이는 또한 다음과 같은 함수로 생각할 수 있습니다




	
	(−R,R)→ℝ 에 의해h↦∑n≥0anhn.
	





이는 훌륭합니다. 또한 R=∞이면 이는 함수 ℝ→ℝ를 얻는다는 것을 뜻함을 유의하십시오.





표기의 남용 29.2.7 (멱급수 대 함수).


다시 한 번 대상들의 ”타입”과 관련하여 미묘한 점이 있습니다. 다항식과의 유비가 도움이 될 수 있습니다.




다항식 P(x)=x3+7x+9를 생각합시다. 임의의 실수 h에 대해 P(h)에 대입하여 실수를 얻는 것이 가능합니다. 그러나 다항식 그 자체에서는 기호 x가 변수여야 하는데 — 때로는 여기에 실수를 대입하겠지만, 그것은 다항식이 정의된 이후에나 일어나는 일입니다.




그럼에도 불구하고 ”다항식 P(x)=x3+7x+9”(계수들로 생각할 수 있음)와 ”실숫값 함수 x↦x3+7x+9”는 종종 서로 바꿔 쓰입니다. 멱급수에서도 비슷한 일이 일어나려 합니다: 멱급수는 처음에는 계수들의 수열로 여겨졌지만, 코시-아다마르 정리 덕분에 이를 함수로도 생각할 수 있게 되었고, 따라서 우리는 둘 사이의 구별을 흐리게 됩니다.










29.3 멱급수의 미분


대표적인 예: 앞서 1+x+x2+x3+…의 도함수가 1+2x+3x2+…임을 보았습니다.




약속드린 대로, 미분은 여러분이 원하는 대로 정확히 작동합니다.





정리 29.3.1 (미분은 항별로 작동합니다).


∑n≥0anzn을 수렴 반지름 R>0인 멱급수라 하고, 그에 대응하는 함수를 다음과 같이 생각합시다




	
	f:(−R,R)→ℝ 에 의해f(x)=∑n≥0anxn.
	





그러면 f의 모든 도함수가 존재하며, 다음과 같은 멱급수로 주어집니다




	
	f′(x)
	=∑n≥1nanxn−1
	





	
	f′′(x)
	=∑n≥2n(n−1)anxn−2
	





	
	
	⋮
	





이 멱급수들 또한 임의의 x∈(−R,R)에 대해 수렴합니다. 특히 f는 매끄럽습니다.







증명.


이 역시 생략합니다. 이를 증명하는 올바른 방법은 ”고르게 수렴한다”는 개념을 정의하고, 이것 또한 결론으로 갖도록 코시-아다마르 정리를 강화하는 것입니다. ∎






따름정리 29.3.2 (멱급수 계수에 대한 서술).


∑n≥0anzn을 수렴 반지름 R>0인 멱급수라 하고, 위와 같이 그에 대응하는 함수 f(x)를 생각합시다. 그러면




	
	an=f(n)(0)n!.
	











증명.


n번째 도함수를 취하고 x=0을 대입하십시오. ∎








29.4 해석적 함수


대표적인 예: 조각별로 e−1/x 또는 0으로 정의되는 함수는 해석적이지 않지만 매끄럽습니다.




멱급수에 관한 이 모든 좋은 결과들을 바탕으로, 이제 이 과정을 반대 방향으로 수행할 방법이 생겼습니다: f:U→ℝ가 함수라고 합시다. 이를 멱급수로 표현할 수 있습니까?




이것이 성립하는 함수들을 해석적이라고 부릅니다.





정의 29.4.1.


함수 f:U→ℝ가 점 p∈U에서  해석적이라 함은, p의 (U 내부의) 어떤 열린 근방 V와 다음을 만족하는 멱급수 ∑nanzn이 존재하는 경우입니다.




	
	f(x)=∑n≥0an(x−p)n
	





임의의 x∈V에 대해 성립합니다. 늘 그렇듯이, 함수 전체가 각 점에서 해석적이면 그 함수는 해석적입니다.








질문 29.4.2.


f가 해석적이면 매끄러움을 보이십시오.







게다가, f가 해석적이면 위의 따름정리에 의해 그 계수들이 실제로 정확히 다음과 같이 기술됩니다.




	
	f(x)=∑n≥0f(n)(p)n!(x−p)n.
	





f가 매끄럽지만 해석적이지 않더라도, 적어도 멱급수는 써 내려갈 수 있습니다. 이것에 이름을 붙여 봅시다.





정의 29.4.3.


매끄러운 f에 대해, 멱급수 ∑n≥0f(n)(p)n!zn을 p에서의 f의  테일러 급수라고 부릅니다.








예제 29.4.4 (해석적 함수의 예시).



	(a)

다항식, sin, cos, ex, log는 모두 해석적인 것으로 밝혀집니다.




	(b)

앞서 다음과 같이 정의된 매끄러운 함수는




	
	f(x)={exp(−1/x)x>00x≤0
	





해석적이 아닙니다. 실제로, 모순을 이끌어내기 위해 그렇다고 가정해봅시다. 모든 도함수가 0이므로, 그 테일러 급수는 0+0x+0x2+⋯가 될 것입니다. 이 테일러 급수는 수렴하지만, 올바른 값으로 수렴하지는 않습니다 — 임의의 ε>0에 대해 f(ε)>0이므로, 모순입니다.












예시 (b)는 함수 f:ℝ→ℝ가 있을 때, f가 매끄럽다는 것과 p에서의 완전한 테일러 급수를 안다고 하더라도, f의 다른 값들을 복원하거나 f가 p를 포함하는 어떤 구간에서 해석적이라고 추론하는 것이 여전히 불가능함을 보여줍니다.




하지만 적어도 다음은 참입니다.





명제 29.4.5 (한 점에서의 해석성은 구간에서의 해석성을 함의함).


f:ℝ→ℝ가 매끄럽고, p∈ℝ가 정의역 내의 한 점이라고 합시다. 다음을 가정합시다.


	•

p에서의 f의 테일러 급수가 수렴 반지름 R>0을 가진다. 그리고




	•

그 테일러 급수는 수렴 반경 내의 모든 입력 x∈(p−R,p+R)에 대해 실제로 값 f(x)로 수렴합니다.






그러면 f는 (p−R,p+R)에서 해석적입니다.







이 결과가 자명하지 않은 이유는, 사전에 우리는 f가 p에서 해석적이라는 것만 알고 있기 때문입니다. 이 결과는 이를 확장하여 R>0이면 수렴 반지름 전체에서 해석적임을 보여 줍니다. 잠시 후 실제로 멱급수로 정의되는 exp에 대해 이를 사용할 것입니다.




미분가능 함수의 경우와 마찬가지로:





명제 29.4.6 (해석적 함수에 대한 통상적인 모든 폐포 성질).


해석적 함수들의 합, 곱, 합성, 0이 아닌 나눗셈은 해석적입니다.







이것의 요점은, 자연에서 나타나는 대부분의 통상적인 함수들, 심지어 f(x)=ex+xsin(x2) 같은 인위적인 함수들조차도 해석적이며, 따라서 국소적으로 테일러 급수로 기술될 수 있다는 것입니다.







29.5 오일러 상수와 지수화의 정의


이제 우리가 가진 도구들을 사용하여 실제로 ex의 정의를 줄 수 있습니다.





정의 29.5.1.


다음과 같이 무한한 수렴 반지름을 가지는 멱급수를 사용하여 사상 exp:ℝ→ℝ를 정의합니다.




	
	exp(x)=∑n≥0xnn!.
	





그러면 오일러 상수를 e=exp(1)로 정의합니다.








질문 29.5.2.


이 정의 아래에서 exp′=exp임을 보이십시오. 또한 명제 29.4.5로부터 exp가 해석적임을 결론지으십시오.







그러면 다음과 같이 정리됩니다:





명제 29.5.3 (exp는 곱셈적이다).


이 정의 아래에서,




	
	exp(x+y)=exp(x)exp(y).
	











증명의 아이디어..


여기서 합의 순서를 바꾸는 것과 관련된 다소 미묘한 부분이 있는데, 이는 다루지 않겠습니다. 그 점을 제외하면:




	
	exp(x)exp(y)
	=∑n≥0xnn!∑m≥0ymm!=∑n≥0∑m≥0xnn!ymm!
	





	
	
	=∑k≥0∑m+n=km,n≥0xnymn!m!=∑k≥0∑m+n=km,n≥0(kn)xnymk!
	





	
	
	=∑k≥0(x+y)kk!=exp(x+y).∎
	










따름정리 29.5.4 (exp는 양수이다).



	(a)

임의의 실수 x에 대해 exp(x)>0입니다.




	(b)

함수 exp는 강한 의미로 증가합니다.












증명.


먼저




	
	exp(x)=exp(x/2)2≥0
	





이므로 exp가 음이 아님을 알 수 있습니다. 또한 1=exp(0)=exp(x)exp(−x)로부터 임의의 x에 대해 exp(x)≠0임이 따라오며, 이로써 (a)가 증명됩니다.




(b)는 exp′가 항상 양수라는 사실(경주로 원리)에서 바로 따라옵니다. ∎





그다음으로 로그 함수가 나옵니다.





정의 29.5.5.


exp의 역함수로서 log:ℝ>0→ℝ을 정의할 수 있습니다.







그 도함수가 1/x이므로 매끄러우며, 이후 그 계수들을 계산하여 해석적임을 보일 수 있습니다.




이것이 실제로 모든 a>0과 r>0에 대해 ar을 엄밀하게 정의하는 방법을 제공한다는 점에 유의하십시오. 즉,




	
	ar≔exp(rloga).
	











29.6 이는 복소수에 대해서도 마찬가지로 성립하는데, 다만 복소해석학 또한 천국이라는 점만 다릅니다


이제 위에서 언급했던 모든 정리가 ℂ 위에서 작업하더라도 본질적으로 수정 없이 그대로 성립한다는 점을 언급합니다.


	•

거듭제곱 급수는 an∈ℝ 대신 an∈ℂ인 ∑nanzn으로 정의됩니다.




	•

수렴 반경 R의 정의는 변하지 않습니다! 급수는 |z|<R이면 수렴합니다.




	•

미분도 여전히 훌륭하게 작동합니다. (도함수의 정의는 변하지 않습니다.)




	•

해석성도 U⊆ℂ가 열린집합일 때 함수 f:U→ℂ에 대해 여전히 훌륭하게 작동합니다.






특히 이제 복소 지수함수까지 정의할 수 있으며, 멱급수가 여전히 R=∞를 가지므로 함수




	
	exp:ℂ→ℂ
	





가 주어집니다. 더 일반적으로 a>0이고 z∈ℂ이면 여전히




	
	az≔exp(zloga).
	





로 정의할 수 있습니다. (다만 loga가 정의되도록 밑 a는 여전히 양의 실수여야 합니다. 따라서 이 ii 문제는 여전히 남아 있습니다.)




그러나 실수의 경우에서 했던 것처럼 복소함수에 대해 미적분학을 연구하려 하면, 대부분의 결과가 그대로 성립하는 것 외에도 커다란 놀라움을 마주하게 됩니다:


만약 f:ℂ→ℂ가 미분가능하다면, 이는 해석적입니다.



그리고 이것은 복소 해석 함수에 대해 성립하는, 거의 믿기 어려운 결과들의 시작에 불과합니다. 하지만 이 부분은 실해석학에 관한 것이므로, 이에 대해서는 나중에 읽어보아야 할 것입니다!







29.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 29A.


log(1−x)의 테일러 급수를 구하십시오.








문제 29B (오일러 공식).


임의의 실수 θ에 대해




	
	exp(iθ)=cosθ+isinθ
	





임을 보이십시오.


힌트. sin과 cos의 모든 도함수를 알고 있으므로, ℝ 전체에서 수렴하는 이들의 테일러 급수를 계산할 수 있습니다. 동시에 exp는 테일러 급수로 정의되었으므로 이 역시 계산할 수 있습니다. 이들을 모두 써서 비교해 보십시오.










문제 29C (테일러 정리, 라그랑주 형식).


f:[a,b]→ℝ가 연속이고 (a,b)에서 n+1번 미분가능하다고 합시다. 다음을 정의합니다.




	
	Pn=∑k=0nf(k)(a)k!⋅(b−a)k.
	





다음을 만족하는 ξ∈(a,b)가 존재함을 증명하십시오.




	
	f(n+1)(ξ)=(n+1)!⋅f(b)−Pn(b−a)n+1.
	





이는 평균값 정리를 일반화한 것입니다 (P0=f(a)인 특수한 경우 n=0이 평균값 정리에 해당합니다).


힌트. 롤의 정리를 반복 적용하십시오. 이를 풀기 위해 이 장의 이론이 전혀 필요하지 않으므로 훨씬 앞에서 제시될 수도 있었지만, 그러면 동기가 상당히 부족했을 것입니다.










문제 29D (Putnam 2018 A5).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

f:ℝ→ℝ가 매끄럽고, f(0)=0, f(1)=1이며 모든 실수 x에 대해 f(x)≥0이라고 가정하십시오. 어떤 양의 정수 n과 실수 x에 대해 f(n)(x)<0임을 증명하십시오.


힌트. 테일러 정리를 사용하십시오.










문제 29E.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

f:ℝ→ℝ가 매끄럽다고 하십시오. 모든 점 p에 대해 p에서의 f의 테일러 급수가 양의 수렴 반경을 가진다고 가정하십시오. 적어도 한 점에서 f가 해석적임을 증명하십시오.


풀이. https://mathoverflow.net/q/81613과 특히 https://web.archive.org/web/20161009194815/http://mathforum.org/kb/message.jspa?messageID=387148을 참고하십시오.













장 30 리만 적분



“불연속함수를 리만 적분하려는 것은 다소 시대에 뒤떨어진 일입니다.”

— Dennis Gaitsgory, [GAI15]






우리는 계속해서 리만 적분을 정의하겠지만, 이것으로 많은 것을 하지는 않을 것입니다. 그 이유는 르베그 적분이 기본적으로 더 낫기 때문이며, 따라서 리만 적분을 정의하고 미적분학의 기본 정리를 확인한 뒤(정확히는 이를 이 장 끝의 문제로 남겨두고), 이후로는 항상 르베그 적분을 사용할 것입니다.





30.1 균등 연속


대표적인 예: f(x)=x2은 ℝ 위에서 균등 연속이 아니지만, 콤팩트 집합 위의 함수는 항상 균등 연속입니다.





정의 30.1.1.


두 거리 공간 사이의 연속 사상 f:M→N이 있다고 합시다. 모든 ε>0에 대해 어떤 δ>0이 존재하여 다음이 성립할 때 f가  균등 연속이라고 말합니다.




	
	dM(p,q)<δ⟹dN(f(p),f(q))<ε.
	











차이점은 ε>0이 주어졌을 때, 입력 p와 q의 모든 선택에 대해 작동하는 δ>0을 지정해야 한다는 점입니다. 반면 보통은 δ가 p와 q에 의존하는 것이 허용됩니다. (또한 이 정의는 일반적인 위상 공간으로 옮길 수 없습니다.)





예제 30.1.2 (균등 연속성의 실패).



	(a)

x↦x2로 정의된 함수 f:ℝ→ℝ는 균등 연속이 아닙니다. 예를 들어 ε=0.1을 취해 봅시다. |x−y|<δ이면 |x2−y2|<0.1이 되도록 하는 δ는 존재하지 않는데, x와 y가 커질수록 함수 f가 작은 변화에 점점 더 민감해지기 때문입니다.




	(b)

x↦x−1로 정의된 함수 (0,1)→ℝ는 균등 연속이 아닙니다.




	(c)

x↦x로 정의된 함수 ℝ>0→ℝ는 (도함수가 유계가 아님에도 불구하고!) 실제로 균등 연속인 것으로 밝혀집니다. 실제로 다음 주장이




	
	|x−y|<ε2⟹|x−y|<ε
	





임의의 x,y,ε>0에 대해 성립함을 확인할 수 있습니다.












좋은 소식은 콤팩트한 경우에는 모든 것이 잘 성립한다는 것입니다.





정리 30.1.3 (콤팩트 공간에서는 균등 연속성이 공짜로 얻어짐).


M을 콤팩트 거리 공간이라 합시다. 그러면 임의의 연속 사상 f:M→N은 균등 연속이기도 합니다.







증명.


모순을 위해 어떤 나쁜 ε>0이 존재한다고 가정합시다. 그러면 δ=1/n을 취하면, 각 정수 n에 대해 서로 1/n 이내에 있지만 f에 의해 ε보다 멀리 떨어진 곳으로 사상되는 점 pn과 qn이 존재함을 알 수 있습니다. 기호로 쓰면, dM(pn,qn)≤1/n이지만 dN(f(pn),f(qn))>ε입니다.




M의 콤팩트성에 의해, 어떤 x∈M으로 수렴하는 수렴 부분수열 pi1, pi2, … 을 찾을 수 있습니다. qin이 pin과 1/in 이내에 있으므로, 이 역시 같은 점 x∈M으로 수렴해야 마땅합니다. 그러면 수열 f(pin)과 f(qin)은 둘 다 f(x)∈N으로 수렴해야 하지만, 이는 이들이 항상 ε보다 멀리 떨어져 있으므로 불가능합니다. ∎





이는 예를 들어 연속 함수 [0,1]→ℝ로 간주된 x2이 자동으로 균등 연속임을 의미합니다. 이야, 콤팩트성이란 정말 대단하지 않습니까?







30.2 조밀 집합과 확장


대표적인 예: ℚ→N인 함수가 균등 연속이고 N이 완비이면, 이 함수는 ℝ→N으로 확장됩니다. 아래의 반례도 참고하십시오.





정의 30.2.1.


위상 공간 X의 부분집합(또는 부분공간) S가 있다고 합시다. X의 모든 열린집합이 S의 점을 포함할 때 S가  조밀하다고 말합니다.








예제 30.2.2 (조밀 집합).



	(a)

ℚ는 ℝ에서 조밀합니다.




	(b)

일반적으로, 임의의 거리 공간 M은 그 완비화 M¯에서 조밀합니다.












조밀 집합은 함수를 완성하는 데 유용합니다. 아이디어는, 어떤 거리 공간 N에 대해 연속 함수 f:ℚ→N이 있다면, 이를 함수 f~:ℝ→N으로 확장하는 방법이 많아야 하나 있어야 한다는 것입니다. 왜냐하면 우리는 각 유리수를 실수로 근사할 수 있기 때문입니다. 만약 f(1), f(1.4), f(1.41), … 를 안다면, f~(2)는 이 수열의 극한이어야 마땅합니다. 따라서 이는 확실히 유일합니다.




그러나 이것이 잘못될 수 있는 두 가지 경우가 있습니다:





예제 30.2.3 (확장의 부존재).



	(a)

N이 완비가 아닐 수도 있으며, 그러면 극한이 N 안에 존재조차 하지 않을 수 있습니다. 예를 들어 N=ℚ라면, 항등함수 f:ℚ→N조차도 함수 f~:ℝ→N으로 확장할 방법이 확실히 없습니다.




	(b)

N이 완비라 하더라도, f가 폭발하는 문제가 생길 수 있습니다. 예를 들어 N=ℝ이라 하고 다음과 같이 정의합니다




	
	f(x)=1x−2f:ℚ→ℝ.
	





2∉ℚ 근방에서 f가 폭발하기 때문에 이 경우에도 확장할 방법이 없으며, 이는 f~(2)가 정의되지 않게 만들 것입니다.












그러나 이를 고치는 방법은 f가 균등연속일 것을 요구하는 것이며, 그 경우에는 유일한 확장을 얻게 됩니다.





정리 30.2.4 (균등 연속 함수의 확장).


M을 거리 공간, N을 완비 거리 공간, S를 M의 조밀 부분공간이라 하겠습니다. ψ:S→N가 균등 연속 함수라고 가정하겠습니다. 그러면 유일한 연속 함수 ψ~:M→N가 존재하여 다음 도식이

MNSψ~ψ
가환합니다.








증명 개요.


논의에서 언급했듯이, 각 x∈M은 S 안의 수열 x1, x2, …로 근사할 수 있으며 xi→x입니다. 이제 두 가지 주요 가정인 완비성과 균등연속성이 사용됩니다:






연습문제 30.2.5.


균등연속성을 이용해 ψ(x1), ψ(x2), …이 코시 수열임을 보이고, 그다음 N의 완비성에 호소하여 이 수열이 N에서 수렴함을 증명합니다.







따라서 우리는 ψ~(x)를 그 수열의 극한으로 정의합니다. 이는 수열의 선택에 의존하지 않으며, 수열적 연속성을 이용하여 ψ~가 연속임을 보일 수 있습니다. ∎









30.3 리만 적분의 정의


확장을 이용하면 리만 적분을 정의할 수 있습니다. 몇 가지 표기법을 도입해야 하니 잠시 참아 주십시오.





정의 30.3.1.


[a,b]를 닫힌구간이라 합시다.


	•

C0([a,b])를 [a,b]→ℝ 위의 연속함수들의 집합이라 합시다.




	•

R([a,b])를 [a,b]→ℝ 위의 계단 함수들의 집합이라 합시다. 이 함수들은 구간 [t0,t1), [t1,t2), [t2,t3), …, [tn−2,tn−1), 그리고 [tn−1,tn]에서 상수이며, 여기서 a=t0<t1<t2<⋯<tn=b입니다.




	•

M([a,b])=C0([a,b])∪R([a,b])라 합시다.












주의: C0([a,b])만이 통상적인 표기법이며, 나머지 두 가지는 임의로 만든 것입니다.




전형적인 계단 함수의 예는 아래 그림을 참조하십시오. (각 ti에 대해 자연스럽게 원하는 값이 두 개 있음에도 공식적으로 단 하나의 값을 지정해야 한다는 점이 성가시며, 그래서 왼쪽 끝점을 닫힌 것으로 두는 관례를 사용합니다.)

[image: 도표]




정의 30.3.2.


M([a,b]) 위에 다음과 같이 정의하여 거리를 부여할 수 있습니다




	
	d(f,g)=supx∈[a,b]|f(x)−g(x)|.
	











그런데 계단 함수에 대해서는 자연스러운 적분 개념이 있습니다: 자명한 사각형들을 그저 합산하면 됩니다! 공식적으로는 다음 식입니다




	
	f(a)(t1−a)+f(t1)(t2−t1)+f(t2)(t3−t2)+⋯+f(tn)(b−tn).
	





이 함수를 다음과 같이 표기합니다




	
	Σ:R([a,b])→ℝ.
	









정리 30.3.3 (리만 적분).


다음과 같은 유일한 연속 사상이 존재합니다




	
	∫ab:M([a,b])→ℝ
	





다음 도식이

M([a,b])ℝR([a,b])∫abΣ
가환하도록 합니다.







증명.


확장 정리를 적용하고자 하므로, 몇 가지만 확인하면 됩니다:


	•

R([a,b])가 M([a,b])의 조밀 부분집합임을 주장합니다. 다시 말해, 임의의 연속함수 f:[a,b]→ℝ와 ε>0에 대해, f를 ε 이내로 근사하는 직사각형 함수가 존재하기를 원합니다.




이는 균등연속성에 의해 성립합니다. |x−y|<δ일 때마다 |f(x)−f(y)|<ε가 되도록 하는 δ>0가 존재함을 알고 있습니다. 따라서 폭이 δ보다 작은 직사각형들로 이루어지고, 각 직사각형의 왼쪽 위 모서리가 f의 그래프 위에 놓이는 직사각형 함수를 선택하기만 하면 충분합니다.




[image: 도표]



	•

“직사각형을 더하는” 사상 Σ:R([a,b])→ℝ는 균등연속입니다. 사실 이는 꽤 자명합니다: 두 직사각형 함수 f와 g가 d(f,g)<ε를 만족하면, d(Σf,Σg)<ε(b−a)입니다.




	•

ℝ는 완비입니다.∎













30.4 메시(Mesh)


위의 정의는 취향에 따라 환상적이거나, 지나치게 복잡하거나, 우스꽝스럽거나, 끔찍하게 보일 수 있습니다. 하지만 이를 풀어보면 실제로는 여러분이 익숙한 그림과 다르지 않습니다. 우리가 한 일은 모든 연속함수 f:[a,b]→ℝ를 취하여 이것이 직사각형 함수로 근사될 수 있음을 보인 것입니다(이를 조밀 포함으로 표현했습니다). 그런 다음 직사각형들의 넓이를 더했습니다. 그럼에도 불구하고, 다른 곳에서 흔히 보던 것에 더 가까운 정의를 하나 제시하겠습니다.





정의 30.4.1.


[a,b]의 표시된 분할(tagged partition) P는 [a,b]를 n개의 구간으로 나눈 분할과, i번째 구간에 있는 점 ξi로 구성되며, 다음과 같이 표기합니다




	
	a=t0<t1<t2<⋯<tn=b그리고ξi∈[ti−1,ti]∀1≤i≤n.
	





P의 메시(mesh)는 가장 긴 구간의 폭, 즉 maxi(ti−ti−1)입니다.







물론 이 정의의 핵심은 직사각형들을 더한다는 것이지만, ξi는 표본점(sample point)입니다.




[image: 도표]




정리 30.4.2 (리만 적분).


f:[a,b]→ℝ가 연속함수라고 합시다. 그러면




	
	∫abf(x)dx=limP 표시된 분할meshP→0(∑i=1nf(ξi)(ti−ti−1)).
	





여기서 극한이란 메시가 0에 접근하는 분할들의 임의의 수열을 취할 수 있음을 의미합니다.







증명.


우변은 폭이 점점 좁아지는 직사각형들을 가진 직사각형 함수 g1, g2, …의 넓이에 대응합니다. 정리 30.3.3의 증명에서와 같이, 이 직사각형들의 메시가 0에 접근함에 따라, 균등연속성에 의해 d(f,gn)→0 또한 성립합니다. 따라서 정리 30.3.3의 도식에서의 연속성에 의해, 필요한 대로 limnΣ(gn)=∫(f)를 얻습니다. ∎





평균값 정리와 결합하면, 이는 연속 도함수를 갖는 함수 f에 대한 미적분학의 기본정리의 짧은 증명을 제공하는 데 사용될 수 있습니다. 그 아이디어는, 임의의 분할 a≤t0<t1<t2<⋯<tn≤b의 선택에 대해, 평균값 정리를 사용하여 각 구간에서 할선의 기울기와 일치하도록 ξi를 고를 수 있어야 한다는 것입니다: 그 시점에서 넓이들의 합은 f의 전체 변화량과 같아집니다. 우리는 이 상황을 세 개의 점으로 예시하며, 독자에게 그 세부 사항을 문제 30B로 채워 넣기를 권합니다.




[image: 도표]



한 가지 짚고 넘어갈 점은, 제가 리만 적분을 연속함수에 대해서만 정의했지만, 이것이 존재하는 다른 함수들도 있어야 한다는 것입니다(예를 들어 “구간별 연속함수” 또는 “거의 모든 곳에서 연속인” 함수 등을 포함합니다). 관련 정의는 다음과 같습니다:





정의 30.4.3.


f:[a,b]→ℝ가 반드시 연속일 필요는 없는 함수이지만, 다음 극한이




	
	limP 표시된 분할meshP→0(∑i=1nf(ξi)(ti−ti−1)).
	





어쨌든 존재한다면, f가 [a,b]에서  리만 적분 가능하다고 말하고 그 값을 그 극한 ∫abf(x)dx로 정의합니다.







모든 리만 적분 가능한 함수는 르베그 적분 가능하며, 르베그 적분이 더 낫다는 것을 보게 될 것이므로, 이 정의를 실제로는 그다지 사용하지 않을 것입니다.





예제 30.4.4 (여러분의 AP 미적분학이 돌아옵니다).


문제 30B가 우리가 실제로 리만 적분을 계산할 수 있음을 함의한다는 점을 언급해야겠지만, 여러분 대부분은 이미 고등학교 미적분학에서 이를 알고 있을 것입니다. 예를 들어, 구간 (1,4)에서 함수 F(x)=13x3의 도함수는 F′(x)=x2입니다. f(x)=x2가 연속함수 f:[1,4]→ℝ이므로, 다음을 얻습니다




	
	∫14x2dx=F(4)−F(1)=643−13=21.
	





F(x)=13x3+2019를 선택할 수도 있었음에 유의하십시오; 함수 F는 평행이동을 제외하면 유일하며, 이 상수는 뺄셈을 할 때 상쇄됩니다. 이것이 고등학교에서 (실제로) 표기법을 남용하여 ∫x2dx=13x3+C라고 쓰는 것이 흔한 이유입니다.










30.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 30A.


f:(a,b)→ℝ가 미분가능하고 f′가 유계라고 가정합시다. f가 균등연속임을 보이십시오.


힌트. 모순과 평균값 정리(다시 한 번!).










문제 30B (미적분학의 기본정리).


f:[a,b]→ℝ가 연속이고 (a,b)에서 미분가능하며, 도함수 f′가 연속함수 f′:[a,b]→ℝ로 확장된다고 하십시오. 다음을 증명하십시오.




	
	∫abf′(x)dx=f(b)−f(a).
	






힌트. 모든 양의 정수 n에 대해, 모든 직사각형의 너비가 w=b−an인 분할을 취하십시오. 평균값 정리를 이용하여 첫 번째 직사각형의 넓이가 f(a+w)−f(a), 두 번째 직사각형의 넓이가 f(a+2w)−f(a+w), 이렇게 계속되는 태그된 분할을 구성하십시오. 따라서 전체 넓이는 f(b)−f(a)입니다.










문제 30C (이상적분).


각 양의 실수 r>0에 대해, 다음 극한값을 구하십시오111표기 ε→0+에 익숙하지 않다면, ε를 M>0에 대한 1/M로 바꾸고 대신 M→∞로 놓으셔도 됩니다.




	
	limε→0+∫ε11xrdx
	





또는 극한이 존재하지 않음을 보이십시오.




이는 직관적으로 ”이상” 적분 ∫01x−rdx로 생각할 수 있습니다. 우리가 콤팩트하지 않은 (0,1] 위에서의 적분을 정의하지 않았으며(또한 정의할 수도 없으므로) 이는 원래 정의에서는 의미가 없지만, 임의의 ε>0에 대해 [ε,1] 위에서의 적분은 여전히 고려할 수 있습니다.








문제 30D.


다음을 보이십시오.




	
	limn→∞(1n+1+1n+2+⋯+12n)=log2.
	






힌트. 이것을 1n∑k=1n11+kn으로 쓰십시오. 그러면 이를 어떤 리만 적분의 직사각형 합으로 해석할 수 있습니다.













부 IX 복소해석학
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장 31 정칙 함수


이 장 전체에서 U는 복소평면의 열린집합을 나타내고, Ω는 단순 연결이기도 한 열린집합을 나타냅니다. 이 장의 주요 참고 문헌은 [YAN12, BAK10]였습니다.





31.1 세상에서 가장 훌륭한 함수들


고등학교에서 여러분은 실숫값 함수를 미분하고 적분하는 방법을 배웠습니다. 복소해석학을 다루는 이 장에서는 이를 복소숫값 함수의 미분과 적분으로 확장하겠습니다.




별거 아니라고 생각하실 수도 있습니다. 미적분학은 이미 충분히 지루했으니까요. 복소 미적분학에 왜 신경을 써야 할까요?




실해석학과 복소해석학을 비교하는 것이 아마도 이를 동기부여하는 가장 쉬운 방법일 것입니다. 실해석학에서는 입력값이 실수선 ℝ 안에 존재합니다. 이 실수선은 그다지 까다롭지 않아서, 매우 좋지 않은 성질을 가진 함수들을 많이 만들어낼 수 있습니다. 다음은 그 예시입니다.





예제 31.1.1 (선택 사항: 나쁜 실함수들).


이 부분은 요점을 보여주기 위한 것일 뿐이므로 매우 빠르게 훑어보셔도 됩니다.


	(a)

악마의 계단(또는 칸토어 함수)은 “거의 모든 곳에서” 도함수가 0인 연속함수 H:[0,1]→[0,1]이지만, H(0)=0이고 H(1)=1입니다.




	(b)

바이어슈트라스ß 함수




	
	x↦∑n=0∞(12)ncos(2015nπx)
	





는 모든 곳에서 연속이지만 어느 곳에서도 미분 가능하지 않습니다.




	(c)

다음 함수는




	
	x↦{x100x≥0−x100x<0
	





처음 99개의 도함수는 존재하지만 100번째 도함수는 존재하지 않습니다.




	(d)

어떤 함수가 모든 도함수를 가진다면(이런 함수를  매끄러운(smooth) 함수라고 부릅니다), 그 함수는 테일러 급수를 가집니다. 하지만 실함수의 경우 그 테일러 급수는 여전히 틀릴 수 있습니다. 다음 함수는




	
	x↦{e−1/xx>00x≤0
	





모든 점에서 도함수를 가집니다. 하지만 x=0에서 테일러 급수를 전개하면 0+0x+0x2+⋯를 얻는데, 이는 어떤 x>0(심지어 x=0.0001)에 대해서도 틀립니다.












[image: Refer to caption]
그림 31.1: 바이어슈트라ß 함수(이미지 출처 [7]).


병리적인 경우는 잠시 제쳐 두겠습니다. 실수 매끄러운 함수의 값을 구간 [−1,1] 위에서 알려준다고 해도, 그것만으로는 함수 전체에 대해 아무것도 알 수 없습니다. 매끄러운 함수들을 어떻게든 ”이어 붙이는” 것이 가능하기 때문에, 그 함수는 말 그대로 무엇이든 될 수 있습니다.




그렇다면 복소함수는 어떨까요? 이를 ℝ2→ℝ2의 함수로 본다면, 이제 선분이 아닌 것들을 따라서도 적분할 수 있다는 흥미로운 성질을 갖게 됩니다. 즉, 평면 위의 곡선을 가로지르는 적분을 쓸 수 있습니다. 하지만 ℂ에는 그 이상의 것이 있습니다: 그것은 체(field)이므로, 두 복소수를 곱하고 나눌 수 있습니다.




그래서 우리는 관심을 정칙 함수(holomorphic function)라고 불리는 미분가능한 함수들로 제한합니다. ℂ 위의 곱셈이 모든 차이를 만들어낸다는 것이 밝혀집니다. 이어지는 내용의 핵심 주제는, 정칙 함수가 정말, 정말 좋은 성질을 가진다는 것과, 함수에 대한 아주 적은 양의 정보만 알아도 함수의 모든 값을 결정할 수 있다는 것입니다.




이 장의 두 가지 주요 하이라이트는 다음과 같으며, 다른 모든 결과는 거의 여기서 나오는 따름정리입니다:


	•

폐곡선을 따른 등고선 적분(contour integral)은 항상 0입니다.




	•

정칙 함수는 본질적으로 그 테일러 급수로 주어집니다. 특히, 한 번 미분가능하다는 것은 무한히 미분가능하다는 것을 함의합니다. 따라서 정칙 함수는 다항식과 상당히 비슷하게 행동합니다.






이로부터 나오는 몇 가지 따름정리는 다음과 같습니다:


	•

단위원 경계 위에서 정칙 함수의 값을 아는 것만으로 그 내부에서의 값을 알 수 있다는 것이 밝혀질 것입니다.




	•

1, 12, 13, …에서의 함수 값을 아는 것만으로도 함수 전체를 결정하기에 충분합니다!




	•

유계인 정칙 함수 ℂ→ℂ는 반드시 상수여야 합니다.




	•

그리고 더 많은 것들이…









[PUG02]에서 다음과 같이 말합니다: “복소해석학은 선한 쌍둥이이고 실해석학은 악한 쌍둥이이다: 아름다운 공식과 우아한 정리들이 복소 영역에서는 저절로 피어나는 것처럼 보이는 반면, 실수 영역에서는 고생과 병리 현상이 지배한다”.







31.2 복소 미분


대표적인 예: 다항식은 정칙이지만, z¯는 그렇지 않습니다.




f:U→ℂ를 복소 함수라 합시다. 그러면 어떤 z0∈U에 대해, z0에서의  도함수를 다음과 같이 정의합니다




	
	limh→0f(z0+h)−f(z0)h.
	





이 극한이 존재하지 않을 수도 있음에 유의하십시오. 극한이 존재할 때 f가 z0에서  미분가능하다고 말합니다.




“복소” 극한 h→0이란 무엇을 의미할까요? 예상하시는 그대로입니다: 모든 ε>0에 대해 다음을 만족하는 δ>0이 존재해야 합니다




	
	0<|h|<δ⟹|f(z0+h)−f(z0)h−L|<ε.
	





위상수학을 좋아하신다면, 이를 복소평면에서의 열린 근방의 관점에서 생각해 보시길 권합니다. (이것이 바로 U가 열려 있어야 하는 이유입니다: 그래야 그 안에서 δ-근방을 취할 수 있기 때문입니다.)




그러나 복소 도함수를 갖는다는 것은 실함수가 도함수를 갖는 것보다 실제로 훨씬 더 강한 조건임에 유의하십시오. 실수선에서는 h가 오직 아래와 위에서만 0에 접근할 수 있으며, 극한이 존재하려면 “좌극한”이 “우극한”과 같아야 합니다. 하지만 복소수는 평면을 이룹니다: h는 여러 방향에서 0에 접근할 수 있으며, 우리는 그 모든 극한이 같아야 함을 필요로 합니다.





예제 31.2.1 (중요: 켤레는 정칙이 아닙니다).


f(z)=z¯를 복소 켤레, f:ℂ→ℂ라 합시다. 이 함수는 단순한 성질에도 불구하고 정칙이 아닙니다! 실제로, z=0에서 우리는 다음을 얻습니다,




	
	f(h)−f(0)h=h¯h.
	





이는 h→0일 때 극한을 갖지 않는데, 왜냐하면 “어느 방향”에서 0에 접근하느냐에 따라 서로 다른 값을 갖기 때문입니다.

[image: 도표]






함수 f:U→ℂ가 그 정의역의 모든 점에서 복소 미분 가능하다면 이를  정칙(holomorphic)이라고 부릅니다. 정의역이 U=ℂ인 정칙 함수의 특수한 경우에는 이 함수를  전해석적인라고 부릅니다.111미안합니다, ”holomorphic”이라는 단어가 훨씬 더 멋지게 들린다는 것을 알고 있습니다. 바로 그 이유 하나만으로 좀 더 일반적으로 다루어 보겠습니다.





예제 31.2.2 (정칙 함수의 예시).


아래 모든 예시에서 함수의 도함수는 실수 유사물에서와 동일합니다(예를 들어 ez의 도함수는 ez입니다).


	(a)

임의의 다항식 z↦zn+cn−1zn−1+⋯+c0은 정칙입니다.




	(b)

복소 지수 함수 exp:x+yi↦ex(cosy+isiny)는 정칙임을 보일 수 있습니다.




	(c)

sin과 cos는 cosz=eiz+e−iz2와 sinz=eiz−e−iz2i로 복소평면에 확장했을 때 정칙입니다.




	(d)

평소와 같이 합, 곱, 연쇄 법칙 등이 적용되며, 따라서 정칙 함수들의 합, 곱, 영이 아닌 몫, 합성 역시 정칙입니다.












이 결과들을 증명해 보셔도 좋지만, 저는 굳이 그렇게 하지 않겠습니다.







31.3 경로 적분


대표적인 예: 단위원을 도는 ∮γzmdz.




실수선에서는 함수를 선분 [a,b]에 걸쳐 적분하는 방법을 알고 있었습니다: 본질적으로 그 선분을 ”따라가며” 보이는 f의 값들을 더해 어떤 넓이를 얻는 것이었습니다. 실수선과 달리 복소평면에서는 임의의 경로에 걸쳐 적분할 수 있는 힘을 가집니다: 예를 들어, 단위원을 도는 적분을 계산할 수도 있습니다. 경로 적분은 이를 형식화할 수 있게 해줍니다.




먼저, f:ℝ→ℂ이고 u,v∈ℝ에 대해 f(t)=u(t)+iv(t)라면, 단순히 실수부와 허수부를 더함으로써 적분 ∫ab를 정의할 수 있습니다:




	
	∫abf(t)dt=(∫abu(t)dt)+i(∫abv(t)dt).
	





이제 α:[a,b]→ℂ를 복소 미분 가능한222여기서 이는 완전히 정확하지는 않습니다: 경로 α가 연속이고 대부분 미분 가능하기를 원하지만, 유한 개의 점에서 ”날카로운 굽음”을 가지는 것은 허용합니다; 다시 말해, n개의 매끄러운 조각들의 결합인 경로들을 고려할 수 있습니다. 하지만 이를 위해서는 α가 ”유계 길이”를 가진다는 조건도 필요합니다. 함수로 여겨지는 경로라고 합시다. 이러한 경로를  경로(contour)라고 부르며, 그  경로 적분을 다음과 같이 정의합니다




	
	∮αf(z)dz=∫abf(α(t))⋅α′(t)dt.
	





이것은 거의 u-치환으로 생각할 수 있습니다(여기서 α′가 나오는 것입니다). 특히, 이 적분은 α가 어떻게 “매개변수화”되는지에 의존하지 않는다는 것이 밝혀집니다:




	
	[0,2π]→ℂ:t↦eit
	





로 주어지는 원과,




	
	[0,1]→ℂ:t↦e2πit
	





로 주어지는 또 다른 원과,




	
	[0,1]→ℂ:t↦e2πit5
	





로 주어지는 또 다른 원은 모두 같은 경로 적분을 줍니다. 왜냐하면 이들이 나타내는 경로들이 “단위원을 한 바퀴 돈다”는 동일한 기하학적 묘사를 가지기 때문입니다.




이어지는 내용에서 저는 일반적인 경로에는 α를, 고리인 특수한 경우에는 γ를 사용하려고 합니다.




경로 적분의 예를 하나 살펴보겠습니다.





정리 31.3.1.


γ:[0,2π]→ℂ를 다음으로 명시되는 단위원이라 하겠습니다




	
	t↦eit.
	





그러면 임의의 정수 m에 대해 다음이 성립합니다




	
	∮γzmdz={2πim=−10그렇지 않으면
	











증명.


eit의 도함수는 ieit입니다. 따라서 정의에 의해 답은 다음의 값입니다




	
	∫02π(eit)m⋅(ieit)dt
	=∫02πi(eit)1+mdt
	





	
	
	=i∫02πcos[(1+m)t]+isin[(1+m)t]dt
	





	
	
	=−∫02πsin[(1+m)t]dt+i∫02πcos[(1+m)t]dt.
	





이제 이것은 초보적인 미적분학 문제입니다. m=−1일 때 이것이 2πi와 같고, 그렇지 않으면 적분이 소멸함을 알 수 있습니다. ∎





m=0인 경우에 이것이 직관적으로 왜 참이어야 하는지 설명해 보겠습니다. 이 경우 ∮γ1dz를 가집니다. 따라서 적분이 단위원을 따라 걸어갈 때, 그것은 모든 점에서의 모든 접벡터(그것이 걸어가는 방향입니다)에 1을 곱한 것을 “합산”합니다. 그리고 원의 아름다운 대칭성을 감안하면, 모든 것이 상쇄된다는 것은 놀라운 일이 아닐 것입니다. 이 정리는 m≠−1에 대해 zm을 곱하더라도 같은 상쇄가 일어난다고 말합니다.




[image: 도표]




정의 31.3.2.


α:[0,1]→ℂ가 주어지면, 우리는 α¯로 “역방향” 경로 α¯(t)=α(1−t)를 표기합니다.








질문 31.3.3.


∮αfdz와 ∮α¯fdz 사이의 관계는 무엇입니까? 증명하십시오.







이것은 다소 지루하게 보일 수 있습니다. 정말로 멋진 일들이 곧 시작될 것이라고 약속드립니다.







31.4 코시-구르사 정리


대표적인 예: m≥0일 때 ∮γzmdz=0입니다. 하지만 m<0이면 코시 정리가 적용되지 않습니다.




Ω⊆ℂ가 단순 연결(simply connected)이라 하고(예를 들어, Ω=ℂ), 시작점과 끝점이 같은 두 경로 α, β를 생각해봅니다.




[image: 도표]



∮αf(z)dz와 ∮βf(z)dz 사이에는 어떤 관계가 있을까요? 공간 Ω가 단순 연결이라는 점을 고려하면 둘 사이에 어떤 관계가 있으리라 기대할 수 있을 것입니다. 하지만 아마도 많은 관계가 있으리라고는 기대하지 않을 것입니다.




구체적인 예로, Ψ:ℂ→ℂ를 z↦z−Re[z]인 함수라 하겠습니다(예를 들어, Ψ(2015+3i)=3i). −1에서 1로 가는 두 경로를 생각해봅니다. 즉 β는 실수축을 따라 걷고, α는 위쪽 반원을 따릅니다.




[image: 도표]



당연히 ∮βΨ(z)dz=0입니다. 하지만 ∮αΨ(z)dz가 얼마와 같아야 하는지는 하늘만이 알 것입니다. 게으름 피우지 않고 지금 한번 계산해 볼 수 있습니다. 원한다면 직접 계산해 보셔도 좋습니다 (조금 번거롭지만 어렵지는 않습니다). 저 자신이 실수하지 않았다면, 그 값은




	
	∮αΨ(z)dz=−∮α¯Ψ(z)dz=−∫0π(isin(t))⋅ieitdt=12πi
	





이는 특히 0이 아닙니다.




하지만 어쩐지 Ψ는 그다지 자연스러운 함수가 아닙니다. 입력값의 실수부를 무례하게 잘라내 버리기 때문에 ℂ의 좋은 곱셈적 구조를 전혀 존중하지 않습니다. 더 정확히 말하면,





질문 31.4.1.


Ψ(z)=z−Re[z]가 정칙이 아님을 보이십시오. (힌트: z¯는 정칙이 아닙니다.)







이제 기적이 하나 있습니다: 정칙 함수의 경우, 두 적분은 항상 같습니다. 동등하게 말하면 (α 다음에 β¯를 잇는다고 생각하면), 고리의 등고선 적분은 항상 0입니다. 이것이 바로 저명한 코시-구르사 정리입니다 (코시 적분 정리라고도 불리지만, 나중에 “코시 적분 공식”이 따로 나오므로 그 얘기는 접어두겠습니다).





정리 31.4.2 (코시-구르사 정리).


γ를 고리라 하고, f:Ω→ℂ를 정칙 함수라 하되 Ω는 ℂ에서 열려 있고 단순 연결이라고 합시다. 그러면




	
	∮γf(z)dz=0.
	












비고 31.4.3 (타당성 점검).


앞서 ∮γz−1dz=2πi임을 본 것을 생각하면 이는 놀라워 보일 수 있습니다. 미묘한 점은 z−1이 z=0에서조차 정의되지 않는다는 것입니다. 반면, ℂ∖{0}→ℂ인 함수 z↦1z는 정칙입니다! 이제 문제는 Ω=ℂ∖{0}이 단순 연결이 아니라는 점입니다. 따라서 이 정리는, 비록 가까스로이지만, 우리의 타당성 점검을 통과합니다.







코시 정리의 전형적인 증명은 추가로 f의 편도함수가 연속이라고 가정한 뒤 이른바 그린 정리를 적용합니다. 하지만 위에서 서술한, f가 정칙이라는 것만을 가정하는 완전히 일반적인 정리를 성공적으로 증명한 사람은 바로 구르사였습니다.




어쨌든 이 정리는 m≥0일 때 ∮γzmdz=0임을 함의합니다. 앞서 우리가 애써 한 작업이 이렇게 정리되는군요. 하지만 지금까지 우리는 원에서만 놀아봤습니다. 이 정리는 고리인 임의의 경로에 대해 성립합니다. 그러면 우리는 또 무엇을 할 수 있을까요?







31.5 코시의 적분 정리


이제 우리는 코시-구르사의 놀라운 응용, 즉 하나의 ”표현 정리”를 제시합니다: 본질적으로 이는 원판 내부에서 f의 값이 경계에서의 값만으로 결정된다는 것을 말합니다! 실제로 우리는 정확한 공식까지 적어낼 것입니다. [YAN12]가 말하듯, ”어떤 종류의 함수가 일종의 표현 정리를 만족할 때마다, 더 많은 심오한 정리들이 뒤따를 가능성이 높습니다.” 이제 커튼을 걷어봅시다:





정리 31.5.1 (코시의 적분 공식).


γ:[0,2π]→ℂ를 t↦Reit로 주어지는, 평면 위에서 원판 D를 경계로 갖는 원이라고 합시다. f:U→ℂ가 정칙이고 U가 이 원과 그 내부를 포함한다고 합시다. 그러면 D의 내부에 있는 임의의 점 a에 대해 다음이 성립합니다.




	
	f(a)=12πi∮γf(z)z−adz.
	











우리는 U가 단순 연결일 것을 요구하지 않는다는 점에 유의하십시오. 하지만 그 이유는 꽤 시시합니다: 우리는 어차피 열린 원판인 D에 대해서만 f를 적분할 것이고, 따라서 그 원판은 어쨌든 단순 연결이기 때문입니다.




앞서 ∮원z−1dz의 형태로 보았던 2πi의 등장은 우연이 아닙니다. 실제로 그것이 바로 우리가 이 결과를 증명하는 데 사용할 핵심 결과입니다.





비고 31.5.2.


다음 장에서 유리형 함수를 도입하면서, 비고 32.3.5에서 이 공식을 직관적으로 유도하는 방법을 보게 될 것입니다.








증명.


여러 증명이 있지만, 저는 코시 정리의 힘을 정말로 잘 이끌어내는 증명을 보여드리고자 합니다. 여기 우리가 가진 그림이 있습니다: 원 γ 내부에 점 a가 놓여 있고, 우리는 값 f(a)를 손에 넣고 싶어합니다.

[image: 도표]
우리는 하나의 트릭을 쓸 것입니다: 바깥쪽 원 γ와, 그 안쪽에 a를 중심으로 하고 반지름이 ε이며 시계 방향으로 도는 원 γε¯(따라서 γε는 반시계 방향으로 돕니다)를 갖는  열쇠구멍 경로 Γδ,ε를 구성하는 것입니다. 통로의 ”폭”은 δ입니다. 그림을 보십시오:

[image: 도표]
따라서 Γδ,ε는 네 개의 매끄러운 곡선으로 이루어집니다.






질문 31.5.3.


전체 Γδ,ε를 포함하지만 점 a는 포함하지 않는 단순 연결 열린집합 Ω를 그려봅니다.







함수 f(z)z−a는 Ω 전체에서 정칙 함수가 됩니다. 따라서 코시의 정리가 적용되며, 다음을 알려줍니다.




	
	0=∮Γδ,εf(z)z−adz.
	





δ→0로 보내면, 열쇠구멍의 두 벽은 서로 상쇄됩니다(왜냐하면 f는 연속이고, 두 벽이 반대 방향으로 진행하기 때문입니다). 그러므로 δ→0일 때 극한을 취하면, γ와 γε만 남게 되고, (다시 방향을 고려하면) 다음을 얻습니다.




	
	∮γf(z)z−adz=−∮γε¯f(z)z−adz=∮γεf(z)z−adz.
	





따라서 γ를 a를 중심으로 하는 훨씬 더 작은 원 γε로 대체하는 데 성공했으며, 나머지는 대수적 계산입니다.




마지막 양을 계산하기 위해 다음과 같이 씁니다.




	
	∮γεf(z)z−adz
	=∮γεf(z)−f(a)z−adz+f(a)⋅∮γε1z−adz
	





	
	
	=∮γεf(z)−f(a)z−adz+2πif(a).
	





여기서 정리 31.3.1을 사용했습니다. 따라서 우리가 해야 할 일은 다음을 보이는 것뿐입니다.




	
	∮γεf(z)−f(a)z−adz=0.
	





이를 위해 기본적으로 가장 약한 형태의 경계, 이른바 ML 보조정리를 증명 없이 인용하여 사용할 수 있습니다. 이는 ”함수를 어디서나 그 최댓값으로 경계 짓는다”는 것을 말합니다.





보조정리 31.5.4 (ML 추정 보조정리).


f를 정칙 함수, α를 경로라고 합시다. M=maxz위에서α|f(z)|라 하고, L을 α의 길이라고 합시다. 그러면 다음이 성립합니다.




	
	|∮αf(z)dz|≤ML.
	











(길이의 정의, 즉 α:[a,b]→ℂ일 때 L=∫ab|α′(t)|dt를 안다면 이는 증명하기 어렵지 않습니다.)




어쨌든, ε→0일 때 f(z)−f(a)z−a라는 양은 f′(a)에 가까워지므로, 충분히 작은 ε에 대해(즉 z가 a에 가까울 때) 어떤 상계 M이 존재합니다. 그런데 γε의 길이는 둘레 2πε입니다. 따라서 ML 보조정리에 의하면




	
	|∮γεf(z)−f(a)z−a|≤2πε⋅M→0
	





원하는 대로입니다. ∎









31.6 정칙 함수는 해석적입니다


대표적인 예: 형식적 급수 ∑kckxk를 상상해 보십시오!




이전 문제의 설정에서, 우리는 원 γ:[0,2π]→ℂ와 원판 D를 포함하는 정칙 함수 f:U→ℂ를 가지고 있습니다. 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	f(a)
	=12πi∮γf(z)z−adz
	
	





	
	
	=12πi∮γf(z)/z1−azdz
	
	





	
	
	=12πi∮γf(z)/z⋅∑k≥0(az)kdz
	
	





	(이른바 바이어슈트라스 M-판정법을 사용하여) 합산 순서를 바꿀 수 있음을 증명할 수 있습니다:





	
	f(a)
	=12πi∑k≥0∮γf(z)z⋅(az)kdz
	
	





	
	
	=12πi∑k≥0∮γak⋅f(z)zk+1dz
	
	





	
	
	=∑k≥0(12πi∮γf(z)zk+1dz)ak.
	
	





	ck=12πi∮γf(z)zk+1dz라고 하고, 이것이 a와 무관함을 유의하면, 이것은





	
	f(a)
	=∑k≥0ckak
	
	





그리고 이것이 바로 그 기적입니다: 정칙 함수는  테일러 급수로 주어진다는 것입니다! 이는 복소해석학에서 가장 중요한 결과 중 하나입니다. 더욱이, 도함수를 k번 취할 수 있다고 믿을 의향이 있다면, 다음을 얻습니다




	
	ck=f(k)(0)k!
	





그리고 이는 f(k)(0)=k!⋅ck를 우리에게 줍니다.




당연히 이 작업은 (원점을 중심으로 하는 원뿐만 아니라) 임의의 원에 대해서도 할 수 있습니다. 그러면 임의의 중심 p에 대해 아래에서 전체 결과를 서술하겠습니다.





정리 31.6.1 (코시의 미분 공식).


f:U→ℂ가 정칙 함수이고, D는 원 γ로 둘러싸인, 점 p를 중심으로 하는 원판이라고 합시다. D가 U 안에 포함되어 있다고 가정합니다. 그러면 f는 D 전체에서 테일러 급수로 주어집니다




	
	f(z)=c0+c1(z−p)+c2(z−p)2+⋯
	





여기서




	
	ck=f(k)(p)k!=12πi∮γf(w)(w−p)k+1dw
	





특히,




	
	f(k)(p)=k!ck=k!2πi∮γf(w)(w−p)k+1dw.
	











가장 중요하게는,


임의의 원판 위에서, 정칙 함수는 정확히 테일러 급수로 주어집니다.



이는 이 장의 시작 부분에서 서술했던 결과, 즉 함수가 한 번 복소 미분 가능하다는 것은 무한히 미분 가능할 뿐만 아니라 실제로 그 테일러 급수와 같다는 것을 의미한다는 결과를 확립합니다.





비고 31.6.2.


이것을 가정할 의향이 있다면, 코시-구르사 정리가 왜 성립해야 하는지 알 수 있습니다: 다음을 가정하면




	
	f(z)=c0+c1z+c2z2+⋯
	





그러면, γ를 단위원이라 할 때,




	
	∮γf(z)dz
	=∮γc0+c1z+c2z2+…dz
	





	
	
	=(∮γc0dz)+(∮γc1zdz)+(∮γc2z2dz)+⋯
	





각 ∮γzmdz=0임을 이미 증명했으므로, 그 합 역시 0이어야 합니다.




물론 이 논증은 완전히 엄밀하지는 않은데, 적분과 무한합을 정당화 없이 교환하고 있기 때문입니다.








비고 31.6.3.


f(w)(w−p)k+1 항이 어디서 나오는지는 비고 32.3.5에서 확인할 수 있습니다. 이는 매우 직관적이어서, 설령 잊어버리더라도 스스로 유도해 낼 수 있습니다!







이 결과의 작은 미묘한 점을 하나 강조해야 할 것 같습니다. p를 중심으로 하는 테일러 급수는, p를 중심으로 하며 정의역 U 안에 완전히 포함되는 원판에서만 유효합니다. U=ℂ인 경우에는 원하는 어떤 점이든 포함할 만큼 원판을 크게 만들 수 있으므로 문제가 되지 않습니다. 하지만 예컨대 U가 정사각형인 경우에는 좀 더 미묘한데, 정사각형을 벗어나지 않으면서 어떤 점을 중심으로 한 원판으로 정사각형 전체를 덮을 수는 없기 때문입니다. 그러나 U가 열린집합이므로, 적어도 테일러 급수가 성립하는 열린 근방을 어떻게든 찾을 수는 있습니다 – 이는 실수의 경우와는 극명하게 대조됩니다. 실제로 문제들에서 보게 되겠지만, 테일러 급수의 존재는 놀라울 만큼 강력합니다.







31.7 선택: 정칙 함수가 해석적임을 증명하기


위의 코시 미분 공식에서 f(w)(w−p)k+1 항이 어디에서 비롯되는지 이해하려면 다음 장을 먼저 읽는 것을 권장합니다.




증명의 각 단계는 다소 길기는 해도 상당히 직관적입니다. 개요는 다음과 같습니다.


	•

함수 f가 해석적이라고 가정합니다. (그렇습니다, 이것은 순환 논증이 아닙니다!)




	•

코시 미분 공식을 사용하여 멱급수를 적어 봅니다:3330∈U라고 가정합니다.




	
	c0+c1z+c2z2+⋯
	








	•

코시-구르사 정리를 이용해 이 멱급수가 f와 일치함을 증명합니다.




	•

”f가 해석적이다”라는 진술은 문자 그대로 ”모든 k≥0에 대해, f(k)가 미분 가능하다”는 것을 의미함에 유의하십시오. 따라서 f(k)에 대한 멱급수를 적고, 그것이 미분 가능함을 보입니다. (이는 실수의 경우에 대해 명제 29.4.5에서 이미 수행한 바 있습니다.)










31.7.1 코시-구르사 정리의 증명


f가 정칙, 즉 미분 가능하다고 가정합니다. 우리는 ∮γfdz=0임을 증명하고자 합니다.




이 문제를 어떻게 공략할 수 있을까요? 결론을 살펴보면, ∮γfdz≠0인 어떤 함수를 들여다보고 싶어질 수 있습니다.




우리는 이전 장에서 이미 예시를 얻었습니다: f(z)=1z입니다.





질문 31.7.1.


가정 중 어느 부분이 성립하지 않습니까?







어쨌든, 문제는 f가 0에서 특이점을 가지기 때문이라는 것을 알 수 있습니다 (아직 특이점이 무엇인지 formal하게 정의하지는 않았지만 말입니다). 그래서 우리는 대우 명제를 증명하고자 합니다:





정리 31.7.2.


∮γfdz≠0이라고 가정합니다. 그러면 γ 내부 어딘가에서 f에 이상한 일이 일어납니다.







(하지만 임의의 루프에 대해서는 조금 더 어려워집니다. “γ 내부”란 무엇을 의미합니까?)




이렇게 표현하면, 그다지 어렵지 않습니다. 계속 읽기 전에 f(z)=1z를 조금 살펴보고 증명이 어떻게 이어지는지 스스로 알아내 보고 싶을 수도 있습니다.




간단히 하기 위해, 저는 γ가 직사각형인 경우에 대해 명제를 증명하고, 예를 들어 γ가 원인 경우는 독자에게 남겨두겠습니다. 완전히 일반적인 γ의 경우는 나중에 다루겠습니다.




이미 알아차렸을 수도 있듯이, f(z)=1z−w에 대해서는 “이분 탐색”을 통해 특이점 w의 위치를 찾아볼 수 있습니다: ∮γfdz를 계산해서, 그것이 2πi라면 w가 γ 내부에 있다는 것을 알 수 있습니다. 우리는 바로 그것을 할 것입니다.




무엇을 탐색해야 할까요? 살펴봅시다:





연습문제 31.7.3.


∮γfdz≠0이라고 가정하겠습니다. 1z에서 z=0인 점처럼, f가 무한대로 발산하는 점이 반드시 존재해야 합니까?







답: 아쉽게도 그렇지 않습니다. 위의 함수 f를 가져와서 특이점을 ”매끄럽게 만들” 수 있습니다.

[image: 도표]
(실수부만 나타냈습니다. 허수부는 상상하시면 됩니다.)




그렇다면 우리가 기대할 수 있는 최선은, f가 정칙(복소 미분 가능)이 아닌 점을 찾는 것입니다.




다음과 같이 4개의 경로 γa, γb, γc, γd를 구성하십시오. 여백은 오직 설명을 위한 것이며, 실제로는 변들이 서로 정확히 겹칩니다.

[image: 도표]



안쪽 변들이 모두 상쇄되므로




	
	∮γfdz=∮γafdz+∮γbfdz+∮γcfdz+∮γdfdz.
	





이는 어떤 i∈{a,b,c,d}에 대해 ∮γifdz≠0임을 의미합니다. (아이디어: 특이점의 위치를 더 정확하게 찾았으며, 이제 그것이 γi 안에 있다는 것을 알게 되었습니다. 물론 특이점이 여러 개일 가능성도 있습니다.)




또한 어떤 i에 대해 |∮γifdz|≥14⋅|∮γfdz|가 성립합니다. 단순히 ≠0이라고 말하는 대신 크기를 세심하게 추적해야 하는 이유는 나중에 분명해질 것입니다.




그렇게 계속하면 감소하는 사각형 수열 {γj}를 얻게 됩니다. 변의 길이가 매번 절반이 되므로, 사각형들은 하나의 점 p로 수렴합니다.




사각형의 둘레는 어떻게 감소할까요? 아마도 다음과 같을 것입니다.




	j
	γj의 둘레
	|∮γjfdz|





	0
	1
	1



	1
	12
	≥14



	2
	14
	≥116



	3
	18
	≥164





|∮γjfdz|는 둘레에 비해 상당히 빠르게 감소합니다 — 예상대로, f가 p에서 발산하기를 기대할 수는 없지만, 이는 f가 정칙이 아님을 보이기에 충분합니다.




모순을 가정하기 위해, 그렇지 않다고 가정하겠습니다. 그러면 정의에 의해




	
	limh→0f(p+h)−f(p)h=f′(p)
	





여기서 p는 위에서 정의한 대로 사각형 {γj}가 수렴하는 점이며, f′(p)∈ℂ는 도함수입니다. 다시 말해, 0에 충분히 가까운 h∈ℂ에 대해,




	
	f(p+h)=f(p)+f′(p)⋅h+ε(h)⋅h에 대해ε(h)∈o(1).
	





이것이 왜 문제가 될까요? f(p)와 f′(p)⋅h는 둘 다 다항식이므로,




	
	∮γjf(p)+f′(p)⋅(z−p)dz=0,
	





이는 다음을 의미합니다




	
	∮γjf(z)dz=∮γjε(h)⋅(z−p)dz.
	





좌변은 4−j로 감소한다는 것을 알고 있지만, 우변의 적분은 길이가 2−j로 감소하는 곡선 위에서의 적분입니다.





연습문제 31.7.4.


증명을 마무리하십시오. (ML 추정 보조정리를 사용하십시오.)







마지막으로, 내부가 존재하지 않을 수도 있는444공간 채움 곡선이 그 예입니다. 임의의 곡선에 대해서는 어떻게 해야 할까요?




우리는 사각형의 변을 따라 f를 적분함으로써 원시함수 F:Ω→ℂ를 구성하고, F′=f임을 증명하여, ”미적분학의 기본정리”를 얻습니다. 즉,




	
	∮αf(z)dz=F(α(b))−F(α(a))
	





여기서 α:[a,b]→ℂ는 어떤 경로입니다. α=γ인 경우를 생각하면, 고리 γ의 시작점과 끝점이 같으므로 당연히 적분 값은 0이 될 것입니다.







31.7.2 나머지 부분


다음 단계로, 우리는 거듭제곱 급수가 f와 일치함을 보여야 합니다. 즉,




	
	f(z)=12πi∮γf(t)tdt+12πi∮γf(t)t2dt⋅z+12πi∮γf(t)t3dt⋅z2+⋯
	





여기서는 γ가 단위원이고, 거듭제곱 급수의 중심이 0이며, t가 단위원판 내부에 있다고 가정합니다.





연습문제 31.7.5.


증명하십시오. (이 상황에서 무한합과 적분의 순서를 바꿀 수 있다는 사실555극한과 적분의 순서를 바꿀 수 없는 끔찍한 사례들에 대해서는 예제 38.1.4를 참고하십시오., 등비급수의 합을 구하는 방법, 그리고 코시 적분 공식만 알면 됩니다)








비고 31.7.6.


잠깐, 코시-구르사 정리는 어디에서 쓰였을까요? 잊으셨다면, 이는 코시 적분 공식의 증명에서 사용됩니다.







f가 거듭제곱 급수임을 증명한 후에는, 명제 29.4.5을(복소 정칙 함수의 경우에 맞게 적절히 변형하여) 사용하면 결과가 따라옵니다.









31.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


이것들은 올림피아드 문제는 아니지만, 특히 훌륭하다고 생각합니다! 다음 복소해석학 장에서 더 멋진 응용을 보게 될 것입니다.




처음 몇 개의 결과가 가장 중요합니다.





문제 31A (리우빌 정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

f:ℂ→ℂ를 정함수라 하겠습니다. 모든 복소수 z에 대해 |f(z)|<1000이라 가정하겠습니다. f가 상수 함수임을 증명하십시오.


힌트. f의 테일러 급수를 살펴보고, 코시 미분 공식을 사용하여 더 큰 계수들이 각각 영이 되어야 함을 보이십시오.










문제 31B (영점은 고립되어 있습니다).


복소평면의 열린집합 U 안의  고립 집합이란, S 안의 각 점 주위에 S의 다른 어떤 점과도 교차하지 않는 열린 근방을 그릴 수 있는 점들의 집합 S를 말합니다.




영이 아닌 정칙 함수 f:U→ℂ의 영점 집합은, f가 항등적으로 영이 되는 U의 공집합이 아닌 열린 부분집합이 존재하지 않는 한, 고립 집합임을 보이십시오.


힌트. 모순을 통해 진행하겠습니다. 즉 0=f(z1)=f(z2)=…이고 모두 서로 다른 수열 z1,z2,…→z가 존재한다고 하겠습니다. f의 테일러 급수를 살펴보고 z의 인수를 뽑아냄으로써, z의 열린 근방에서 f=0임을 증명하십시오.




풀이. 모순을 통해 진행하겠습니다. 즉 0=f(z1)=f(z2)=…이고 모두 서로 다른 수열 z1,z2,…→z가 존재한다고 하겠습니다. 일반성을 잃지 않고 z=0으로 두겠습니다. z=0 주변에서 f의 테일러 급수를 살펴보십시오. 가정에 의해 이 급수가 항등적으로 영이 아니므로, 이를 aNzN+aN+1zN+1+⋯, aN≠0으로 쓰겠습니다. 그러나 h(z)=aN+aN+1z+⋯의 연속성에 의해, h(z)≠0인 영의 열린 근방이 존재합니다.










문제 31C (항등 정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

f,g:U→ℂ가 정칙이고, U가 연결되어 있다고 가정합니다. f와 g가 어떤 열린 근방에서 일치하면 f=g임을 증명하십시오.


힌트. 일치하는 점들의 내부를 취하십시오. 이 집합이 닫혀 있음을 보이면 결론이 따라옵니다.




풀이. S를 f=g를 만족하는 점들의 내부라 하겠습니다. 정의에 의해 S는 열린집합입니다. 앞부분에 의해 S는 닫힌집합입니다: zi→z이고 zi∈S이면, z의 어떤 열린 근방에서 f=g이므로 z∈S입니다. S가 닫혀 있으면서 열려 있고 공집합이 아니므로, S=U입니다.










문제 31D (최댓값은 경계에서 발생합니다).


f:U→ℂ가 정칙이고, Y⊆U가 콤팩트이며, ∂Y가 Y의 경계666경계 ∂Y는 p의 어떤 열린 근방도 Y에 포함되지 않는 점 p들의 집합입니다. Y가 콤팩트이면 이 역시 콤팩트 집합입니다. 라고 합시다. 다음을 보이십시오.




	
	maxz∈Y|f(z)|=maxz∈∂Y|f(z)|.
	





다시 말해, |f|의 최댓값은 경계에서 발생합니다. (그러한 최댓값은 콤팩트성에 의해 존재합니다.)








문제 31E (Harvard 자격시험).


f:ℂ→ℂ가 상수가 아닌 정함수(entire function)라고 합시다. fimg(ℂ)가 ℂ에서 조밀함을 증명하십시오. (사실 훨씬 더 강한 결과가 성립합니다: 소 피카르 정리(Little Picard’s theorem)는 상수가 아닌 정함수의 상이 많아야 한 점을 제외한 모든 점을 포함한다고 말합니다.)


힌트. 리우빌 정리를 사용하십시오. 1f(z)−w를 살펴보십시오.




풀이. 주어진 점 w∈ℂ의 ε 이내에 상의 한 점이 있음을 보이고자 한다고 가정합니다. 1f(z)−w를 살펴보고 리우빌 정리를 사용하십시오.










문제 31F (제거 가능한 특이점 정리).


U가 열린집합이고, p∈U이며, f:U∖{p}→ℂ가 정칙이라 하겠습니다. f가 유계라고 가정하십시오. limz→pf(z)가 존재하며, 확장된 f:U→ℂ가 p에서 정칙임을 보이십시오.


힌트. 위에서 제시된 코시-구르사 정리 증명의 일부를 변형하고, ML 추정 보조정리를 적용하여 ∮γf(z)dz=0을 증명할 수 있습니다. 그러나 이 경우 f가 정칙 함수임을 이미 알고 있으므로, 14 인수 없이 |∮γifdz|≥|∮γfdz|가 성립해야 합니다.













장 32 유리형 함수



32.1 세상에서 두 번째로 멋진 함수들


정칙 함수가 다항식과 같다면, 유리형 함수는 유리 함수와 같습니다. 기본적으로, 유리형 함수는 A(z)B(z) 형태의 함수이며, 여기서 A,B:U→ℂ는 정칙이고 B는 영이 아닙니다. 유리형 함수의 가장 중요한 예시는 1z입니다.




우리는 유리형 함수가 ”거의 정칙인” 함수처럼 작동함을 볼 것입니다. 구체적으로, 유리형 함수 A/B는 B의 영점(극이라 불림)을 제외한 모든 점에서 정칙일 것입니다. 항등 정리에 의해, B의 영점은 그리 많을 수 없습니다! 따라서 유리형 함수는 ”거의 정칙”인 것으로 생각할 수 있습니다(원점을 제외한 모든 곳에서 정칙인 1z처럼 말입니다). 우리는 다음을 보았습니다




	
	12πi∮γ1zdz=1
	





단위원인 γ(t)=eit에 대해서 말입니다. 우리는 경로에 대한 결과를 이러한 상황으로 확장할 것입니다.




알고 보니, 정칙인 경우처럼 단순히 ∮γf(z)dz=0을 얻는 대신, 경로 적분은 실제로 고리 γ 내부의 극의 개수를 세는 데 사용될 것입니다. 터무니없다는 것, 저도 압니다.







32.2 유리형 함수


대표적인 예: 1z, z=0에서 위수 1의 극과 유수 1을 가짐.




U를 다시 ℂ의 열린 부분집합이라고 하겠습니다.





정의 32.2.1.


함수 f:U→ℂ가  유리형이라는 것은, 정칙 함수 A,B:U→ℂ가 존재하여 B가 어떤 열린 근방에서도 항등적으로 영이 아니고, B(z)≠0일 때마다 f(z)=A(z)/B(z)가 성립함을 의미합니다.







이 함수 f가 어떻게 작동하는지 살펴보겠습니다. z∈U가 B(z)≠0을 만족하면, 어떤 작은 열린 근방에서 함수 B는 전혀 영이 아니며, 따라서 A/B는 실제로 정칙입니다. 따라서 f는 z에서 정칙입니다. (구체적인 예시: 1z는 0을 포함하지 않는 모든 원판에서 정칙입니다.)




반면, p∈U가 B(p)=0을 만족한다고 합시다. 일반성을 잃지 않고, 표기를 간단히 하기 위해 p=0이라 하겠습니다. p=0에서의 테일러 급수를 이용하면 다음과 같이 놓을 수 있습니다




	
	B(z)=ckzk+ck+1zk+1+⋯
	





ck≠0인 경우입니다(B가 항등적으로 영이 아니므로 어떤 계수는 확실히 0이 아닙니다!). 그러면 다음과 같이 쓸 수 있습니다.




	
	1B(z)=1zk⋅1ck+ck+1z+⋯.
	





하지만 오른쪽의 분수는 이 열린 근방에서 정칙 함수입니다! 그러므로 일어난 일이라고는 여분의 z−k이 붙어 다니게 된 것뿐입니다.




이것은 유리형 함수를 바라보는 동등한 방법을 제공해 줍니다.





정의 32.2.2.


평소와 같이 f:U→ℂ라 하겠습니다.  유리형 함수란 고립점들의 집합 S를 제외하고 U 위에서 정칙인 함수를 말합니다(즉 함수 U∖S→ℂ로서 정칙임을 의미합니다). f의  극점이라 불리는 각 p∈S에 대해, 함수 f는 추가로  로랑 급수를 가져야 하며, 이는 다음을 의미합니다.




	
	f(z)=c−m(z−p)m+c−m+1(z−p)m−1+⋯+c−1z−p+c0+c1(z−p)+…
	





z=p를 제외하고 p의 어떤 열린 근방에 속하는 모든 z에 대해서입니다. 여기서 m은 양의 정수이며, c−m≠0입니다.







끝부분이 반드시 종결되어야 함에 유의하십시오. ”고립된 집합”이라는 것은, S에 속한 각 극점 주위에 열린 근방을 그릴 수 있되, 어떤 두 열린 근방도 서로 교차하지 않도록 할 수 있다는 뜻입니다.





예제 32.2.3 (유리형 함수의 예).


함수




	
	z+1sinz.
	





를 생각해 보겠습니다. 이 함수는 sinz의 영점을 제외한 모든 곳에서 정칙이므로 유리형입니다. 이러한 각 점에서 로랑 급수를 놓을 수 있습니다. 예를 들어 z=0에서는 다음과 같습니다.




	
	z+1sinz
	=(z+1)⋅1z−z33!+z55!−⋯
	





	
	
	=1z⋅z+11−(z23!−z45!+z67!−⋯)
	





	
	
	=1z⋅(z+1)∑k≥0(z23!−z45!+z67!−⋯)k.
	





이 끔찍한 합을 전개해 보면 (여기서 직접 하지는 않겠습니다), 1z 곱하기 완전히 정상적인 테일러 급수, 즉 로랑 급수를 얻게 됩니다.








표기의 남용 32.2.4.


우리는 종종 ”z↦1z에 의한 함수 f:ℂ→ℂ를 생각해 보자”와 같은 표현을 사용하곤 합니다. 물론 이것은 완전히 정확한 것은 아닌데, f가 z=0에서 값을 갖지 않기 때문입니다. 만약 완전히 엄밀하게 하고자 한다면 그냥 f(0)=2015 정도로 정해 놓고 넘어가면 되겠지만, 실질적으로는 그냥 ”z=0에서 정의되지 않음”이라고 생각하도록 하겠습니다.




그렇다면 왜 그냥 g:ℂ∖{0}→ℂ라고 쓰지 않을까요? 이렇게 해야 하는 이유는, z=0에서 값이 배정되어 있지 않더라도 f가 ℂ 위에서 정칙이 ”되고자” 한다는 것을 여전히 기억해 두는 것이 중요하기 때문입니다. 함수 ℂ∖{0}→ℂ로서 함수 1z는 실제로 정칙입니다.








비고 32.2.5.


저는 임의의 함수 A(z)/B(z)가 극점을 통한 이러한 특성화를 가짐을 보였습니다만, 중요한 결과는 그 역 또한 성립한다는 것입니다: 만약 어떤 고립된 집합 S에 대해 f:U∖S→ℂ가 정칙이고, 나아가 f가 S의 각 점에서 로랑 급수를 갖는다면, f는 정칙 함수들의 유리 몫으로 쓸 수 있습니다. 여기서 이를 증명하지는 않겠지만, 알아 두면 좋습니다.








정의 32.2.6.


유리형 함수 f의 극점 p를 생각하고, 로랑 급수는 다음과 같다고 하겠습니다.




	
	f(z)=c−m(z−p)m+c−m+1(z−p)m−1+⋯+c−1z−p+c0+c1(z−p)+….
	





정수 m을 극의  위수(order)라고 부릅니다. 위수가 1인 극을  단순극(simple pole)이라고 부릅니다.




또한 계수 c−1에도 이름을 붙이는데, 이를 p에서의 f의  유수(residue)라고 하며 Res(f;p)로 씁니다.







극의 위수는 그 극이 얼마나 ”나쁜지”를 말해줍니다. 극의 위수는  영점의  중복도와 ”반대” 개념입니다. 만약 f가 영점 근처에 극을 가진다면, z=0 근처에서의 로랑 급수는 다음과 같은 모양일 수 있습니다




	
	f(z)=1z5+8z3−2z2+4z+9−3z+8z2+⋯
	





따라서 f는 위수 5의 극을 가집니다. 유사하게, g가 z=0에서 영점을 가진다면, 다음과 같은 모습일 수 있습니다




	
	g(z)=3z3+2z4+9z5+⋯
	





따라서 g는 중복도 3의 영점을 가집니다. 이러한 위수들은 가법적입니다: f(z)g(z)는 여전히 위수 5−3=2의 극을 가지지만, f(z)g(z)2는 이제 완전히 메워졌으며, 사실 이제  단순영점(simple zero)을 가집니다 (즉, 차수 1의 영점입니다).





연습문제 32.2.7.


위에서 설명한 대로 위수가 가법적임을 스스로 확인해 보십시오. (테일러/로랑 급수를 곱하고 있다는 것을 이해하면 이는 자명합니다.)







비유적으로, 극은 “음의 영점”으로 생각할 수 있습니다.




이제 더 많은 예를 들 수 있습니다.





예제 32.2.8 (유리형 함수의 예).



	(a)

임의의 정칙 함수는 극을 전혀 가지지 않는 유리형 함수입니다. 당연한 얘기입니다, 그렇습니다.




	(b)

z≠0에 대해 z↦100z−1로 정의되고 영점에서는 정의되지 않는 함수 ℂ→ℂ는 유리형 함수입니다. 이 함수의 유일한 극은 영점에 있으며, 위수는 1이고 유수는 100입니다.




	(c)

함수 z↦z−3+z2+z9로 정의되는 ℂ→ℂ 역시 유리형 함수입니다. 이 함수의 유일한 극은 영점에 있으며, 위수는 3이고 유수는 0입니다.




	(d)

z↦ezz2로 정의된 함수 ℂ→ℂ는 유리형 함수이며, z=0에서의 로랑 급수는 다음과 같이 주어집니다.




	
	ezz2=1z2+1z+12+z6+z224+z3120+⋯.
	





따라서 극점 z=0은 위수 2이고 유수는 1입니다.













예제 32.2.9 (유리 유리형 함수).


다음과 같이 주어진 함수 ℂ→ℂ를 생각해 봅시다.




	
	z
	↦z4+1z2−1=z2+1+2(z−1)(z+1)
	





	
	
	=z2+1+1z−1⋅11+z−12
	





	
	
	=1z−1+32+94(z−1)+78(z−1)2−…
	





이 함수는 z=1에서 위수 1의 극점을 가지며 유수는 1입니다. (또한 z=−1에서도 위수 1의 극점을 가지는데, 유수를 직접 계산해 보시기 바랍니다.)








예제 32.2.10 (극점이 무한히 많은 함수).





	
	z↦1sin(z)
	





로 정의된 함수 ℂ→ℂ는 극점이 무한히 많은데, 바로 z=πk(k는 정수)로 주어지는 수들입니다. 우선 z=0에서의 로랑 급수만 계산해 봅시다.




	
	1sin(z)
	=1z1!−z33!+z55!−⋯
	





	
	
	=1z⋅11−(z23!−z45!+⋯)
	





	
	
	=1z∑k≥0(z23!−z45!+⋯)k.
	





이는 로랑 급수이지만, 계수가 무엇인지는 전혀 알 수 없습니다. 그래도 유수는 알 수 있는데, 이 거대한 급수의 상수항이 1이므로 유수는 1입니다. 또한 이 극점의 위수는 1입니다.








예제 32.2.11 (유리형 함수가 아닌 함수).


다음 함수를 생각해 봅시다.




	
	z↦1sin(1/z).
	





이 함수는 다음 위에서 정칙 함수입니다.




	
	U=ℂ∖{0}∖S
	





여기서 S={1πk∣k∈ℤ∖{0}}로 정의합니다. z↦1sin(z)와 마찬가지로, 집합 S의 각 점은 위수 1의 극점을 가집니다.




그러나 z=0에서는 이 함수의 로랑 급수가 존재하지 않습니다 — 만약 존재한다면 z=0 주위에 함수가 정의되는 근방이 있어야 하는데, 그런 집합은 존재하지 않습니다.




그러나 f는 ℂ∖{0} 위에서는 유리형 함수입니다 — 집합 S는 고립되어 있지만, S∪{0}은 고립되어 있지 않기 때문입니다.







로랑 급수는 존재한다면 (짐작하셨을 수도 있듯이) 유일하며, 정칙 함수에 대한 우리의 결과에 의해 실제로는 p를 중심으로 하는 임의의 원판(점 p는 제외)에서 성립합니다. c−1z−p+⋯+c−m(z−p)m 부분은  주부라고 하며, 급수의 나머지 c0+c1(z−p)+⋯는  정칙부라고 합니다.







32.3 회전수와 유수 정리


반시계 방향 원 γ와 그 내부의 점 p에 대해 우리가 다음을 얻었음을 기억하십시오




	
	∮γ(z−p)mdz={0m≠−12πim=−1
	





여기서 m은 정수입니다. 이 결과를 확장하면 실제로 임의의 루프 γ에 대해 m≠−1일 때 ∮γ(z−p)mdz=0임을 보일 수 있습니다. 그래서 우리는 m=−1에서의 영이 아닌 값에 특별한 이름을 붙입니다.





정의 32.3.1.


점 p∈ℂ와 이 점을 지나지 않는 루프 γ에 대해, 다음과 같이  회전수를 정의하며 𝐈(γ,p)로 표기합니다




	
	𝐈(γ,p)=12πi∮γ1z−pdz
	











예를 들어 앞선 결과에 의해 γ가 원이라면 다음을 얻음을 알 수 있습니다




	
	𝐈(원,p)={1원 내부의 p0원 바깥의 p.
	





기본군에 대한 장을 읽으셨다면, 이는 단지 ℂ∖{p}에 결부된 기본군에 지나지 않습니다. 특히 회전수는 항상 정수입니다. (본질적으로 이는 복소 로그를 사용하여 함수의 편각이 어떻게 변하는지를 추적합니다. 세부 사항은 더 복잡하므로 여기서는 생략합니다.) 가장 간단한 경우에는 회전수가 0 또는 1입니다.





정의 32.3.2.


γ 내부의 모든 점 p에 대해 𝐈(γ,p)=1이면 루프 γ가  정칙이라고 합니다(예를 들어 γ가 반시계 방향 원인 경우).







이 모든 요소를 갖추면 코시-구르사 정리의 놀라운 일반화를 얻습니다





정리 32.3.3 (코시의 유수 정리).


Ω가 단순 연결일 때 f:Ω→ℂ가 유리형이라고 합시다. 그러면 극점을 지나지 않는 임의의 루프 γ에 대해 다음이 성립합니다




	
	12πi∮γf(z)dz=∑극점 p𝐈(γ,p)Res(f;p).
	





특히 γ가 정칙이면 경로 적분은 다음과 같은 형태로 모든 유수의 합이 됩니다




	
	12πi∮γf(z)dz=∑극점 pγ 내부에서Res(f;p).
	












질문 32.3.4.


γ가 반시계 방향 원일 때 ∮γcz−1dz를 적분하면 이 결과가 여러분이 기대하는 바와 일치하는지 확인하십시오.







여기서부터의 증명은 그다지 인상적이지 않습니다 – “작업”은 이미 회전수에 대한 우리의 진술에서 끝났습니다.




증명.


0이 아닌 회전수를 갖는 극점들을 p1,…,pk라 합시다 (다른 극점들은 합에 영향을 주지 않습니다).111이러한 극점이 유한 개임을 보이려면: 우리의 모든 경로 γ:[a,b]→ℂ가 실제로는 유계라는 사실을 상기하십시오. 따라서 γ 전체를 포함하는 어떤 큰 닫힌 원판 D가 존재합니다. 따라서 D 바깥의 극점들은 회전수가 0입니다. 이제 원판 D 안에 무한히 많은 극점이 있을 수는 없는데, D는 콤팩트이고 극점들의 집합은 닫혀 있으면서 고립된 집합이기 때문입니다! 그러면 f를 다음과 같은 형태로 쓸 수 있습니다




	
	f(z)=g(z)+∑i=1kPi(1z−pi)
	





여기서 Pi(1z−pi)는 극점 pi의 주요부입니다. (예를 들어, f(z)=z3−z+1z(z+1)이라면 f(z)=(z−1)+1z−11+z로 쓸 수 있습니다.)




이렇게 하는 이유는 함수 g가 정칙이 되기 때문입니다 (모든 “나쁜” 부분을 제거했습니다), 따라서




	
	∮γg(z)dz=0
	





코시-구르사에 의해.




반면, Pi(x)=c1x+c2x2+⋯+cdxd이라면




	
	∮γPi(1z−pi)dz
	=∮γc1⋅(1z−pi)dz+∮γc2⋅(1z−pi)2dz+…
	





	
	
	=c1⋅𝐈(γ,pi)+0+0+…
	





	
	
	=𝐈(γ,pi)Res(f;pi).
	





이는 결론을 줍니다. ∎






비고 32.3.5 (코시 적분 공식 뒤에 있는 직관).


정리 31.5.1의 설정에서, f가 원판 D에서 유리형이라면, 점 a에서 f의 로랑 급수를 계산할 수 있음에 주목하십시오:




	
	f(z)=c−m(z−a)m+c−m+1(z−a)m−1+⋯+c−1z−a+c0+c1(z−a)+⋯
	








유수 정리에 의해, f(z)를 D의 경계를 따라 적분하면 로랑 급수의 c−1 계수가 나옵니다:




	
	12πi∮γf(z)dz=Res(f;a)=c−1.
	





물론 이는 쓸모가 없습니다 — f는 a에서 정칙이므로 c−1=0입니다. 우리는 대신 c0=f(a)를 계산하고자 합니다.




그럼에도 불구하고, 그 요령은 함수 f를 조작할 수 있다는 것에 있으며, 이를 통해 계산하고자 하는 계수를 (z−a)−1에 대응하는 계수로 옮길 수 있습니다. 어떻게 그렇게 할까요? 물론 z−a로 나누면 됩니다!




그러므로, f(z)z−a는 원판 D에서 유리형이며, a 주위에서의 로랑 급수 전개는 다음과 같습니다




	
	f(z)z−a=c−m(z−a)m+1+c−m+1(z−a)m+⋯+c−1(z−a)2+c0z−a+c1+c2(z−a)+⋯
	





f(z)z−a는 a를 제외하고 D 안에 다른 극점이 없으므로, 유수 정리는 즉시 적분 12πi∮γf(z)z−adz가 Res(f(z)z−a;a)와 같음을 알려주며, 이는 위의 로랑 급수를 보면 c0와 같습니다.










32.4 편각 원리


까다로운 응용 하나는 다음과 같습니다. 다항식 P(x)=(x−a1)e1(x−a2)e2…(x−an)en이 주어졌을 때, 다음이 성립함을 알고 있을 수도 있습니다




	
	P′(x)P(x)=e1x−a1+e2x−a2+⋯+enx−an.
	





양 P′/P는  로그 도함수라 불리는데, 이는 logP의 도함수이기 때문입니다. 이 요령은 P의 영점을 P′/P의 차수 1짜리 극점으로 변환할 수 있게 해줍니다; 게다가 이 극점들의 유수는 근들의 중복도입니다.




유사한 방식으로, 임의의 유리형 함수 f에 대해서도 비슷한 결과를 얻을 수 있습니다.





명제 32.4.1 (로그 도함수).


f:U→ℂ를 유리형 함수라 합시다. 그러면 로그 도함수 f′/f는 U에서 ℂ로 가는 함수로서 유리형입니다; 그 극점들은 오직 다음과 같습니다:


	(i)

f의 각 영점에서, 그 유수가 중복도인 극점, 그리고




	(ii)

f의 각 극점에서, 그 유수가 극점 차수의 음수인 극점.












다시 말해, 극점을 거의 음의 중복도를 갖는 영점으로 생각할 수 있습니다. 이러한 정신은 아래에서 예시됩니다.




증명.


로랑 급수를 쓰면 매우 쉽습니다. a를 f의 영점/극점이라 하고, 일반성을 잃지 않고 편의상 a=0으로 둡시다. 0에서의 로랑 급수를 취하면




	
	f(z)=ckzk+ck+1zk+1+…
	





가 되는데, 여기서 0이 극점이면 k<0이고 0이 영점이면 k>0입니다. 도함수를 취하면




	
	f′(z)=kckzk−1+(k+1)ck+1zk+….
	





이제 f′/f를 살펴보면; 약간의 계산을 통해 이는 다음과 같아집니다




	
	f′(z)f(z)=1zkck+(k+1)ck+1z+…ck+ck+1z+….
	





따라서 z=0에서 유수가 k인 단순 극점을 얻습니다. ∎





이 기법을 이용하면 이른바 편각 원리를 사용하여 정칙 폐곡선 내부의 영점과 극점의 개수를 결정할 수 있습니다.222복소수 z의 편각이 실수축과 z를 나타내는 벡터가 이루는 각도이기 때문에 이렇게 불리는 것이지, 어떤 논증(argument)을 사용해야 하기 때문은 아닙니다. z∈ℂ를 ℝ2의 한 점으로 해석하면, z의 편각은 예제 44.7.4에서 정의한 θ(z)와 같습니다.





정리 32.4.2 (편각 원리).


γ를 정칙 곡선이라 합시다. f:U→ℂ가 γ 내부와 γ 위에서 유리형이고, f의 영점과 극점 중 어느 것도 γ 위에 놓여 있지 않다고 가정합니다. 그러면




	
	12πi∮γf′fdz=12πi∮f∘γ1zdz=Z−P
	





여기서 Z는 γ 내부의 영점 개수(중복도를 포함하여 셈)이고 P는 γ 내부의 극점 개수(역시 중복도를 포함하여 셈)입니다.







증명.


코시의 유수 정리를 앞선 명제와 함께 적용하면 바로 얻어집니다. 실제로는 회전수를 통해 임의의 곡선 γ로 일반화할 수 있습니다: 적분값은




	
	12πi∮γf′fdz=∑영점 z𝐈(γ,z)−∑극점 p𝐈(γ,p)
	





여기서 합은 중복도를 포함하여 계산됩니다. ∎





따라서 편각 원리를 이용하면 원하는 임의의 영역 내부의 영점과 극점의 개수를 셀 수 있습니다.




컴퓨터는 이를 이용하여, 값은 계산할 수 있지만 전체적인 거동은 이해하기 어려운 함수에 대한 정보를 얻을 수 있습니다. 정칙 함수 f가 있고 그 영점이 어디에 있는지 알고 싶다고 합시다. 그러면 그저 다양한 원 γ를 골라 시작하면 됩니다. 기계적인 반올림 오차가 있더라도, 적분값은 참인 정수값에 충분히 가까워서 임의로 주어진 원 안에 영점이 몇 개 있는지 결정할 수 있습니다. 리만 가설(리만 제타 함수의 영점에 관한 가설)에 대한 수치적 증거도 이러한 방식으로 얻을 수 있습니다.







32.5 여담: 기하학적으로 바라본 편각 원리


편각 원리를 이해하는 또 다른, 더 기하학적인 방법이 있습니다.




함수 f가 0을 포함하는 연결된 열린집합 U 위에서 정칙이며, 0에서 영점이나 극점을 가질 수도 있다고 가정합시다. γ:[0,2π]→U를 U에 포함된 곡선으로서, 0이 이 곡선의 상에 속하지 않는 것으로 둡시다.




a=γ(0)을 γ의 시작점으로, b=γ(2π)를 γ의 끝점으로 둡니다.




z↦logz가 실제 함수가 아니라는 것은 모두 알고 있습니다 — 0에서의 특이점을 무시하더라도, 이는 분지 절단을 가지고 있습니다 (이는 장 33에서 형식적으로 다룰 것입니다).




그럼에도 불구하고, 눈을 감고 기호들을 이리저리 옮겨보면 다음을 얻습니다:




	
	12πi∮γf′(z)f(z)dz
	=12πi∮γddzlogf(z)dz
	





	
	
	=12πi∮γd(logf(z))
	





	
	
	=12πi⋅(logf(b)−logf(a)).
	





놀랍게도, 모든 것이 아주 깔끔하게 소거되는 것처럼 보입니다! 이는 우연이 아닙니다.




이제, γ가 원이라면 a=b이므로, 위 공식은 겉보기에 적분값이 0이라고 말하는 것처럼 보입니다? 다행히도, 그렇지 않습니다 — log은 사실 함수가 아니기 때문입니다.




그렇다면, 위 공식은 어떤 의미를 가질까요? 그렇습니다! 엄밀하게 증명하지는 않겠지만, 요점은 다음과 같습니다:


점 p가 a에서 b까지 매끄럽게 이동하고, logf(p)가 그 값을 따라간다고 하면, logf(b)−logf(a)는 logf(p) 값의 변화량을 나타냅니다.






절 66.2의 표기법에서, 쥐는 γ를 따라 a에서 b까지 이동하고, 첫 번째 로봇은 f∘γ를 따라 f(a)에서 f(b)까지 이동하며, 두 번째 로봇은 logf(a)에서 logf(b)까지 이동합니다.




잠시 쥐에 대해서는 잊는다면, 다음을 주목하십시오:


12πi∮γf′(z)f(z)dz의 값은 첫 번째 로봇이 원점을 감는 횟수와 같습니다.



즉, 𝐈(f∘γ,0)입니다. (이는 ∮dlogz=∮1zdz가 감김수와 같다는 것을 증명하기 위해 우리가 해온 모든 작업 덕분에 본질적으로 자명하게 알 수 있습니다.)




마지막으로, z3과 같은 간단한 예시들을 살펴보면:

[image: 도표]
회전수와 영점의 중복도 사이의 관계를 바로 확인할 수 있습니다:


z가 원점 주위를 원을 그리며 한 번 돈다면, zn은 원점 주위를 원을 그리며 n번 돕니다.



z−n도 크게 다르지 않습니다 — 이 역시 원점 주위를 원을 그리며 n번 돌지만, 방향만 반대입니다.




이 모든 조각을 짜맞추면 편각 원리를 얻습니다 — 로그 도함수를 이용하여 근의 중복도와 극점의 위수를 셀 수 있습니다.







32.6 철학: 정칙 함수는 왜 그렇게 좋은 성질을 가지는가?


정칙 함수와 유리형 함수를 다루며 누렸던 모든 즐거움은 복소 미분가능성이 매우 강한 조건이라는 사실로 귀결됩니다. 언뜻 보기에는 ℝ2처럼만 보이는 ℂ가 실은 체(field)라는 것은 작은 기적입니다. 게다가 ℝ2는 자명하지 않은 폐곡선을 그릴 수 있다는 좋은 성질을 가지고 있으며(실함수에 대해서도 ∫aafdx=0이라는 사실은 성립하지만, 이는 그다지 흥미롭지 않습니다!), 이 때문에 이론이 훨씬 더 흥미로워집니다.




시우333하버드 대학교 교수.의 또 다른 직관 하나를 들자면: 사원수 위에서 (좌측) 미분가능한 함수를 얻으려 하면, 결국 선형 함수만 남는다는 것을 발견하게 됩니다.







32.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 32A (대수학의 기본 정리).


f가 차수 n인 영이 아닌 다항식이면 n개의 근을 가짐을 증명하십시오.








문제 32B (루셰 정리).


f,g:U→ℂ가 정칙 함수이고, U가 단위원판을 포함한다고 하십시오. 단위원 위의 모든 z에 대해 |f(z)|>|g(z)|라고 가정하십시오. f와 f+g가 단위원 내부에 엄격하게 놓인 영점의 개수(중복도를 포함하여)가 같음을 증명하십시오.








문제 32C (쐐기 윤곽).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

n≥3인 각 홀수 정수에 대해, 다음 이상적분의 값을 구하십시오




	
	∫0∞11+xndx.
	






힌트. 이를 ”쐐기 윤곽”이라고 합니다. 중심각이 2πn이고 반지름이 r인 원의 부채꼴로 이루어진 쐐기 모양에 대해 적분해 보십시오. 그런 다음 r→∞일 때의 극한을 취하십시오.




풀이. https://math.stackexchange.com/q/242514/229197을 참고하십시오. 여기서는 2019가 3으로 대체되어 있습니다.










문제 32D (또 다른 경로).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

다음 적분이




	
	∫−∞∞cosxx2+1dx
	





수렴함을 증명하고 그 값을 구하십시오.


힌트. 이는 lima→∞∫−aacosxx2+1dx입니다. 각 a에 대해 반원을 구성하십시오.










문제 32E.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

f:U→ℂ를 상수가 아닌 정칙 함수라 하십시오.


	(a)

(열린 사상 정리) fimg(U)가 ℂ에서 열린집합임을 증명하십시오.444따라서 임의의 열린집합 V⊆U의 상도 ℂ에서 열린집합입니다(f를 V로 제한한 것에 대해 증명을 반복함으로써).




	(b)

(최대 절댓값 원리) |f|가 U 위에서 최댓값을 가질 수 없음을 보이십시오. 즉, 임의의 z∈U에 대해 |f(z)|<|f(z′)|를 만족하는 z′∈U가 존재함을 보이십시오.
















장 33 정칙 제곱근과 로그


이 장에서는 정칙 제곱근과 로그의 의미를 명확히 하겠습니다. 주요 결과는 정리 33.3.2, 정리 33.4.2, 따름정리 33.5.1, 정리 33.5.2입니다. 원하신다면 이 네 가지 결과만 읽고 그것들이 어떻게 도출되었는지에 대한 논의는 건너뛰셔도 됩니다.




f:U→ℂ를 정칙 함수라 하겠습니다. f의  정칙 n제곱근이란 모든 z∈U에 대해 f(z)=g(z)n을 만족하는 함수 g:U→ℂ를 말합니다. f의  로그란 모든 z∈U에 대해 f(z)=eg(z)를 만족하는 함수 g:U→ℂ를 말합니다. 우리가 알아내고자 하는 주요 질문은 다음과 같습니다: 이러한 것들은 언제 존재할까요? 특히 f=id인 경우는 어떨까요?





33.1 동기 부여: 복소수의 제곱근


먼저, 임의의 복소수 z에 대해 z를 정의할 수 있을까요?




처음 마주치는 명백한 문제는, 임의의 z에 대해 w2=z를 만족하는 수 w가 두 개 존재한다는 것입니다. 어떻게 하나를 선택할 수 있을까요? 일반적인 제곱근 함수의 경우, 우리는 ”양수”라는 개념을 가지고 있었으므로 단순히 양의 근을 취했습니다.




이를 좀 더 발전시켜 보겠습니다: z=r(cosθ+isinθ)가 주어졌을 때(여기서 r≥0), 우리는 근을 다음과 같이 취해야 합니다




	
	w=r(cosα+isinα).
	





이때 2α≡θ(mod2π)를 만족합니다; α(mod2π)에 대해서는 π만큼 차이 나는 두 가지 선택지가 있습니다.




복소수의 경우, α를 선택하는 명백한 방법이 없습니다. 그럼에도 불구하고 우리는 임의의 구분을 시도해 볼 수도 있을 것입니다: 단순히 −12π<α≤12π인 α를 선택하면 어떻게 되는지 살펴보겠습니다.




아래 그림에는 이 ”위쪽-절반” 제곱근에 따른 몇몇 점들(빨간색)과 그 상(파란색)이 나타나 있습니다. α에 대한 조건은 파란색 점들이 오른쪽-절반 평면에 놓이도록 강제한다는 것을 의미합니다.




[image: 도표]



여기서 각 i에 대해 wi2=zi이며, 우리는 wi가 복소평면의 오른쪽 절반에 놓이도록 제약을 가하고 있습니다. 명백한 문제가 있음을 알 수 있습니다: 점 w5와 w7 근처에서 큰 불연속이 발생합니다! 근처의 점 w6은 매우 멀리 떨어진 곳으로 매핑되었습니다. 이러한 불연속은 음의 실수축 위의 점들이 ”경계”에 있기 때문에 발생합니다. 예를 들어, −4가 주어지면 이를 2i로 보내지만, 우리는 경계에 도달한 것입니다: 구간 −12π<α≤12π에서 우리는 바로 오른쪽 끝에 있는 것입니다.




우리가 건드리면 안 되는 이 음의 실수축이 바로 나중에 분지 절단이라 부르게 될 것이지만, 지금은 이를 죽음의 광선이라고 부르겠습니다. 이는 빨간 점들에게 보내는 경고입니다: 이 선을 넘으면 죽게 됩니다! 하지만 빨간 원을 약간만 위로 옮기면(음의 실수축을 벗어나도록) 이 문제는 완전히 피할 수 있으며, 우리는 ”좋은” 제곱근처럼 보이는 것을 얻게 됩니다.




[image: 도표]



사실 죽음의 광선은 상당히 임의적입니다: 이는 우리가 −12π<α≤12π를 택했을 때 발생한 “경계 문제”의 집합입니다. 대신 구간 0≤α<π를 고집했다고 합시다; 그러면 죽음의 광선은 대신 양의 실수축이 될 것입니다. 앞서 있던 원은 이제 아무 문제 없이 작동합니다.




[image: 도표]



우리가 보는 것은, 특정 α-구간을 선택하면 서로 다른 경계 사례 집합으로 이어지고, 따라서 서로 다른 죽음의 광선이 생긴다는 것입니다. 이 광선들이 공통으로 가지는 유일한 점은 그 시작점인 영입니다. 다시 말해, 빨간 원과 α의 제한이 주어졌을 때, 죽음의 광선이 그것을 비켜가는 한 저는 멋진 “제곱근을 취한” 파란 원을 만들 수 있습니다.




그렇다면 도대체 무슨 일이 벌어지고 있는 것일까요?







33.2 정칙 함수의 제곱근


무슨 일이 일어나고 있는지 그림을 얻기 위해, 좀 더 일반적인 문제를 고려해보고자 합니다: f:U→ℂ가 정칙이라고 합시다. 그러면 우리는




	
	f(z)=g(z)2.
	





를 만족하는 정칙 함수 g:U→ℂ가 존재하는지 판단하고자 합니다. 앞서 f=id로 논의한 바에 따르면 U=ℂ에 대해서는 이를 달성할 수 없다는 것을 알 수 있습니다; 문제를 일으키는 “반직선”이 존재하기 때문입니다. 그러나 g가 존재하는 함수 f:ℂ→ℂ도 분명히 존재합니다. 가장 간단한 예로, f(z)=z2은 분명 제곱근을 가져야 합니다!




이제 제곱근을 얼기설기 짜맞출 수 있는지 살펴봅시다. 앞서 우리가 했던 것은 각 점에서 두 선택지 중 하나를 강제하는 규칙을 명시하려는 시도였습니다. 이는 불필요하게 엄격합니다. 아마 다음과 같이 할 수도 있을 것입니다: z0∈U의 한 점에서 시작하여, f(z0)의 제곱근 w0을 선택한 다음, 거기서부터 다른 점들의 제곱근을 “짜맞추어” 나가는 것입니다. 짜맞춘다는 것이 무슨 뜻일까요? 자, z1이 z0에 매우 가까운 점이고, 우리가 f(z1)의 제곱근 w1을 선택하고자 한다고 합시다. 두 가지 선택지가 있지만, 우리는 또한 w0이 w1에 가까울 것이라고 기대할 수 있습니다. 우리가 매우 운이 나쁘지 않은 한, 이것이 w1의 어느 선택을 골라야 하는지 알려줄 것입니다. (어리석은 구체적 예: 만약 제가 −17의 제곱근으로 −4.12i를 택했고, 그런 다음 여러분에게 이 제곱근을 −16까지 계속하라고 요청한다면, ±4i 중 어느 부호를 골라야 할까요?)




위의 스킴에는 운이 나쁠 수 있는 두 가지 경우가 있습니다: 첫째, w0=0이면 우리는 가망이 없습니다. 하지만 이를 피하더라도, 복소평면에서 완전히 한 바퀴를 돌면 시작한 곳과 다른 곳에 도달할 수도 있다는 점을 걱정해야 합니다. 구체적으로, 다시 f=id인 다음 상황을 고려해 봅시다:




[image: 도표]



우리는 점 z0에서 시작했으며, 그것의 제곱근 중 하나를 w0으로 삼았습니다. 그런 다음 원점 주위로 완전한 빨간 원을 한 바퀴 감았는데, 결국 그 끝에서 파란 호가 시작했던 곳과 다른 곳에 있음을 발견했습니다!




앞서의 구간 구성 또한 통하지 않습니다: α의 구간을 어떻게 선택하더라도, 어떤 죽음의 광선이든 우리의 빨간 원에 부딪히기 마련입니다. 문제는 어쩐지 우리가 매우 특별한 점 0을 둘러쌌다는 사실에 있습니다.




그럼에도 불구하고, f(z)=z2을 취하면 우리의 “되는 대로 만들어가는” 절차에서 아무런 문제도 생기지 않는다는 것을 알고 있습니다. 그렇다면 도대체 무슨 일이 벌어지고 있는 것일까요?







33.3 피복 사영


지금쯤이면, 만약 여러분이 대수적 위상수학을 다룬 부분을 읽었다면, 이 모든 것이 상당히 익숙하게 느껴질 것입니다. “짜맞추는” 절차는 정확히 올림(lifting)의 개념을 설명합니다.




더 정확히 말하면, 다음과 같은 피복 사영이 존재함을 상기하십시오




	
	(−)2:ℂ∖{0}→ℂ∖{0}.
	





V={z∈U∣f(z)≠0}라고 하겠습니다. z∈U∖V에 대해서는 이미 제곱근 g(z)=f(z)=0=0을 얻었습니다. 따라서 남은 과제는 g:V→ℂ를 완성하는 것입니다.




그러면 본질적으로 우리가 하려는 것은 다음 도식에서 올림 g를 구성하는 것입니다

E=ℂ∖{0}VB=ℂ∖{0}.p=∙2gf
우리의 사상 p는 ”두 번 감기”로 설명될 수 있습니다. 이제 정리 66.2.6에 따르면 이러한 올림이 존재할 필요충분조건은 다음과 같습니다




	
	f∗img(π1(V))⊆p∗img(π1(E))
	





p에 의한 π1(E)의 상의 부분집합인 것입니다. B와 E가 모두 punctured plane이므로, 이들을 S1과 동일시할 수 있습니다.





질문 33.3.1.


π1(B)=ℤ로 동일시하면 p에 의한 상이 정확히 2ℤ임을 보이십시오.







이는 V 안의 임의의 고리 γ에 대해 f∘γ가 0∈B 둘레로 짝수 감김수를 가져야 함을 의미합니다. 이는 다음과 같습니다




	
	12πi∮γf′fdz∈2ℤ
	





f가 극을 갖지 않기 때문입니다.




2를 n으로 바꾸어 논의를 그대로 이어가면 첫 번째 주요 결과를 얻습니다.





정리 33.3.2 (정칙 n제곱근의 존재).


f:U→ℂ를 정칙 함수라고 하겠습니다. 그러면 f가 정칙 n제곱근을 가질 필요충분조건은 다음과 같습니다




	
	12πi∮γf′fdz∈nℤ
	





U 안의 모든 등고선 γ에 대해 성립하는 것입니다.










33.4 복소 로그


복소 로그의 다가성은 다음 사실에서 비롯됩니다




	
	exp(z+2πi)=exp(z).
	





따라서 ew=z이면, 임의의 복소수 w+2πik 또한 해가 됩니다.




이는 이전과 같은 방식으로 다룰 수 있으며, 다음 도식을 들어올리는 것에 해당합니다.

E=ℂUB=ℂ∖{0}p=expgf
다음과 같은 이유로 더 이상 별도의 V를 다룰 필요가 없습니다:





질문 33.4.1.


f가 영점을 하나라도 가지면 g가 존재할 수 없음을 보이십시오.







사실, ℂ가 단순연결이므로 사상 exp:ℂ→ℂ∖{0}은 보편 피복입니다. 따라서 pimg(π1(ℂ))는 자명합니다. 그러므로 f는 영점이 없을 뿐만 아니라, 0∈B에 대한 감김수 또한 전혀 가질 수 없습니다. 다시 말해:





정리 33.4.2 (로그의 존재성).


f:U→ℂ를 정칙 함수라 하십시오. 그러면 f가 로그를 가질 필요충분조건은 다음과 같습니다




	
	12πi∮γf′fdz=0
	





U 안의 모든 폐곡선 γ에 대해.










33.5 몇 가지 특수한 경우


가장 흔한 특수한 경우는





따름정리 33.5.1 (단순 연결 정의역에서의 영이 아닌 함수들).


f:Ω→ℂ가 연속함수이고, Ω는 단순 연결이라고 합시다. 모든 z∈Ω에 대해 f(z)≠0이면, f는 로그와 정칙 n제곱근을 모두 가집니다.







마지막으로, 맨 처음의 f=id에 대한 질문으로 돌아가 봅시다.




	
	−:U→ℂ
	





가 잘 정의되도록 하는 가장 좋은 정의역 U는 무엇일까요? 분명히 U=ℂ는 성립할 수 없지만, 거의 그만큼 잘 해낼 수 있습니다. f=id의 유일한 영점은 원점에 있다는 점에 주목하십시오. 따라서 로그가 존재하도록 만들고자 한다면, 원점을 둘러싸는 고리를 만드는 것이 불가능하도록 복소평면에 절개를 넣기만 하면 됩니다. 흔히 선택하는 방법은 실수축의 음의 절반, 즉 우리의 첫 번째 죽음의 광선을 제거하는 것입니다. 이를  가지 절단(branch cut)이라 부르고, 0∈ℂ(둘러쌀 수 없는 점)를  가지점(branch point)이라 부릅니다. 이로부터 다음을 얻습니다.





정리 33.5.2 (가지 절단 함수).


다음을 만족하는 정칙 함수들이 존재합니다




	
	log
	:ℂ∖(−∞,0]→ℂ
	





	
	−n
	:ℂ∖(−∞,0]→ℂ
	





명백한 성질들을 만족시키는







이러한 함수의 선택은 여러 가지가 가능합니다(n제곱근에 대해서는 n가지, log에 대해서는 무한히 많은 선택). 이러한 함수의 선택을  가지(branch)라고 부릅니다. 이것이 바로 로그의 ”가지”라는 말이 의미하는 바입니다.




주가지(principal branch)는 ”표준적인” 가지로서, −:ℝ≥0→ℝ≥0를 정의할 때 임의로 양의 가지를 선택하는 방식과 유사합니다. log에 대해서는, ew=z이고 w의 허수부가 (−π,π] 에 속하는 w를 취합니다(2πi의 정수배만큼 이동할 수 있기 때문입니다). 저자들은 종종 이러한 선택을 강조하기 위해 Logz라고 씁니다.







33.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 33A.


정칙 함수 f:U→ℂ가 정칙 로그를 갖는 것은 모든 정수 n에 대해 정칙 n제곱근을 갖는 것과 동치임을 보이십시오.








문제 33B.


U가 닫힌구간 [0,1]을 제외한 복소평면 전체일 때, z↦z(z−1)로 정의된 함수 f:U→ℂ가 정칙 제곱근을 가짐을 보이십시오.











장 34 보너스: 위상수학적 아벨-루피니 정리


우리는 이미 대수학의 기본 정리를 증명했습니다. 이제 정칙 n제곱근에 대한 앞선 직관을 바탕으로, 오차 다항식의 근에 대한 일반적인 공식이 존재하지 않음을 보일 수 있습니다.





34.1 진행 계획


먼저, 여기서 “공식”이 의미하는 바는 무엇일까요?





정의 34.1.1.


오차 공식이란 차수 5 다항식 P의 계수 (a0,…,a5)를 입력으로 받아, 연산 +, −, ×, ÷, n를 유한 번 사용하여 P의 다섯 근 (z1,⋯,z5)로 대응시키는 공식일 것입니다.







이제, 제안된 오차 공식 F는 근이 같으면 같은 계수를 받으므로 같은 출력을 냅니다. 이는 얼핏 보기엔 문제가 없어 보이지만, 두 근을 연속적으로 맞바꾸는 경우 더 많은 문제가 생길 수 있습니다. F는 이러한 순열 아래에서 근들의 어떤 순서를 만들어내고 보존해야 합니다.





질문 34.1.2.


임의의 F가 근들을 매끄러운 경로를 따라 움직일 때 실제로 어느 근이 어느 근인지 추적해야만 함을 스스로 확인해 보십시오.








비고 34.1.3.


브링 근호와 같은 더 복잡한 함수를 끌어들이면 이는 성립하지 않습니다. 하지만 이는 딱히 “공정한 경기”로 여겨지지 않았습니다.










34.2 단계 1: 가장 단순한 경우


동기 부여를 위해 먼저 n 연산자를 무시해 봅시다. 어떤 유리함수 R이 항상 오차 다항식 P(z)=(z−z1)(z−z2)(z−z3)(z−z4)(z−z5)의 근 하나를 찾아낸다고 말했다고 가정해 봅시다. 단순화를 위해, 모든 근이 서로 다르다고 합시다.




처음에 R이 z1을 출력한다고 가정해 봅시다. 다른 근들을 지나지 않는 두 개의 서로 교차하지 않는 경로를 따라 근 z1과 z2를 매끄럽게 맞바꿀 때 무슨 일이 일어나는지 살펴봅시다.




[image: 도표]



R이 연속이므로, 같은 근을 추적하고 있어야 합니다. 하지만 z1과 z2를 맞바꾸는 것을 마치면, P의 계수는 처음과 동일해집니다. 그런데 이는 R이 속아서 출력하는 근을 바꾸었다는 것을 의미하며, 모순입니다!




여기서 더 큰 그림은, S5에서 근들의 순서를 바꾸면서도 R을 고정시키는 연산을 찾을 수 있었다는 점입니다.







34.3 단계 2: 중첩된 근호


n를 다시 그림에 추가하면, 이 아이디어는 그대로는 더 이상 통하지 않습니다.





예제 34.3.1 (이차 공식).


경시대회 수학을 해본 적이 있다면, 다항식 P(z)=az2+bz+c=(z−z1)(z−z2)에 대해 다음의 두 분지가




	
	−b±b2−4ac2a
	





z1과 z2를 준다는 것을 알고 있을 것입니다.




그렇다면 왜 여기서 z1과 z2를 맞바꾸는 것이 모순을 낳지 않을까요? 그것은 모든 계수가 결국 시작 위치로 돌아오는 반면, b2−4ac가 이동하는 방식의 들어올림은 그렇지 않을 수 있기 때문입니다.








연습문제 34.3.2.


다항식 z2−1을 생각해 봅시다. 그런 다음 근들을 매끄럽게 맞바꾸어 (z−eit)(z+eit)라는 중간 다항식들을 얻습니다. 이차 공식으로 주어지는 두 근 역시 위치가 맞바뀜을 확인해 보십시오.







이제 유리함수의 n제곱근 Rn이라는 다음으로 단순한 경우를 생각해 보고, 근들의 자명하지 않은 순열로 이를 고정시켜 봅시다.




근 z1과 z2를 맞바꾸면 R은 그대로 유지되지만, 원점을 도는 R의 경로 α는 위상에서 2πa만큼의 변화를 누적했을 수 있습니다. z1과 z2를 같은 방식으로 다시 맞바꾼다면, 위상의 변화는 원래대로 되돌리겠지만, 결국 아무것도 하지 않은 것과 같아질 것입니다.




하지만 위상의 변화는 아벨적인 반면, 순열은 그렇지 않습니다. 근 z2와 z3을 맞바꾸는 또 다른 연산을 생각해 봅시다. 두 연산의 교환자를 취하면, 모든 위상은 그대로 유지되지만 결국 순열 (12)(23)(12)−1(23)−1을 얻게 됩니다.




두 번째 연산의 경로를 β로 표시한다면, 이는 αβα−1β−1에 대응됩니다.




[image: 도표]




연습문제 34.3.3.


이 순열 연산이 자명하지 않음을 보이십시오.







이제 우리는 더 나은 도구를 가지고 있습니다: 유리 함수의 n제곱근을 고정하는 S5의 순열들과, +, −, ×, ÷ 하에서의 이들의 합성을 가지고 있습니다.




이제 중첩된 근호는 어떻게 다루어야 합니까?





예제 34.3.4 (삼차 공식).


삼차 공식에는 까다로운 항이 포함되어 있습니다.




	
	2b3−9abc+27a2d+(2b3−9abc+27a2d)2−4(b2−3ac)323.
	





여기서 우리는 여러 개의 근을 취했습니다.








정의 34.3.5.


중첩된 근호의 차수를, 근호가 다른 근호 안에서 발견될 수 있는 최대 횟수로 정의합니다.







이제 예를 들어 ab+c−d3와 같은, 차수가 2인 중첩된 근호를 생각해 봅시다. 우리는 세제곱근의 내부를 고정하는 자명하지 않은 교환자 σ와 ρ를 가지고 있음을 알고 있지만, 이번에도 위상은 각 연산 개별적으로는 보존되지 않을 수 있습니다. 다시 한번, 우리는 이 교환자들의 교환자, 예를 들어 같은 논리에 의해 위상 문제를 해결하는 σρσ−1ρ−1를 고려할 수 있습니다.




차수가 3인 근호 등을 해결하기 위해 교환자들의 교환자들의 교환자를 고려하지 못할 이유는 없습니다. 따라서 우리가 항상 자명하지 않은 교환자를 계속 얻을 수 있다는 것만 남습니다.







34.4 3단계: 정규 군


우리는 이를 군론 문제로 환원했습니다. 교환자들의 사슬이 주어졌을 때




	
	S5=G⊇G(1)⊇G(2)⊇…
	





여기서 각 군은 이전 군의 교환자 부분군이며, 우리는 G(n)이 결코 자명해지지 않음을 보이고자 합니다. 이 사슬을  유도열이라고 부릅니다.





연습문제 34.4.1.


군 G의 교환자 부분군 [G,G]에 대해 [G,G]⊴G가 성립하며, G/[G,G]가 아벨 군임을 보이십시오.








정의 34.4.2.


군 G는 그 유도열이 결국 자명해지면  가해군이라고 합니다.







따라서 남은 것은 S5가 가해군이 아님을 보이는 것뿐입니다. 이는 이 장의 위상수학적 아이디어와는 관련이 없는 계산이므로, 문제 34A로 미루겠습니다.







34.5 요약


이것이 실제로 타당한 증명이기는 하지만, 여기에는 몇 가지 장단점이 있습니다. 단점으로는, z5−z−1과 같은 다항식이 중첩된 n제곱근을 사용하여 표현할 수 없는 근을 가진다는 것을 우리가 보이지 않았다는 점입니다. 우리는 단지 모든 5차 다항식에 대한 공식이 존재하지 않는다는 것만을 보였을 뿐입니다.




장점으로는, 이 논증을 통해 exp, sin, cos와 같은 함수들을 더 추가하더라도 그러한 공식이 존재하지 않음을 쉽게 보일 수 있다는 점입니다. 또한 이 정리를 A5가 가해군이 아니라는 사실과 비교할 때 사람들이 무엇을 의미하는지를 대략적으로 이해할 수 있게 해줍니다.







34.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 34A.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

A5가 가해군이 아님을 보이십시오.











부 X 측도론


	35 측도 공간

	36 보렐 측도와 르베그 측도 구성하기

	37 르베그 적분

	38 르베그 적분과 순서 교환하기

	39 보너스: 폰트랴긴 쌍대성에 대한 힌트






장 35 측도 공간


다음으로 우리가 나아갈 방향에 대한 개요를 소개합니다. 앞으로 몇 개의 장에 걸친 우리의 목표는 큰 수의 법칙과 중심극한정리를 서술(그리고 경우에 따라서는 증명)하기 위한 장치를 발전시키는 것입니다. 이러한 목적을 위해서는 미적분학 101에서 다룬 얼마 안 되는 작업으로는 심각하게 부족할 것입니다: ℝ(또는 ℝn)에서의 적분만으로는 도저히 해낼 수 없을 것입니다.




이 장에서는 ”크기라는 개념을 갖춘 공간”으로 생각할 수 있는 ”측도 공간”의 이론을 발전시킬 것입니다. 그러면 이른바 르베그 적분(어떤 의미에서는 리만 적분보다 거의 엄격하게 더 낫다고 할 수 있습니다)을 이용해 이러한 공간 위에서 적분할 수 있게 됩니다.





35.1 문자 연상


앞으로 등장할 객체의 ”종류”가 매우 많으므로, 다음 몇 개의 장에 걸쳐 우리가 사용할 문자 연상을 소개합니다. 이렇게 하면 어떤 문자가 사용되었는지만 보고도 각 객체의 ”종류”를 더 쉽게 알 수 있습니다.


	•

측도 공간은 Ω로 표기하고, 그 원소는 ω로 표기합니다.




	•

대수와 σ-대수는 필기체 𝒜, ℬ, …로 표기합니다. 그 안에 속한 집합은 초반부 대문자 로마자 A, B, C, D, E, …로 표기합니다.




	•

측도(즉, 집합을 실수에 대응시키는 함수)는 보통 μ 또는 ρ로 표기합니다.




	•

확률 변수(세계를 실수로 보내는 함수)는 보통 후반부 대문자 로마자 X, Y, Z, …로 표기합니다.




	•

ℝ→ℝ 함수는 로마자로 표기하며, pdf에는 f, g 같은 문자를, cdf에는 F, G 같은 문자를 사용합니다.




	•

실수는 소문자 로마자 x, y, z 같은 문자로 표기합니다.












35.2 확률 변수를 통해 측도 공간의 동기 부여하기


우리가 왜 측도 공간을 구성하고 싶어 하는지 동기를 부여하기 위해, (실제)  확률 변수에 대해 이야기해 보고자 합니다. 이는 다음과 같은 것으로 생각할 수 있습니다.


	•

동전 던지기의 결과,




	•

토요일 보스턴의 최고 기온,




	•

다음 주말 여러분의 18.725 데이트에 비가 올 가능성.









왜 이것을 제대로 발전시키려면 긴 이론이 필요할까요? 단순한 동전 던지기라면 직관적으로 그저 ”앞면 50%, 뒷면 50%”라고 생각하고 끝날 것입니다. 기온의 경우는 이산적이지 않고 연속적이기 때문에 상황이 조금 더 까다롭지만, 여러분이 신경 쓰는 것이 오직 그 하나의 기온뿐이라면 미적분학만으로도 이를 다루기에 충분해 보입니다.




하지만 변수들이 서로 ”이야기를 나누기” 시작하면 상황은 더 미묘해집니다: 최고 기온은 비가 올지에 대해 약간의 정보를 알려줍니다. 예를 들어 기온이 매우 높으면 맑을 가능성이 상당히 높기 때문입니다. 갑자기 우리는 조건부 확률에 대해 이야기하고 싶어지지만, 이는 완전히 골치 아픈 문제입니다 — 이러한 것들 사이의 관계는 매우 빠르게 매우 복잡해질 수 있습니다.




이를 위한 형식 체계를 얻는 큰 아이디어는 다음과 같습니다:


우리의 측도 공간 Ω는 세계 전체의 공간으로 생각될 것이며, 각 ω∈Ω는 하나의 세계를 나타냅니다. 확률 변수는 세계에서 ℝ로 가는 함수입니다.



이런 방식으로, ”세계”의 공간이 모든 지저분한 상호의존성을 처리해 줍니다.




그러면 우리는 세계의 집합에 ”측도”를 부여할 수 있습니다: 예를 들어, 공정한 동전이라는 것은, 여러분이 오직 그 한 번의 동전 던지기에만 관심이 있다면, 그 동전이 앞면을 보인 세계의 ”비율”이 12여야 한다는 것을 의미합니다. 이는 어떤 면에서는 여러분이 고등학교에서 배운 것과는 거꾸로입니다: 공식적으로는, 확률에서 시작하는 것이 아니라 세계의 공간에서 시작합니다.




2Ω개의 부분집합 모두에 대해 잘 정의된 측도를 부여할 방법이 없다는 것이 곧 명백해질 것입니다. 다행히도 실제로는 그렇게 할 필요가 없으며, σ-대수라는 개념이 ”우리가 그럭저럭 해나가기에 충분한 측정 가능한 집합”이라는 아이디어를 포착해 낼 것입니다.





비고 35.2.1 (무작위 시드).


프로그래밍을 해 보셨다면 또 다른 비유로 이해하실 수 있습니다: 각 ω∈Ω는 무작위 시드이며, 모든 것이 거기서부터 결정됩니다.










35.3 측도 공간을 기하학적으로 동기 부여하기


자, 우리에게는 가능한 점들의 집합 Ω가 있고 (이는 앞선 논의의 맥락에서 세계들의 집합으로 생각할 수 있습니다), Ω 안의 점들의 부분집합에 측도(부피라고 생각하십시오)를 부여하고자 합니다. 이제 우리가 마주칠 몇 가지 장애물들을 설명하여, 측도 공간이 어떻게 정의되는지에 대한 동기를 부여하고자 합니다 (앞 절에서는 우리가 왜 그런 것을 원하는지에 대해서만 동기를 부여했습니다).




이를 순진하게(naïvely) 시도하면, 기본적으로 곧바로 집합론적인 문제에 부딪히게 됩니다. 이런 일이 왜 일어날 수 있는지 생각해 볼 좋은 예시는 Ω=ℝ2이고 측도가 넓이에 대응하는 경우입니다. 고등학교에서처럼 삼각형의 넓이를 정의할 수 있고, 그다음 다각형으로 근사하는 방식으로 원의 넓이도 정의해 볼 수 있습니다. 하지만 예를 들어 부분집합 ℚ2에는 어떤 넓이를 부여해야 할까요? (”0”이 실제로 통하는 답이라는 것이 밝혀집니다.) 또는, 단위 원판은 무한히 많은 점들로 이루어져 있는데, 각 점은 측도가 0이어야 마땅하지만 그렇다면 그것들의 합집합은 왜 측도 π를 갖는 것일까요? 등등.




이에 대해서는 나중에 더 이야기하겠지만, 여러분은 이미 바나흐-타르스키 역설에 대해 들어보았을 수도 있습니다. 이 역설은 본질적으로 ℝ3의 모든 낱낱의 부분집합에 측도를 부여하면서도 기본적인 상식 검사를 만족시킬 수 있는 좋은 방법이 없다는 것을 보여줍니다. 유클리드 공간의 가능한 부분집합이 그저 너무나 많습니다.




하지만 좋은 소식은, 이러한 집합들 대부분은 우리가 결코 신경 쓰지 않을 것들이며, 특정한 ”충분히 좋은 집합들”에 대해서만 측도를 정의하면 충분하다는 것입니다. 우리가 사용할 형용사는 가측이며, 이것이 실용적인 목적에 있어서 훨씬, 훨씬 더 충분히 좋다는 것이 밝혀질 것입니다.




우리는 일반적으로 가측 집합에 대해 A, B, …를 사용하고, 가측 집합 전체의 모임을 필기체 𝒜로 표기하겠습니다.







35.4 σ-대수와 가측 공간


여기 기계어 코드가 있습니다.





정의 35.4.1.


가측 공간은 점들의 공간 Ω와, Ω의 부분집합들의  σ-대수 𝒜 (Ω의 ”가측 집합들”)로 이루어집니다. 집합 𝒜는 다음 공리들을 만족해야 합니다:


	•

𝒜는 ∅과 Ω를 포함합니다.




	•

𝒜는 여집합과 가산 합집합/교집합에 대해 닫혀 있어야 합니다. (명명법에 대한 힌트: σ는 보통 일종의 ”가산 유한” 조건을 나타냅니다.)












(불만: 이 용어는 나중에 ”측도 공간”과 혼동될 수 있기 때문에 발음상 헷갈립니다. 이렇게 생각하는 방법이 있습니다: ”가측(measur가능한) 공간은 σ-대수를 가지고 있어서 그 위에 측도를 두려고 시도할 수는 있지만, 아직 두지는 않았다”는 것입니다.)




이 정의는 몇몇 특정한 경우에는 실제로 우리가 생각하는 방식이지만, 대부분의 경우 우리는 실제로 𝒜를 다른 방식으로 구체화할 것입니다:





정의 35.4.2.


Ω를 집합이라 하고, Ω의 부분집합들의 어떤 모임 ℱ를 생각해 봅시다. 그러면  ℱ에 의해 생성된 σ-대수는 ℱ를 포함하는 가장 작은 σ-대수 𝒜입니다.







수학에서 흔히 그렇듯, ”생성된다”라는 말을 보면 이는 정의가 스스로 ”알아서 처리하도록” 내버려 둔다는 뜻입니다. 그러니 만약 Ω=ℝ이고, 제가 𝒜가 모든 열린집합을 포함하기를 원한다고 합시다. 그러면 정의에 의해 모든 여집합도 포함해야 하므로, 모든 닫힌집합도 포함하게 됩니다. 그다음에는 모든 반열린 구간도 포함해야 하며, 그러고 나서는…. 최종적으로 𝒜의 모양이 정확히 어떻게 되는지 따져보려 하기보다는(이는 기본적으로 불가능한 것으로 밝혀집니다), 그냥 포기하고 ”𝒜는 열린집합에서 시작해 합집합/여집합 연산을 반복적으로 적용하여 얻을 수 있는 모든 집합이다”라고 말합니다. 혹은 더 노골적으로: ”열린집합에서 시작해서 세차게 흔든다.”111나중에 절 36.4에서 언급하겠지만, 초한 귀납법을 이용한 명시적인 구성이 가능합니다. 그 구성은 예를 들어 |ℬ(ℝ)|=|ℝ|을 증명하는 데에도 유용합니다.




예시 없이 너무 길게 이야기했습니다.





예제 35.4.3 (가측 공간의 예시들).


처음 두 예시는 실제로 𝒜가 무엇인지 말해줍니다. 세 번째 예시(가장 중요함)는 생성을 사용할 것입니다.


	(a)

Ω가 임의의 집합이라면, 멱집합 𝒜=2Ω는 명백히 σ-대수입니다. 이는 Ω가 가산일 때 사용될 것이지만, Ω가 거대하다면 그다지 도움이 되지 않을 것입니다.




	(b)

Ω가 비가산 집합이라면, 우리는 𝒜를 Ω의 부분집합 중 가산이거나 그 여집합이 가산인 것들 전부로 선언할 수 있습니다. (이것이 정의를 만족함을 확인해 보아야 합니다.) 이는 매우 ”성긴” 대수입니다.




	(c)

Ω가 위상 공간이라면,  보렐 σ-대수는 Ω의 모든 열린집합에 의해 생성된 σ-대수로 정의됩니다. 이를 ℬ(Ω)로 표기하고, 그 공간을  보렐 공간이라 부릅니다. 앞서 경고했듯이, 그것이 어떻게 생겼는지 기술하는 것은 기본적으로 불가능하며, 대신 ”우리는 열린집합을 측정할 수 있다”라고 말하는 것으로 생각해야 합니다.













질문 35.4.4.


임의의 위상 공간 Ω에 대해 닫힌집합들이 ℬ(Ω)에 속함을 보이십시오. [0,1) 또한 ℬ(ℝ)에 속함을 보이십시오.










35.5 측도 공간



정의 35.5.1.


그런 다음 가측 공간 (Ω,𝒜)에는  측도라 불리는 함수 μ:𝒜→[0,+∞]가 갖추어지는데, 이는 다음 공리들을 만족해야 합니다:


	•

μ(∅)=0




	•

가산 가법성: A1, A2, …가 𝒜의 서로소인 집합들이라면,




	
	μ(⨆nAn)=∑nμ(An).
	










삼중항 (Ω,𝒜,μ)을  측도 공간이라고 합니다. μ(Ω)=1이면 이를  확률 공간이라고 합니다.








연습문제 35.5.2 (더 약한 동치 정의).


저는 사람들이 실제로 𝒜와 μ를 어떻게 생각하는지를 포착하는 공리를 제시하기로 했는데, 이는 약간의 중복이 있음을 의미합니다: 예를 들어, 여집합과 합집합에 대해 닫혀 있다는 것만으로도 드모르간의 법칙에 의해 교집합을 얻기에 충분합니다. 다음은 더 최소한의 정의로서, 어떤 것이 이 조건들을 만족함을 증명하려 할 때 해야 할 작업량을 줄이는 데 유용합니다:


	(a)

𝒜에 대한 공리는 (i) ∅∈𝒜이고 (ii) 𝒜가 여집합과 가산 합집합에 대해 닫혀 있다는 조건으로 약화될 수 있습니다.




	(b)

μ에 대한 공리는 (i) μ(∅)=0, (ii) μ(A⊔B)=μ(A)+μ(B), (iii) μ(A1)<∞인 A1⊇A2⊇⋯에 대해 μ(⋂nAn)=limnμ(An)이라는 조건으로 약화될 수 있습니다.













비고 35.5.3.


이 정의들에 대한 몇 가지 즉각적인 언급을 살펴보겠습니다.


	•

만약 A⊆B가 가측이면, μ(B)=μ(A)+μ(B−A)이므로 μ(A)≤μ(B)입니다.




	•

특히, 확률 공간에서는 모든 측도가 [0,1] 안에 있습니다. 반면에, 일반적인 측도 공간에서는 +∞도 측도의 가능한 값으로 허용할 것입니다 (그래서 μ의 공역으로 [0,+∞]를 선택한 것입니다).




	•

적어도 가산 합집합/가산 가법성은 허용하고 싶은데, 유한 합집합만으로는 진전을 이루기가 너무 어렵기 때문입니다: 가산 무한히 많은 삼각형의 극한을 이야기할 수 없다면 원의 넓이를 추정하기가 너무 어렵습니다.












반면 비가산 합집합과 비가산 가법성은 허용하고 싶지 않은데, 비가산 합은 거의 항상 잘 성립하지 않기 때문입니다. 특히, 다음과 같은 좋은 초등적 연습문제가 있습니다:





연습문제 35.5.4 (까다로움).


S를 양의 실수들로 이루어진 비가산 집합이라고 합시다. 어떤 유한 부분집합 T⊆S가 존재하여 그 합이 102019보다 큼을 보이십시오. 구어체로 말하면, ”비가산개의 양의 실수는 유한한 합을 가질 수 없다”는 것입니다.







그러므로 무한합은 가산합까지만 허용할 것입니다. 이것이 애초에 우리가 σ-대수를 고려했던 이유입니다.





예제 35.5.5 (측도).


이제 앞선 예시들의 각 공간에서의 측도를 논의하겠습니다.


	(a)

𝒜=2Ω이면 (또는 사실 어떤 𝒜이든) 각 A∈𝒜에 대해 μ(A)=|A|로 선언할 수 있습니다 (|A|=∞인 경우도 포함하여). 이를  셈측도라고 하며, 단순히 원소의 개수를 세는 것입니다.




이는 Ω가 가산 무한일 때 유용하며, Ω가 유한(이면서 공집합이 아닐) 때 최적입니다. 후자의 경우, 우리는 종종 μ(A)=|A||Ω|로 정규화하여 Ω가 확률 공간이 되도록 합니다.




	(b)

Ω가 비가산이고 𝒜를 가산 집합들과 그 여집합들로 잡았다고 합시다. 그러면




	
	μ(A)={0A는 가산입니다1Ω∖A는 가산입니다
	





이는 측도입니다. (이를 확인하십시오.)




	(c)

방 안의 코끼리: ℬ(Ω) 위에 측도를 정의하는 것은 Ω=ℝ인 경우조차도 어려우며, 이는 다음 장에서 다룹니다. 그러니 잠시 숨을 참고 기다려야 합니다. 지금으로서는, ℬ(Ω) 위에 측도를 정의하겠다는 저의 의도를 밝힘으로써, 적어도 모든 열린집합이 부피를 갖기를 바란다는 것만 알면 됩니다.















35.6 바나흐-타르스키의 힌트


이제 저는 ℬ(Ω)가 필요한 타협임을, 그리고 Ω=ℝn과 같은 일반적인 위상 공간에서는 2Ω에 측도를 부여할 가망이 없음을 여러분에게 납득시켜 보겠습니다. (문헌에서는 이 예시를 비탈리 집합이라고 부릅니다.)





예제 35.6.1 (𝒜=2Ω가 적합하지 않은 이유에 대한 기하학적 예시).


Ω를 ℝ2 안의 단위원이라 하고 𝒜=2Ω라 합시다. 우리는 μ(Ω)=1인 Ω 위의 임의의 측도 μ가 바람직하지 않은 성질을 가짐을 보이겠습니다.




∼을 다음과 같이 정의되는 Ω 위의 동치 관계라고 합시다: 두 점이 원점을 중심으로 π의 유리수 배만큼 회전한 차이만 있다면 동치라고 합니다. 각 동치류에서 대표원을 하나씩 뽑아, X를 그 대표원들의 집합이라고 합시다. 그러면




	
	Ω=⨆q∈ℚ0≤q<2(Xqπ 라디안만큼 회전된).
	





우리는 X를 회전시키기만 했으므로, 각 회전은 동일한 측도 m을 가져야 합니다. 그런데 μ(Ω)=1이고, 이 측도에 부여할 수 있는 값은 존재하지 않습니다: m=0이면 μ(Ω)=0이 되고, m>0이면 μ(Ω)=∞가 됩니다.








비고 35.6.2 (선택).


전문가라면 대표원을 뽑는 것(즉 집합 X를 만드는 것)이 엄밀히는 선택공리를 필요로 함을 알아차릴 것입니다. 그렇기 때문에 사람들이 바나흐-타르스키 문제를 이야기할 때, 선택공리도 거의 항상 함께 언급됩니다.







다음 장에서 ℬ(ℝn)에 대한 실제 구성을 보게 될 것이니 계속 지켜봐 주십시오.







35.7 가측 함수


대표적인 예: S⊆Ω에 대해, 𝟏S:Ω→ℝ가 가측 함수인 것은 S가 가측 집합인 것과 동치입니다.




예전에 위상 공간을 다룰 때는 연속 함수를 고려했습니다. 여기서의 유사 개념은 다음과 같습니다:





정의 35.7.1.


(X,𝒜)와 (Y,ℬ)를 가측 공간(또는 측도 공간)이라 합시다. 함수 f:X→Y가  가측이라는 것은, 임의의 가측 집합 S⊆Y(즉 S∈ℬ)에 대해 fpre(S)가 가측(즉 fpre(S)∈𝒜)임을 의미합니다.




대부분의 경우 Y는 실제로 보렐 σ-대수를 가진 위상 공간(예: Y=ℝ)이며, 이 경우 “가측 집합 S”를 “열린집합 S”로 바꿀 수 있습니다. 이 책의 나머지 부분에서는 이를 기본 가정으로 삼아도 좋습니다.







연속 함수의 정의와의 명백한 대칭성 외에도, 절 37.2에서 보게 되듯이, 이 정의는 음이 아닌 함수 f:Ω→ℝ≥0에 대해 ∫Ωfdμ가 존재하는 것이 f가 가측인 것과 동치가 되도록 만듭니다.





비고 35.7.2.


다음 예시가 보여주듯이, 가측 함수가 반드시 연속일 필요는 없다는 점에 유의하십시오. 반면, 실제로 접하게 되는 대부분의 함수는 연속일 것이므로, 그런 경우에는 문제가 없습니다.








예제 35.7.3 (가측 집합의 비가측 원상을 갖는 연속 함수).


f:[0,1]→[0,1]을 데블스 스테어케이스(또는 칸토어 함수)라 합시다. 이 함수는 연속이며, C⊆[0,1]을 칸토어 집합이라 하면 |C|=0이지만 fimg(C)=[0,1]이고 측도는 1이라는 성질을 갖습니다.




g:[0,1]→[0,2]를 g(x)=f(x)+x로 정의합시다. 그러면,


	•

칸토어 집합 C에서 제거되는 각 열린 구간 (a,b)에 대해, |gimg((a,b))|=|(a,b)|입니다.




	•

gimg(C)는 측도 1을 갖습니다.









g가 전단사임에 유의하고, h:[0,2]→[0,1], h=g−1라 합시다. 그러면 h는 연속이지만, 다음이 성립합니다:


	•

hpre(C)=gimg(C)는 측도 1을 가지므로, 비가측 부분집합을 갖습니다,




	•

C는 측도 0을 가지므로, C의 모든 부분집합은 (르베그) 가측입니다,




	•

따라서, 어떤 가측 부분집합 D⊆C에 대해 hpre(D)는 비가측입니다.













명제 35.7.4 (연속이면 보렐 가측).


X와 Y가 위상 공간이고, 두 공간 모두에 보렐 측도를 택했다고 합시다. 위상 공간의 사상으로서 연속인 함수 f:X→Y는 가측이기도 합니다.







증명.


열린집합의 원상이 열린집합이며, 따라서 보렐 가측이라는 사실로부터 따라옵니다. ∎








35.8 “거의”라는 단어에 대하여


이후 장들에서 “거의 모든 곳에서”와 “거의 확실히”라는 표현이 등장하기 시작할 것이므로, 지금 시간을 내어 이에 관해 이야기하는 것이 신중해 보입니다.





정의 35.8.1.


성질 P가  거의 모든 곳에서 또는  거의 확실히 성립한다는 것은, 다음 집합이




	
	{ω∈Ω∣ω에 대해 P가 성립하지 않습니다}
	





측도 0을 가짐을 의미합니다.







예를 들어, 측도 공간 Ω 위에서 정의된 어떤 함수 f와 g에 대해 “f=g 거의 모든 곳에서”라고 말한다면, 이는 측도 0인 집합을 제외한 모든 ω∈Ω에 대해 f(ω)=g(ω)임을 의미합니다.




자, 이것이 정의입니다. 이제 여러분의 직관을 갱신해야 할 핵심은 다음과 같습니다.


측도론에서는 기본적으로 거의 모든 곳에서라는 개념까지만 신경 씁니다.



몇 가지 예시는 다음과 같습니다:


	•

f=g가 거의 모든 곳에서 성립한다면, 측도론은 기본적으로 이 함수들을 구별하지 못합니다. 예를 들어, 거의 모든 곳에서 일치하는 두 함수에 대해 ∫Ωfdω=∫Ωgdω가 성립합니다.




	•

또 다른 예로, “어떤 조건을 만족하는 함수 f가 유일하게 존재한다”는 것을 증명한다면, 그 유일성은 보통 측도 0인 집합의 차이까지만 성립하게 됩니다.






이것은 군의 동형사상과 다소 비슷하다고 생각할 수 있는데, 두 군이 동형일 때 “본질적으로 같다”고 간주하는 것과 같습니다. 다만 이쪽은 익숙해지는 데 시간이 좀 걸릴 수 있습니다.222실제로 일부 사람들은 측도 공간 위의 함수를, 측도 0인 집합 바깥에서의 일치 관계로 나눈 사상들의 동치류로 정의하기도 합니다.







35.9 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 35A.


(Ω,𝒜,μ)를 확률 공간이라 합시다. 측도가 1인 가산 개의 집합들의 교집합 역시 측도가 1임을 보이십시오.








문제 35B (가산 σ-대수에 관하여).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

집합 Ω 위의 σ-대수를 𝒜라고 합시다. 𝒜가 가산 기수를 가진다고 가정합니다. |𝒜|가 유한하고 2의 거듭제곱과 같음을 증명하십시오.











장 36 보렐 측도와 르베그 측도 구성하기


보렐 공간 ℬ(ℝn) 위의 측도를 단번에 정의하는 것은 매우 어렵습니다. 먼저 더 약한 개념을 정의하면 더 쉽습니다. 우리가 정의할 이러한 약한 개념은 두 가지입니다:


	•

준측도(pre-measure): 측도의 공리를 만족시키지만, 측도보다 더 적은 집합들에 대해 정의됩니다: 이들은 완전한 형태의 “σ-대수”가 아니라 “대수” 위에서 정의될 것입니다.




	•

외측도(outer measure): 2Ω 위에서 정의되지만 더 약한 공리를 만족시킵니다.






준측도는 외측도를 낳고, 외측도는 측도를 낳는다는 것이 밝혀질 것입니다.





36.1 사전측도


대표적인 예: Ω=ℝ2라고 합시다. 그러면 직사각형들로 생성된 𝒜0을 취하고, μ0은 일반적인 넓이로 둡니다.




사전측도를 정의하는 방법은 σ-대수를 대수로 약화시키는 것입니다.





정의 36.1.1.


Ω를 집합이라고 합시다.  대수의 개념을 정의하는데, 이는 모든 곳에서 ”가산”을 유한으로 바꾼 것을 제외하면 σ-대수와 동일합니다.




즉: Ω 위의 대수 𝒜0란 2Ω의 공집합이 아닌 부분집합으로서, 여집합과 유한 합집합에 대해 닫혀 있는 것입니다. 부분집합 ℱ⊆2Ω를 포함하는 가장 작은 대수를  ℱ에 의해 생성된 대수라고 합니다.







실제로 우리는 대수에 대해 기본적으로 항상 생성 방법을 사용할 것입니다.





예제 36.1.2.


Ω=ℝn일 때, [a1,b1]×⋯×[an,bn]에 의해 생성된 대수를 ℒ0이라 할 수 있습니다. 전형적인 원소는 다음과 같이 생겼을 것입니다:

[image: 도표]
놀랄 것도 없이, 여기에는 유한개의 직사각형과 그 여집합만 관련되어 있으므로, 이 경우에는 실제로 넓이를 모호함 없이 부여할 수 있으며, 곧 그렇게 할 것입니다.








정의 36.1.3.


대수 𝒜0 위의  준측도 μ0란 다음 공리를 만족시키는 함수 μ0:𝒜0→[0,+∞]입니다


	•

μ0(∅)=0이고,




	•

가산 가법성: A1, A2, …가 𝒜0 안의 서로소인 집합들이고 게다가 서로소 합집합 ⨆Ai가 𝒜0에 포함된다면(이는 대수의 공리에 의해 보장되지 않습니다!), 다음이 성립합니다




	
	μ0(⨆nAn)=∑nμ0(An).
	

















예제 36.1.4 (ℝn 위의 준측도).


Ω=ℝ2이라 합시다. 그러면 ℒ0을 직사각형 [a1,a2]×[b1,b2]에 의해 생성된 대수라 합시다. 이제 다음과 같이 둡니다




	
	μ0([a1,a2]×[b1,b2])=(a2−a1)(b2−b1)
	





직사각형의 넓이입니다. ℒ0의 원소들은 단순히 직사각형들과 그 여집합들의 유한 합집합이므로(앞서 그린 그림 참조), 이를 여러분이 예상하는 대로 작동하는 준측도 λ0으로 확장하는 것은 어렵지 않습니다 — 다만 우리는 이를 실제로 하지는 않을 것입니다.







우리가 개념적으로 중요한 것으로 밝혀질 어떤 것을 카펫 밑으로 쓸어 넣고 있으므로, 나서서 이를 파란 상자로 표시하겠습니다.





명제 36.1.5 (우리가 증명하지 않을 기하학적 타당성 점검).


Ω=ℝn이고 ℒ0이 직육면체에 의해 생성된 대수일 때, ℒ0 위에 준측도 λ0을 정의할 수 있습니다.







이 지점부터는, 측도 ℬ(ℝn)을 정의하는 데 있어 기본적으로 거의 어떠한 기하학도111작은 거짓말입니다. 엄밀히 말하면, 연습문제 36.5.1에서와 같이 ℝn의 열린집합이 가산 개의 직사각형으로 덮일 수 있다는 사실을 하나 더 사용할 것입니다. 다만 이 단계는 어떠한 넓이 배정도 포함하지 않습니다. 사용하지 않을 것이며, 오직 집합론만을 사용하여 측도를 확장할 것입니다. 따라서 명제 36.1.5은 우리의 “초기 정의”가 타당함을 확인하는 유일한 보초입니다.




다른 방식으로 논점을 말하자면, 미친 과학자222“매드 사이언티스트”는 과대평가되었으니까요.가 모든 직사각형이 넓이 1을 갖는 넓이 개념을 정의하려 시도했다고 합시다. 직관적으로 이는 불가능해야 합니다: 모든 직사각형은 두 개의 반쪽으로 나뉠 수 있고 우리는 1+1≠1이어야 하기 때문입니다. 그러나 그들을 막을 유일한 것은 그들이 대수 ℒ0 위의 준측도를 확장할 수 없다는 점입니다. 만약 그들이 어떻게든 그 장벽을 넘어서 준측도를 얻었다면, 이 절의 나머지 부분에서는 그들이 이 성질을 갖는 완전한 진정한 측도를 얻는 것을 막을 것이 아무것도 없습니다. 따라서 르베그 측도를 구성함에 있어, 기하학적 작업의 대부분은 (생략된) 명제 36.1.5의 증명 안에 담겨 있습니다.







36.2 외측도


대표적인 예: 계속해서 Ω=ℝ2로 둡니다; 이어질 그림을 참조하십시오.




측도를 약화시키는 또 다른 방법은 가산 가법성을 완화하는 것이며, 이는 다음을 낳습니다:





정의 36.2.1.


집합 Ω 위의  외측도(outer measure) μ∗란 다음 공리들을 만족하는 함수 μ∗:2Ω→[0,+∞]입니다:


	•

μ∗(∅)=0;




	•

E⊆F이고 E,F∈2Ω이면 μ∗(E)≤μ∗(F)입니다;




	•

Ω의 임의의 부분집합 E1, E2, … 에 대해 다음이 성립합니다




	
	μ∗(⋃nEn)≤∑nμ∗(En).
	










(저는 ”외측도”라는 단어를 그다지 좋아하지 않는데, 이는 다소 잘못된 명칭이라고 생각하기 때문입니다: 이것 역시 측도가 아니므로 차라리 ”가짜 측도”라고 부르고 싶습니다.)







”외측도”라는 이름의 이유는, 거의 항상 집합을 ”바깥에서” 근사함으로써 외측도를 얻기 때문입니다. 공식적으로 이 결과는 흔히 다음과 같이 서술됩니다(문제 36A로서).


집합 Ω에 대해, ℰ를 2Ω의 임의의 부분집합이라 하고, ρ:ℰ→[0,+∞]를 임의의 함수라 합시다. 그러면




	
	μ∗(E)=inf{∑n=1∞ρ(En)∣En∈ℰ,E⊆⋃n=1∞En}
	





는 외측도입니다.






하지만 저는 위 정리를 실제로 사용하기에는 기본적으로 항상 옳지 않다고 생각하는데, 이는 지나치게 일반적이기 때문입니다. 제가 미친 과학자 예시로 경고했듯이, 우리는 정말로 ρ에 대해 어떤 종류의 정상성(sanity) 조건을 원합니다: 그렇지 않으면, 위 결과를 그대로 적용할 경우 μ∗가 어떤 식으로든 ρ와 호환된다는 보장이 없습니다.




그래서 저는 결과로 얻어지는 μ∗가 μ0와 호환된다는 어떤 종류의 보장을 실제로 갖는 전측도(pre-measure) μ0에 이 정리를 적용하는 것이 정말 더 낫다고 생각합니다. 실제로는, 이것이 항상 우리가 외측도를 구성하고자 하는 방식이 될 것입니다.





정리 36.2.2 (전측도로부터 외측도 구성하기).


μ0를 집합 Ω 위의 대수(algebra) 𝒜0 위의 전측도라 합시다.


	(a)

다음과 같이 정의되는 사상 μ∗:2Ω→[0,+∞]는




	
	μ∗(E)=inf{∑n=1∞μ0(An)∣An∈𝒜0,E⊆⋃n=1∞An}
	





외측도입니다.




	(b)

게다가, 이 측도는 𝒜0의 집합들 위에서 μ0와 일치합니다.












직관적으로, 일어나고 있는 일은 μ∗(A)가 𝒜0의 원소들의 가산 합집합에 의한 A의 덮개들의 하한이라는 것입니다. (b) 부분은 제가 약속했던 호환성 조건의 전반부이며; 나머지 절반은 나중에 명제 36.3.2로 등장합니다.





정리 36.2.2의 증명.


이미 언급했듯이, (a) 부분은 문제 36A의 특수한 경우입니다(그리고 이렇게 일반적인 형태로 증명하는 것이 실제로 더 쉬운데, 불필요한 성질들에 정신이 팔리지 않기 때문입니다).




이제 (b)를 확인해 봅시다, 즉 A∈𝒜0에 대해 μ∗(A)=μ0(A)임을 확인합니다. 한쪽 부등식은 빠릅니다:






질문 36.2.3.


μ∗(A)≤μ0(A)임을 보이십시오.







역방향을 위해, A⊆⋃nAn이라고 가정합시다. 그러면 다음 집합들을 정의합니다




	
	B1
	=A∩A1
	





	
	B2
	=(A∩A2)∖B1
	





	
	B3
	=(A∩A3)∖(B1∪B2)
	





	
	
	⋮
	





등등입니다. 그러면 Bn들은 𝒜0의 서로소인 원소들이며 Bn⊂An을 만족하고, 정의를 조작하여 ⨆nBn=A가 되도록 하였습니다. 따라서 전측도의 정의에 의해,




	
	μ0(A)=∑nμ0(Bn)≤∑nμ0(An)
	





원하는 대로입니다. ∎







예제 36.2.4.


Ω=ℝ2이고 λ0을 앞서 나온 전측도라 합시다. 그러면 λ∗(A)는 직관적으로 집합 A를 직사각형들로 덮는 덮개들의 하한입니다. 다음은 A가 단위 원판인 상황을 상상하는 데 사용할 수 있는 그림입니다.


그림 작성 예정: 직사각형들로 덮인 원들












36.3 외측도에 대한 Carathéodory 확장


이제 임의의 외측도를 취하여 이를 제대로 된 측도로 바꾸겠습니다. 이를 위해서는 먼저 측도를 정의할 σ-대수를 지정해야 합니다.





정의 36.3.1.


μ∗를 외측도라고 합시다. 집합 A가  μ∗에 대해 Carathéodory 가측이다, 또는 줄여서  μ∗-가측이다라고 하는 것은 다음 조건이 성립하는 경우를 말합니다: 임의의 집합 E∈2Ω에 대하여,




	
	μ∗(E)=μ∗(E∩A)+μ∗(E∖A).
	











이 정의의 동기를 설명하기는 어렵지만, 결국 옳은 정의임이 밝혀집니다. 동기를 설명하는 한 가지 방법은 다음과 같습니다: ℝn에서는 이것이 합리적인 기하학적 조건(명제 36.4.3에서 서술할 것입니다)과 동치임이 밝혀지지만, 그 기하학적 정의는 ℝn 자체에 대한 정보를 필요로 하므로, 이것이 일반적인 측도 공간에 대한 ”올바른” 일반화입니다.




우리의 목표가 𝒜0를 확장하는 것이었으므로, 이 정의가 우리가 처음 시작했던 집합들을 측정할 수 있게 해주는지 반드시 확인해야 합니다!





명제 36.3.2 (Carathéodory 가측성은 초기 𝒜0와 호환됩니다).


μ∗가 정리 36.2.2에서처럼 대수 𝒜0 위의 전측도 μ0로부터 얻어졌다고 합시다. 그러면 𝒜0의 모든 집합은 μ∗-가측입니다.







이는 초기 μ0가 적어도 전측도 공리를 만족하도록 하면 얻어지는 호환성 조건의 후반부입니다. (전반부는 정리 36.2.2의 (b)였습니다.)




증명.


A∈𝒜0이고 E∈2Ω라고 합시다; 우리는 μ∗(E)=μ∗(E∩A)+μ∗(E∖A)를 증명하고자 합니다. 외측도의 정의는 이미 μ∗(E)≤μ∗(E∩A)+μ∗(E∖A)를 요구하므로, 역부등식만 증명하면 충분합니다.




하한의 정의에 의해, 임의의 ε>0에 대해, μ∗(E)+ε≥∑nμ0(An)을 만족하는 덮개 E⊂⋃nAn가 존재합니다. 그러나




	
	∑nμ0(An)=∑n(μ0(An∩A)+μ0(An∖A))≥μ∗(E∩A)+μ∗(E∖A)
	





이며, 첫 번째 등식은 𝒜0 위의 전측도 정의에 의한 것이고, 두 번째는 단지 μ∗의 정의에 의한 것입니다(예를 들어 An∩A가 확실히 E∩A를 덮으므로). 따라서 μ∗(E)+ε≥μ∗(E∩A)+μ∗(E∖A)입니다. 이 부등식이 임의의 ε>0에 대해 성립하므로, 증명이 끝났습니다. ∎





케이크 위에 추가로 장식을 올리자면, 여기 우리가 구성한 측도가 우연히 만족하게 될 또 하나의 좋은 조건이 있습니다.





정의 36.3.3.


측도 공간 (Ω,𝒜,μ)의  영집합이란 μ(A)=0을 만족하는 집합 A∈𝒜입니다. 측도 공간 (Ω,𝒜,μ)는 A가 영집합일 때마다 A의 모든 부분집합 역시 𝒜에 속하는(따라서 영집합이 되는) 경우  완비라고 합니다.







이는 명백한 이유로 가지고 있으면 좋은 성질입니다. 시각적으로 보면, 제가 무게 0을 이미 부여한 먼지 한 무더기를 가지고 있고, 그중 일부를 불어서 날려버린다면, 남은 먼지에도 여전히 부여된 무게 — 0 — 이 있어야 합니다. 확장 정리는 이러한 성질을 갖는 σ-대수를 우리에게 제공할 것입니다.





정리 36.3.4 (외측도에 대한 Carathéodory 확장 정리).


μ∗가 외측도이고, 𝒜cm가 μ∗에 대해 μ∗-가측인 집합들의 모임이라면, 𝒜cm는 Ω 위의 σ-대수이며, μ∗를 𝒜cm로 제한한 μcm는 완비 측도 공간을 이룹니다.







(발음 관련 첨언: 위첨자 cm는 ”Carathéodory 가측(measurable)” 또는 ”완비(complete)”를 나타낸다고 생각할 수 있습니다. 둘 다 이 표기가 무엇을 나타내는지 기억하는 데 도움이 됩니다. 이 표기법은 표준은 아니지만, 말장난이 너무 좋아서 참을 수 없었습니다.)




따라서 정리 36.2.2와 정리 36.3.4를 합성하면, 대수 𝒜0 위의 모든 전측도 μ0는 완비 측도 μcm를 갖는 σ-대수 𝒜cm를 자연스럽게 만들어내며, 우리의 두 호환성 결과(즉 정리 36.2.2의 (b)와 명제 36.3.2)는 𝒜cm⊃𝒜0이고 μcm가 μ0와 일치함을 의미합니다.




다음은 이 과정을 보여주는 표로서, 표의 각 행을 따라 내려가는 것이 제한 과정에 대응합니다.




	
	
	순서 구성
	참고사항



	2Ω
	μ∗
	2단계
	μ∗는 μ0로부터 얻어진 외측도입니다



	𝒜cm
	μcm
	3단계
	𝒜cm는 μ∗-가측 집합들로 정의되며,



	
	
	
	(𝒜cm,μcm)는 완비입니다.



	𝒜0
	μ0
	1단계
	μ0는 준측도입니다











36.4 르베그 측도 정의하기


이로써 마침내 ℝn 위의 르베그 측도를 정의할 수 있습니다. 이제 모든 것을 한 번에 종합해 보겠습니다.





정의 36.4.1.


다음 절차에 따라 ℝn 위의 측도를 만듭니다.


	•

직육면체들이 생성하는 대수 ℒ0에서 시작하여, 이 ℒ0 위에 전측도 λ0를 정의합니다(이는 예시에서 대충 넘어갔던 부분입니다).




	•

정리 36.2.2에 의해, 이는 2ℝn 위의  르베그 외측도 λ∗를 주며, 이는 모든 직육면체에 대해 호환됩니다.




	•

Carathéodory에 의해(정리 36.3.4), 이는 λ∗-가측 집합들의 σ-대수 ℒ(ℝn) 위의 완비 측도 λ로 제한되며(약속한 대로 모든 직사각형 상자를 포함합니다).333앞선 정리들과의 일관성을 위해서라면, 강조를 위해 ℒcm와 λcm로 표기하는 편을 선호했을 것입니다. 하지만 아무도 그렇게 하지 않는 것 같으므로, 저도 그렇게 하지 않겠습니다.






그 결과로 얻어지는 완비 측도는 λ로 표기하며,  르베그 측도라고 부릅니다.




우리가 얻은 대수 ℒ(ℝn)는  르베그 σ-대수라고 부를 것이며, 이에 속하는 집합들은  르베그 가측이라고 합니다.







다음은 특수한 경우 Ω=ℝn에 대해 값을 채워 넣은, 앞서 본 것과 동일한 표이며, 이는 우리에게 르베그 대수를 제공합니다.




	
	
	순서 구성
	주해



	2ℝn
	λ∗
	2단계
	λ∗는 르베그 외측도입니다



	ℒ(ℝn)
	λ
	3단계
	르베그 σ-대수(완비)



	ℒ0
	λ0
	1단계
	직사각형에 대한 사전측도 정의








물론 여기까지 온 이상, 실제로 어떤 측도를 계산하고자 한다면 측도를 실제로 어떻게 구성했는지는 대체로 기꺼이 잊어버리고 그 성질들만 사용하면 됩니다. 어려운 부분은 측도를 일관되게 부여하는 방법이 존재한다는 것을 보이는 것이었습니다. 그 측도의 값이 존재한다는 것을 전제로 실제로 그 값을 알아내는 것은 대체로 훨씬 쉽습니다. 여기 하나의 예가 있습니다.





예제 36.4.2 (칸토어 집합은 측도 0입니다).


표준적인  중간 삼분의 일 칸토어 집합은 다음과 같이 얻어지는 [0,1]의 부분집합입니다: 먼저 열린구간 (1/3,2/3)을 제거합니다. 그러면 두 구간 [0,1/3]과 [2/3,1]이 남으며, 이 둘에서 다시 각각의 가운데 삼분의 일을 제거합니다. 즉 (1/9,2/9)과 (7/9,8/9)을 제거합니다. 이 과정을 무한히 반복하고 그 결과를 C라고 합니다. 아래에 그림이 나와 있습니다.

[image: [Uncaptioned image]]
[12707]에서 가져온 이미지입니다

C가 비가산이라는 것은 고전적인 사실입니다(이는 숫자 1을 배제한 삼진 전개들로 이루어져 있습니다). 하지만 이는 가측이며(닫힌집합들의 교집합이기 때문입니다!), 우리는 이것이 측도 0을 가진다고 주장합니다. 실제로 n번째 단계에서 그 결과는 (2/3)n의 측도가 남아 있습니다. 따라서 모든 n에 대해 μ(C)≤(2/3)n이므로 μ(C)=0이 강제됩니다.







훌륭하지만, 방 안의 코끼리가 하나 있습니다: 르베그 σ-대수와 보렐 σ-대수는 어떻게 관련되어 있을까요? 이 질문에 간단히 답하기 위해, 저는 두 가지 결과를 서술하겠습니다(다만 다른 답은 다음 절에서 주어집니다). 첫 번째는 기이한 Carathéodory 가측 가정에 대한 기하학적 해석입니다.





명제 36.4.3 (르베그 가측성에 대한 기하학적 해석).


집합 A⊆ℝn가 르베그 가측일 필요충분조건은 모든 ε>0에 대해 다음을 만족하는 열린집합 U⊃A가 존재하는 것입니다




	
	λ∗(U∖A)<ε
	





여기서 λ∗는 르베그 외측도입니다.







이것이 르베그의 원래 ”가측”의 정식화였다고 말하고 싶지만, 확실하지는 않습니다. 어쨌든 우리는 이를 사용할 필요는 없지만, 우리의 르베그 가측 정의가 소박한 기하학적 해석을 갖는다는 것을 보는 것은 좋습니다.





질문 36.4.4.


모든 열린집합이 르베그 가측임을 유도하십시오. 르베그 σ-대수가 보렐 σ-대수를 포함함을 결론지으십시오. (다른 증명이 뒤에서 주어집니다.)







그러나 이 포함관계는 진부분집합 관계입니다: 보렐 가측 집합보다 르베그 가측 집합이 더 많습니다. 실제로 (여기서는 다루지 않겠지만) 초한 귀납법을 사용하여 |ℬ(ℝ)|=|ℝ|임을 증명할 수 있습니다.444개략적인 설명은 https://math.stackexchange.com/a/70891을 참고하십시오. 이를 이용하면 다음을 얻습니다:





연습문제 36.4.5.


보렐 σ-대수가 완비가 아님을 보이십시오. (힌트: 칸토어 집합을 고려하십시오. 비가측 집합의 예를 직접 적어낼 수는 없겠지만, 기수 논증을 사용할 수 있습니다.) 따라서 르베그 σ-대수는 보렐 σ-대수를 진부분집합으로서 포함합니다.







그럼에도 불구하고, 완비성이라는 개념을 이용하여 르베그 σ-대수를 기술하는 훌륭한 방법이 있습니다.





정의 36.4.6.


(Ω,𝒜,μ)를 측도 공간이라고 합시다.  완비화 (Ω,𝒜¯,μ¯)는 다음과 같이 정의됩니다: 우리는 다음과 같이 둡니다




	
	𝒜¯={A∪N∣A∈𝒜,N영집합의 부분집합}.
	





그리고 μ¯(A∪N)=μ(A)라고 둡니다. 이것이 잘 정의되어 있음을 확인할 수 있으며, 실제로 μ¯는 μ를 𝒜에서 𝒜¯로 확장한 유일한 확장입니다.




이것은 실제보다 더 복잡해 보입니다. 직관적으로, 우리가 하고 있는 일은 영집합의 임의의 부분집합 역시 측도 영을 갖는 것으로 간주하도록 μ¯에게 알려줌으로써 측도를 ”완비화”하는 것뿐입니다.







그러면, 구원의 손길은:





정리 36.4.7 (르베그는 보렐의 완비화입니다).


ℝn에 대해, 르베그 측도는 보렐 측도의 완비화입니다.







증명.


이는 사실 다음 절의 결과, 즉 연습문제 36.5.1과 준측도에 대한 Carathéodory 정리의 (c) 부분(정리 36.5.5)으로부터 따라 나옵니다. ∎








36.5 네 번째 행: 준측도에 대한 Carathéodory 정리


대표적인 예: 르베그 측도에 대한 네 번째 행은 ℬ(ℝn)입니다.




많은 경우, 𝒜cm는 실제로 우리의 원래 목표보다 더 크며, 대신 우리는 𝒜0 위의 μ0를 𝒜 위의 μ로 확장하기만 하면 됩니다. 여기서 𝒜는 𝒜0에 의해 생성된 σ-대수입니다. 실제로, 우리의 원래 목표는 ℬ(ℝn)를 얻는 것이었으며, 사실상:





연습문제 36.5.1.


ℬ(ℝn)가 앞서 정의한 ℒ0에 의해 생성된 σ-대수임을 보이십시오.







다행히도, 이 제한은 하기가 자명합니다.





질문 36.5.2.


𝒜cm⊃𝒜임을 보이십시오. 따라서 우리는 μcm를 그냥 𝒜로 제한하면 됩니다.







우리는 잠시 후 이것을 우리 표의 네 번째 행으로 추가할 것입니다.




하지만 이것이 최종 목표라면, 종종 하나 더 좋은 성질이 성립하기 때문에 다소 다른 카라테오도리(Carathéodory) 정리를 서술할 수 있습니다:





정의 36.5.3.


Ω 위의 준측도 또는 측도 μ는, Ω가 각 n에 대해 μ(An)<∞를 만족하는 가산 합집합 Ω=⋃nAn으로 쓰일 수 있을 때  σ-유한이라고 합니다.








질문 36.5.4.


우리가 가지고 있던 준측도 λ0뿐만 아니라 보렐 측도 ℬ(ℝn)도 둘 다 σ-유한임을 보이십시오.







사실, 우리에게는 σ-유한이 기본적으로 항상 성립할 것이므로, 여러분은 대체로 이를 그냥 당연한 것으로 받아들이셔도 됩니다.





정리 36.5.5 (예측도에 대한 카라테오도리(Carathéodory) 확장 정리).


μ0를 Ω의 대수 𝒜0 위의 준측도라 하고, 𝒜를 𝒜0에 의해 생성된 σ-대수라 합시다. 𝒜cm, μcm를 정리 36.3.4에서와 같다고 합시다. 그러면:


	(a)

𝒜로 제한된 μcm는 μ0를 확장하는 측도 μ를 줍니다.




	(b)

μ0가 σ-유한이었다면, μ는 μ0의 𝒜로의 유일한 확장입니다.




	(c)

μ0가 σ-유한이었다면, μcm는 μ의 완비화이며, 따라서 μ0의 𝒜cm로의 유일한 확장입니다.












다음은 μ0가 실제로 σ-유한이었을 경우의 설명이 달린, 갱신된 표입니다.




	
	
	순서 구성
	주해



	2Ω
	μ∗
	2단계
	μ∗는 μ0로부터 얻어진 외측도입니다



	𝒜cm
	μcm
	3단계
	(𝒜cm,μcm)는 (𝒜,μ)의 완비화입니다,



	
	
	
	𝒜cm는 μ∗-가측 집합들로 정의됩니다



	𝒜
	μ
	4단계
	𝒜는 𝒜0에 의해 생성된 σ-대수로 정의됩니다



	𝒜0
	μ0
	1단계
	μ0는 전측도입니다





그리고 다음은 보렐과 르베그가 포함된, Ω=ℝn에 대한 표입니다.




	
	
	순서 구성
	주해



	2ℝn
	λ∗
	2단계
	λ∗는 르베그 외측도입니다



	ℒ(ℝn)
	λ
	3단계
	르베그 σ-대수, 보렐 σ-대수의 완비화



	ℬ(ℝn)
	μ
	4단계
	보렐 σ-대수, ℒ0에 의해 생성됨



	ℒ0
	λ0
	1단계
	직사각형에 대한 사전 측도 정의








표의 한 행을 내려가는 것은 제한에 대응하며, μ0→μ→μcm의 각 단계는 μ0가 σ-유한일 때 유일한 확장입니다.




정리 36.5.5의 증명.


(a)에 대해: 이는 단지 정리 36.2.2와 정리 36.3.4를 결합한 것으로, 𝒜cm⊃𝒜0이며 따라서 𝒜cm⊃𝒜라는 관찰과 결합됩니다. (b)와 (c) 부분은 더 기술적이므로 생략합니다. ∎








36.6 지금부터, 우리는 보렐 측도를 가정합니다


작성 예정: 그 이유를 설명하십시오







36.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 36A (임의의 ρ로부터 외측도 구성하기).


집합 Ω에 대해, ℰ를 2Ω의 임의의 부분집합이라 하고 ρ:ℰ→[0,+∞]를 임의의 함수라 합시다. 다음을 증명하십시오




	
	μ∗(E)=inf{∑n=1∞ρ(En)∣En∈ℰ,E⊆⋃n=1∞En}
	





은 외측도입니다.








문제 36B (미친 과학자).


Ω=ℝ2라 하고, ℰ를 (퇴화하지 않은) 직사각형의 집합이라 합시다. 모든 직사각형 E∈ℰ에 대해 ρ(E)=1이라 합시다. 저의 조언을 무시하고, 그 미친 과학자는 문제 36A에서와 같이 ρ를 사용하여 외측도 μ∗를 구성합니다.


	(a)

ℝ2의 각 부분집합 S에 대해 μ∗(S)를 구하십시오.




	(b)

어떤 집합들이 μ∗-가측입니까?






어떤 직사각형도 μ∗-가측이 아니라는 것을 알게 될 것이며, 이는 놀랍지 않게도 그 과학자를 좌절시킵니다.


힌트. 다음을 보이십시오




	
	μ∗(S)={0S=∅1S유계이고 공집합이 아님∞S유계가 아닙니다.
	





이를 이용하면 (b)를 쉽게 풀 수 있습니다; 답은 그저 ∅과 Ω입니다.










문제 36C.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

함수 f:ℝ→ℝ가 연속이라고 합시다. f는 ℝ 위의 르베그 측도에 대해 반드시 가측이어야 합니까?











장 37 르베그 적분


임의의 측도 공간 (Ω,𝒜,μ) 위에서, 함수 f:Ω→[0,∞]에 대해 적분을 정의할 수 있습니다




	
	∫Ωfdμ.
	





이 적분은 (설령 f가 유한하더라도) +∞일 수 있습니다. 구성의 세부 사항은 나중에 우리에게 중요하지 않으므로, 관련된 정의들만 서술하고 모든 증명은 생략하며, 실제로 필요한 성질들만 서술하겠습니다. 따라서 이 장은 상당히 짧을 것입니다.





37.1 정의


구성은 네 단계로 이루어집니다.





정의 37.1.1.


A가 Ω의 가측 집합이면,  지시함수 𝟏A:Ω→ℝ는 다음과 같이 정의됩니다




	
	𝟏A(ω)={1ω∈A0ω∉A.
	












단계 37.1.2 (지시함수).


지시함수에 대해서는 다음을 요구합니다




	
	∫Ω𝟏Adμ≔μ(A)
	





(무한대일 수 있습니다.)







이제 이를 지시함수들의 합인 음이 아닌 함수들로 선형적으로 확장합니다: 이러한 함수들을  단순함수라고 부릅니다.





단계 37.1.3 (단순함수).


A1, …, An을 유한 개의 가측 집합들의 모임이라 합시다. c1, …, cn을 음이 아닌 실수 또는 +∞라 합시다. 그러면 다음과 같이 정의합니다




	
	∫Ω(∑i=1nci𝟏Ai)dμ≔∑i=1nciμ(Ai).
	





ci=∞이고 μ(Ai)=0이면, ciμ(Ai)=0으로 취급합니다.







이렇게 얻은 합이 단순 함수를 ∑ci𝟏Ai로 나타내는 표현에 의존하지 않음을 확인할 수 있습니다. 특히, 이는 이전 단계와 호환됩니다.




편리하게도, 이것만으로 이미 f:Ω→[0,+∞]에 대한 적분을 정의하기에 충분합니다. [0,+∞]는 우리가 통상적으로 사용하는 열린 구간들의 기저에 각 실수 a에 대한 새로운 열린집합 (a,+∞]를 추가한 위상 공간으로 생각할 수 있음에 유의하십시오. 따라서 여기에 보렐 σ-대수를 부여할 수 있습니다.111여기에 측도를 정의해 볼 수도 있겠지만, 그렇게 하지는 않을 것입니다: 우리에게는 이것이 가측 공간이라는 사실만으로 충분합니다.





단계 37.1.4 (음이 아닌 함수).


각 가측 함수 f:Ω→[0,+∞]에 대해, 다음과 같이 둡니다




	
	∫Ωfdμ≔sup0≤s≤f(∫Ωsdμ)
	





여기서 상한은 0≤s≤f를 만족하는 모든 단순 s에 대해 취합니다. 이전과 마찬가지로, 이 적분은 +∞일 수 있습니다.







즉,


우리는 적분을 계산하는 방법을 알고 있는 단순함수들로 아래쪽에서 근사함으로써 적분 ∫Ωfdμ를 정의합니다.






이것이 이전 정의들과 부합함을 확인할 수 있습니다. 이 시점에서, 중요한 용어를 하나 도입하겠습니다.





정의 37.1.5.


가측 (음이 아닌) 함수 f:Ω→[0,+∞]가 ∫Ωfdμ<∞를 만족하면, 이를  절대적분가능 또는 그냥  적분가능하다고 합니다.







주의: 저는 ”적분가능”이라는 용어가 정말로 혼란스럽다고 생각합니다. 실제로, Ω에서 [0,+∞]로 가는 모든 가측 함수에는 르베그 적분을 부여할 수 있으며, 다만 이 적분이 +∞일 수 있을 뿐입니다. 따라서 이 정의는 이름이 시사하는 것보다 훨씬 더 엄격합니다. 상수함수조차도 적분가능하지 않을 수 있습니다:





예제 37.1.6 (사실은 ”유한적분가능”이라고 불러야 합니다).


상수함수 1은 ℝ 위에서 적분가능하지 않습니다, 왜냐하면 ∫ℝ1dμ=μ(ℝ)=+∞이기 때문입니다.







이러한 이유로, 저는 대체로 ”절대적분가능”이라는 용어를 선호할 것입니다. (만약 제 마음대로 할 수 있다면, ”유한적분가능”이라고 부를 것이며, 개인적으로는 보통 그렇게 부릅니다.)





비고 37.1.7 (적분을 위쪽에서 근사하지 않는 이유는 무엇인가?).


|Ω|<∞인 측도 공간 위의 유계 함수에 대해서는, 다음과 같이 동등하게 정의할 수 있습니다




	
	∫Ωfdμ≔inf0≤f≤s(∫Ωsdμ)
	





여기서 하한은 f≤s를 만족하는 모든 단순 s에 대해 취합니다. 그러나 함수가 유계가 아니거나 |Ω|=∞인 경우, 상황은 그렇게 간단하지 않습니다:


	•

Ω=(1,∞) 위에서 정의된 함수 f(x)=x−2는 절대 적분 가능하지만, f≤s인 모든 단순 함수 s에 대해 ∫Ωsdμ=∞입니다.




	•

Ω=(0,1) 위에서 정의된 함수 f(x)=x−0.5는 절대 적분 가능하지만, f≤s이고 s가 거의 모든 곳에서 유한한 단순 함수 s는 존재하지 않습니다.












마지막으로, 이를 통해 일반적인 함수를 적분할 수 있습니다.





정의 37.1.8.


일반적으로, 가측 함수 f:Ω→[−∞,∞]는 |f|가 그러할 때  절대 적분 가능하다 또는 단순히  적분 가능하다고 합니다.







첫 번째 단어를 사용할 것이므로 이는 기억하기 쉽습니다: ”절대 적분 가능”은 절댓값을 취할 것을 요구합니다.





단계 37.1.9 (절대 적분 가능 함수).


f:Ω→[−∞,∞]가 절대 적분 가능하다면, 다음과 같이 정의합니다




	
	f+(x)
	=max{f(x),0}
	





	
	f−(x)
	=min{f(x),0}
	





그리고 다음과 같이 둡니다




	
	∫Ωfdμ=∫Ω|f+|dμ−∫Ω|f−|dμ
	





이는 특히 유한합니다.







그렇긴 하지만, 여기서 이를 ”유한 적분 가능”이라고 부르는 것도 마찬가지로 기억하기 쉬울 것입니다:





연습문제 37.1.10.


∫Ω|f|dμ<∞인 것과 ∫Ω|f+|dμ<∞이고 ∫Ω|f−|dμ<∞인 것이 동치임을 보이십시오.







여러분은 이미 우리가 음이 아닌 함수를 정말 좋아한다는 것을 눈치채기 시작했을지도 모릅니다: 측도 이론을 사용하면 그러한 함수를 적분하는 것이 가능하고, 심지어 +∞를 아무 데나 집어넣어도 괜찮습니다. 하지만 양수도 될 수 있고 음수도 될 수 있는 함수를 다루기 시작하면, 유한성 제약을 추가해야 합니다 — 실제로 우리가 본질적으로 하고 있는 일은 함수를 양의 부분과 음의 부분으로 나누어, 둘 다 유한할 것을 요구한 다음 적분하는 것입니다.




이 절을 마무리하기 위해, 완결성을 위해 여러분이 아마 참이라고 짐작했을 몇 가지 결과를 서술합니다. Ω=(Ω,𝒜,μ)를 고정하고, f와 g를 가측인 실숫값 함수라 합시다.


	•

(거의 모든 곳에서의 보존) f(x)=g(x)가 거의 모든 곳에서 성립하면, f가 절대 적분 가능한 것과 g가 절대 적분 가능한 것은 동치이며, 그럴 경우 둘의 르베그 적분값은 일치합니다.




	•

(가법성) f와 g가 절대 적분 가능하다면




	
	∫Ωf+gdμ=∫Ωfdμ+∫Ωgdμ.
	





f와 g가 음이 아니라면 ”절대 적분 가능” 가정은 제외할 수 있습니다.




	•

(스칼라배) f가 절대 적분 가능하고 c∈ℝ이면 cf는 절대 적분 가능하며




	
	∫Ωcfdμ=c∫Ωfdμ.
	





f가 음이 아니고 c>0이라면 ”절대 적분 가능” 가정은 제외할 수 있습니다.




	•

(단조성) f와 g가 절대 적분 가능하고 f≤g이면




	
	∫Ωfdμ≤∫Ωgdμ.
	





f와 g가 음이 아니라면 ”절대 적분 가능” 가정은 제외할 수 있습니다.






단조/지배 수렴 정리와 같이 더 유명한 결과들도 참이지만, 확률론의 맥락에서는 실제로 쓸 일이 없을 것이므로 여기서는 서술하지 않겠습니다. (이 결과들은 나중에 보너스 장에서 등장합니다.)







37.2 동치인 정의


르베그 적분은 다음과 같이도 정의할 수 있는데 — 이는 우리가 그 단계들에서 내린 다양한 정의상의 선택에 대해 더 직관적일 것입니다.




이 정의에서,


적분 ∫Ωfdμ는 단지 f의 그래프 아래 영역의 부피일 뿐입니다.






정의해 봅시다:





단계 37.2.1 (그래프 아래 영역).


음이 아닌 함수 f:Ω→ℝ에 대해,  함수 아래 영역 f, R(f)를 {(x,y)∈Ω×ℝ,0≤y≤f(x)}로 정의합니다.








비고 37.2.2.


왜 처음에는 음이 아닌 함수에 대해서만 이를 정의하는지는 분명할 것입니다 — 일반적인 함수 f에 대해서는, 영역을 합리적으로 정의할 수 있는 유일한 방법이 다음과 같은 것뿐이기 때문입니다:




	
	R+(f)
	={(x,y)∈Ω×ℝ,f(x)≥0,0≤y≤f(x)},
	





	
	R−(f)
	={(x,y)∈Ω×ℝ,f(x)≤0,0≥y≥f(x)}.
	





그럼에도 불구하고, R+(f)는 단순히 함수 f+(x)=max{f(x),0} 아래의 영역이며, R−(f)는 함수 f−(x)=min{f(x),0} 아래 영역과 같은 측도를 가짐에 주목하십시오. 따라서 음이 아닌 함수에 대해 ∫Ωfdμ를 먼저 정의하는 것이 실제로 정의를 더 단순하게 만듭니다.








단계 37.2.3 (Ω×ℝ를 측도 공간으로 만들기).


Ω×ℝ 위에 다음과 같은 자명한 방식으로 준측도를 정의합니다: X⊆Ω와 Y⊆ℝ가 각각 가측 부분집합이라면, |X×Y|=|X|×|Y|로 지정합니다.




이 준측도는, 앞 장에서 했던 것처럼, 측도로 확장될 수 있습니다.








단계 37.2.4 (음이 아닌 함수).


함수 f:Ω→[0,+∞] 각각에 대해, 다음과 같다고 합시다




	
	∫Ωfdμ≔|R(f)|.
	





이 적분은 R(f)가 가측일 때마다 잘 정의됩니다.







절 35.7에서 약속했듯이, 가측 함수의 정의는 다음을 만족합니다:


음이 아닌 함수 f가 가측인 것과 f의 그래프 아래 영역을 ”측정”할 수 있는 것은 동치입니다.






마지막 단계는 앞 절에서와 정확히 동일합니다.





단계 37.2.5 (절대 적분가능한 함수).


f:Ω→[−∞,∞]가 절대 적분가능하다면, 다음과 같이 정의합니다




	
	∫Ωfdμ=∫Ω|f+|dμ−∫Ω|f−|dμ.
	














37.3 리만 적분과의 관계 (또는: 실제로 르베그 적분 계산하기)


닫힌 구간의 경우, 이는 실제로 아무런 수정 없이 그대로 작동합니다.





정리 37.3.1 (르베그 적분은 리만 적분을 일반화한다).


f:[a,b]→ℝ를 리만 적분가능한 함수라고 합시다 (여기서 [a,b]에는 보렐 측도가 주어져 있습니다). 그러면 f는 또한 르베그 적분가능하며 두 적분값은 일치합니다:




	
	∫abf(x)dx=∫[a,b]fdμ.
	











리만 적분가능한 함수는 반드시 유계여야 함에 주목하십시오. 이는 문제 37B와 같은 방식으로 함수 f:[0,1]→ℝ를 다음과 같이 구성하려 한다면




	
	f(x)={sin(1/x)xx>00x=0
	





함수 f는 사실 리만 적분가능하지 않게 됨을 의미합니다! 물론 부정 리만 적분 limε→0+∫ε1f(x)dx 자체는 존재합니다.




따라서 실제로는 (더 편리한) 르베그 적분으로 모든 이론을 전개하지만, 실제로 ∫[1,4]x2dμ를 계산해야 할 때는 그저 미적분학의 기본정리를 이용한 평소의 방식으로 되돌아갑니다.





예제 37.3.2 ([1,4]에 걸쳐 x2 적분하기).


예전 예제를 다시 살펴봅시다:




	
	∫[1,4]x2dμ=∫14x2dx=13⋅43−13⋅13=21.
	











함수가 음이 아니라면, 이는 부정 적분에 대해서도 성립합니다. 이 명제를 적는 것은 다소 번거롭지만, 여기 적어 보겠습니다.





정리 37.3.3 (부정 적분은 좋은 르베그 적분이다).


(a,b)⊆ℝ 위에서 정의된 음이 아닌 연속함수 f≥0이 있다고 합시다. 이때 a=−∞이거나 b=∞인 경우도 허용합니다. 그러면




	
	∫(a,b)fdμ=lima′→a+b′→b−∫a′b′f(x)dx
	





여기서 f가 절대 적분가능하지 않다면 양변이 모두 +∞가 되는 것을 허용합니다.







우변은 [a′,b′]⊊(a,b)가 f가 연속인 콤팩트 구간이므로 의미가 있습니다. 이는 음이 아닌 함수의 부정 리만 적분이 해당하는 열린 구간 위의 르베그 적분으로 간주될 수 있음을 의미합니다.




그래도 예제를 하나 살펴보는 편이 아마 더 나을 것입니다.





예제 37.3.4 ((0,1)에서 1/x 적분하기).


예를 들어, 여러분은 다음과 같은 이상 적분에 익숙할 수 있습니다




	
	∫011xdx≔limε→0+∫ε11xdx=limε→0+(21−2ε)=2.
	





(이는 앞서 문제 30C로 등장했음에 유의하십시오.) 리만 적분 상황에서는 ε→0+일 때의 극한이 필요했는데, 그렇지 않으면 1x는 함수 [0,1]→ℝ로 정의되지 않기 때문입니다. 그러나 이는 측정 가능한 음이 아닌 함수 (0,1)→[0,+∞]이며, 따라서




	
	∫(0,1)1xdμ=2.
	











f가 음이 아닌 함수가 아니라면, 상황은 완전히 달라집니다. 실제로 문제 37B가 그 유명한 반례입니다.







37.4 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 37A (유리수의 지시함수).


유리수에 대한 지시함수 𝟏ℚ:ℝ→{0,1}⊆ℝ을 생각해 봅시다.


	(a)

𝟏ℚ가 리만 적분 가능하지 않음을 증명하십시오.




	(b)

∫ℝ𝟏ℚ가 존재함을 보이고 그 값을 구하십시오 — 여러분이 예상하는 바로 그 값입니다!













문제 37B (부호가 바뀌는 이상 리만 적분).


f:(1,∞)→ℝ를 f(x)=sin(x)x로 정의합시다. f가 절대 적분 가능하지 않지만, 이상 리만 적분




	
	∫1∞f(x)dx≔limb→∞∫1bf(x)dx
	





그럼에도 불구하고 존재합니다.











장 38 르베그 적분과 순서 교환하기



38.1 극한 교환의 동기


대표적인 예: 𝟏ℚ는 좋습니다!




리만 적분의 문제점 중 하나는 함수의 수렴에 대해 나쁘게 동작한다는 것이며, 르베그 적분은 이를 해결합니다. 따라서 이는 르베그 적분이 리만 적분보다 더 나은 성질을 갖는 이유에 대한 대표적인 예시로 자주 제시됩니다.




우리는 기술적으로 이를 이미 본 적이 있습니다: 지시함수 𝟏ℚ를 생각해 봅시다. 이는 문제 37A에 의해 리만 적분 가능하지 않습니다. 하지만 우리는 이것의 [0,1] 위에서의 르베그 적분을 다음과 같이 쉽게 계산할 수 있습니다,




	
	∫[0,1]𝟏ℚdμ=μ([0,1]∩ℚ)=0
	





이는 가산집합이기 때문입니다.




이는 리만 적분에 대한 존재성의 실패로 생각될 수 있습니다.





예제 38.1.1 (𝟏ℚ는 유한 지지 함수들의 극한입니다).


우리는 함수의 수열 g1, g2, … 을 다음과 같이 정의할 수 있습니다




	
	gn(x)={1(n!)x정수입니다0그렇지 않으면.
	





그러면 각 gn은 조각별로 연속이며 따라서 [0,1] 위에서 리만 적분 가능합니다(적분값은 0), 하지만 limn→∞gn=𝟏ℚ는 그렇지 않습니다.







여기서 극한은 다음과 같은 의미로 정의됩니다:





정의 38.1.2.


f와 f1,f2,…:Ω→ℝ를 함수들의 수열이라 합시다. 각 ω∈Ω에 대해 다음 수열이




	
	f1(ω),f2(ω),f3(ω),…
	





f(ω)로 수렴한다고 가정합시다. 그러면 우리는 f1, f2, … 이 극한 f로  점별 수렴한다고 말하며, 이를 limn→∞fn=f로 씁니다.




우리는 lim infn→∞fn과 lim supn→∞fn을 비슷하게 정의할 수 있습니다.







”르베그 적분이 더 나은 성질을 갖는다”는 것은 다음을 의미합니다:





명제 38.1.3.


만약 f1,f2,…:Ω→ℝ가 가측 함수들이라면, lim infn→∞fn과 lim supn→∞fn은 가측입니다.







fn이 모두 음이 아닐 때, 이는 ∫Ωlim infn→∞fndμ와 ∫Ωlim supn→∞fndμ가 존재함을 의미합니다. (만약 이들이 음수가 될 수 있다면, 그 동작은 그렇게 좋지 않습니다. 문제 37B가 그 예시를 제공합니다.)




안타깝게도, 적분이 존재하더라도 우리는 점별 극한과 르베그 적분을 항상 교환할 수 있는 것은 아닙니다.




왜 그렇게 하고 싶을까요? 예를 들어, 다음과 같은 문제에 직면했다고 합시다:


limk→∞∫1∞1ke−x2dx를 계산하십시오.



적분 ∫e−x2dx는 초등적인 방법으로 계산 불가능하지만, 우리는 그 극한이 단순히 0이라고 말하고 싶어집니다(왜 아니겠습니까?)




안타깝게도, 점별 수렴은 실제로 상당히 약한 수렴 개념입니다.





예제 38.1.4.


이 모든 예시들에서, 우리는 결과를 바꾸지 않고서는 극한과 적분을 교환할 수 없습니다.


	•

수열 fk(x)=sin(x)x⋅𝟏(1,k)는 k→∞일 때 f(x)=sin(x)x⋅𝟏(1,∞)로 점별 수렴하며, 극한 limk→∞∫fk(x)dx는 존재하지만, f는 적분 가능하지 않습니다.




	•

마찬가지로, fk(x)=sin(1/x)x⋅𝟏(1/k,∞)는 k→∞일 때 f(x)=sin(1/x)x⋅𝟏(0,∞)로 점별 수렴하며, 극한 limk→∞∫fk(x)dx는 존재하고 유한하지만, f는 적분 가능하지 않습니다.




	•

수열 fk(x)=𝟏(0,k)k는 k→∞일 때 f(x)=0으로 점별 수렴하며, 모든 k에 대해 ∫fk(x)dx=1이지만 ∫f(x)dx=0입니다.




이 경우 수렴이 실제로 균등수렴이라는 점에 주목하십시오!




	•

분모에 k가 있을 필요조차 없습니다 — 수열 fk(x)=𝟏(k,∞) 역시 f(x)=0으로 점별 수렴하지만, 이번에는 모든 k에 대해 ∫fk(x)dx=∞입니다!




	•

수열 fk(x)=k⋅𝟏(0,1/k)는 k→∞일 때 f(x)=0으로 점별 수렴합니다. 하지만 위와 비슷하게, 모든 k에 대해 ∫fk(x)dx=1이지만 ∫f(x)dx=0입니다.






마지막 예시는 마녀의 모자(Witch’s hat)로 알려진 예시와 거동이 비슷합니다.111https://www.geogebra.org/m/dv7ctmed에 애니메이션이 있습니다.







이런 이유로, 아래에서 서술하는 수렴 정리들은 가능한 모든 이상 현상을 분류하고, “일반적인” 경우에는 극한과 적분을 교환하는 것이 그대로 성립함을 보이려는 시도입니다.




앞서 언급했듯이, 이러한 경우에는 르베그 적분이 대체로 존재하기 때문에 리만 적분 대신 르베그 적분을 사용하기로 선택합니다.







38.2 개요


점별 극한과 르베그 적분을 교환하기 위한 세 가지 대표적인 결과는 다음과 같습니다:


	•

파투 보조정리: 음이 아닌 임의의 가측 함수에 대해 성립하는 가장 일반적인 형태의 명제입니다.




	•

단조수렴: “증가하는 극한”은 그대로 성립합니다.




	•

지배수렴(실제로는 파투-르베그): 너무 크지 않은(절대적으로 적분 가능한 어떤 함수로 유계인) 극한은 그대로 성립합니다.












38.3 파투 보조정리


위의 모든 예시에서 다음을 확인할 수 있습니다:


	•

극한과 적분의 교환이 실패하는 것은 수열 내 함수들이 “이리저리 흔들릴” 여지가 너무 많기 때문이며,




	•

이런 이유로, 적분 ∫fk(x)dx는 모두 극한의 적분 ∫f(x)dx보다 큽니다.






물론, 모든 함수 fk(x)의 부호를 바꾸면 limk→∞∫fk(x)dx<∫f(x)dx를 얻을 수 있습니다. 하지만 밝혀진 바에 따르면, 음이 아닌 함수에 대해서는 이런 종류의 거동만이 유일하게 가능한 거동입니다. 다시 말해,


음이 아닌 함수에 대해, 적분의 극한이 극한의 적분과 같지 않다면, 전자가 항상 더 큽니다.







보조정리 38.3.1 (파투 보조정리, 예비 버전).


f1,f2,…:Ω→[0,+∞]를 f로 점별 수렴하는 음이 아닌 가측 함수들의 수열이라 합시다. 그러면 f는 음이 아니고, 가측이며,




	
	∫Ωfdμ≤limn→∞(∫Ωfndμ).
	





여기서는 양변 모두 +∞가 될 수 있도록 허용합니다.







밝혀진 바에 따르면, 이 보조정리는 다음과 같이 상당히 일반화될 수 있습니다. 두 명제를 비교해 보면, 두 lim 연산자가 lim inf로 바뀐 것을 확인할 수 있습니다 — 수열이 실제로 수렴할 때는 lim inf와 lim이 같아집니다.





보조정리 38.3.2 (파투 보조정리).


f1,f2,…:Ω→[0,+∞]를 음이 아닌 가측 함수들의 수열이라 합시다. 그러면 lim infn→∞fn:Ω→[0,+∞]는 가측이며,




	
	∫Ω(lim infn→∞fn)dμ≤lim infn→∞(∫Ωfndμ).
	





여기서는 양변 모두 +∞가 될 수 있도록 허용합니다.







fn에 대해 음이 아니라는 것 외에는 어떠한 추가 가정도 없다는 점에 주목하십시오. 이는 어떤 일반적인 결과를 증명하려 할 때 이 보조정리를 놀라울 만큼 다재다능하게 만듭니다.







38.4 그 외 모든 것


큰 놀라움은 모든 “유명한” 정리들이 파투 보조정리로부터 얼마나 빠르게 따라 나오는가입니다. 다음은 이른바 “단조 수렴 정리”입니다.





따름정리 38.4.1 (단조 수렴 정리).


f와 f1,f2,…:Ω→[0,+∞]를 limnfn=f이고 각 n에 대해 fn(ω)≤f(ω)인 음이 아닌 가측함수들의 열이라 합시다. 그러면 f는 가측이고




	
	limn→∞(∫Ωfndμ)=∫Ωfdμ.
	





여기서는 양변 중 어느 쪽이든 +∞가 되는 것을 허용합니다.







증명.


다음이 성립합니다




	
	∫Ωfdμ
	=∫Ω(lim infn→∞fn)dμ
	





	
	
	≤lim infn→∞∫Ωfndμ
	





	
	
	≤lim supn→∞∫Ωfndμ
	





	
	
	≤∫Ωfdμ
	





여기서 첫 번째 ≤는 파투 보조정리에 의한 것이고, 세 번째는 모든 n에 대해 ∫Ωfn≤∫Ωf라는 사실에 의한 것입니다. 이는 모든 부등식이 등식이 됨을 의미하며, 이로써 증명이 끝납니다. ∎





증명이 얼마나 짧은지 알 수 있습니다 — lim supn→∞∫Ωfndμ≤∫Ωfdμ를 증명하는 것이 쉬운 절반이고, 어려운 절반은 파투 보조정리가 자동으로 처리해 줍니다.





비고 38.4.2 (단조 수렴 정리는 단조성을 요구하지 않습니다!).


문헌에서는 모든 n에 대해 단순히 fn(ω)≤f(ω)라는 가정보다는 f1(ω)≤f2(ω)≤⋯≤f(ω)라는 가정을 훨씬 더 흔히 볼 수 있는데, 이것이 이 정리가 그 이름을 얻게 된 이유입니다. 그러나 우리가 보였듯이 이 가정은 불필요합니다! 이는 “알려지지 않은 채로 남아 있는 매우 중요한 정리를 알고 계십니까?”라는 제목의 질문에 대한 답변인 https://mathoverflow.net/a/296540/70654에서 지적된 바 있습니다.








예제 38.4.3 (단조 수렴이 𝟏ℚ를 준다).


이는 이미 예제 38.1.1를 함의합니다. gn을 그 예제에서 설명한 대로 1n!ℤ에 대한 지시함수라 하면, gn≤𝟏ℚ이고 각 개별 x에 대해 limn→∞gn(x)=𝟏ℚ(x)입니다. 따라서 각 n에 대해 ∫[0,1]gndμ=0이므로, 이는 우리가 이미 알고 있던 ∫[0,1]𝟏ℚ=0을 줍니다.







그러나 가장 유명한 결과는 다음과 같습니다.





따름정리 38.4.4 (파투-르베그 정리).


f1,f2,…:Ω→ℝ를 가측함수들의 열이라 합시다. g:Ω→ℝ가 모든 ω∈Ω에 대해 |fn(ω)|≤g(ω)를 만족하는 절대 적분 가능한 함수라고 가정합시다. 그러면 다음 부등식이




	
	∫Ω(lim infn→∞fn)dμ
	≤lim infn→∞(∫Ωfndμ)
	





	
	
	≤lim supn→∞(∫Ωfndμ)≤∫Ω(lim supn→∞fn)dμ.
	











증명.


세 개의 부등식이 있습니다:


	•

첫 번째 부등식은 음이 아닌 g+fn에 대해 파투 보조정리를 적용한 것에서 따라 나옵니다.




	•

두 번째 부등식은 그저 lim inf≤lim sup일 뿐입니다. (이 덕분에 정리의 진술을 외우기 쉽습니다!)




	•

세 번째 부등식은 음이 아닌 g−fn에 대해 파투 보조정리를 적용한 것에서 따라 나옵니다. ∎











연습문제 38.4.5.


이 증명에서 g가 절대 적분 가능하다는 사실은 어디에 쓰였습니까?








따름정리 38.4.6 (지배 수렴 정리).


f1,f2,…:Ω→ℝ를 f=limn→∞fn이 존재하는 가측함수들의 열이라 합시다. g:Ω→ℝ가 모든 ω∈Ω에 대해 |fn(ω)|≤|g(ω)|를 만족하는 절대 적분 가능한 함수라고 가정합시다. 그러면




	
	∫Ωfdμ=limn→∞(∫Ωfndμ).
	











다시 말해,


함수 fk가 “흔들릴” 수 있는 “공간”이 유한하기만 하다면, 어떤 이상 현상도 일어날 수 없습니다.






증명.


f(ω)=limn→∞fn(ω)이면, f(ω)=lim infn→∞fn(ω)=lim supn→∞fn(ω)입니다. 따라서 파투-르베그 정리의 모든 부등식은, 가장 왼쪽 변과 가장 오른쪽 변이 서로 같으므로 등식이 됩니다. ∎





이는 예제 38.1.1을́ 검증하는 또 다른 방법을 줍니다. 일반적으로, 지배 수렴 정리는 학부 시험에서 즐겨 쓰이는 상투적인 소재인데, 이는 그에 관한 문제를 만들기가 쉽기 때문입니다. 다음은 그것들이 어떤 모습인지 보여주는 한 가지 예시입니다.





예제 38.4.7 (흔히 보는 르베그 지배 수렴 예제).


다음을 계산하고자 한다고 합시다




	
	limn→∞(∫(0,1)nsin(n−1x)x)dx
	





그러면 안쪽 항이 절대 적분 가능한 함수 x−1/2로 유계라는 것을 관찰하는 것에서 시작합니다. 따라서 그것은 다음과 같습니다




	
	∫(0,1)limn→∞(nsin(n−1x)x)dx
	=∫(0,1)xxdx
	





	
	
	=∫(0,1)xdx=23.
	











이상 현상의 동작에 대해 다른 사실도 말할 수 있습니다 — 즉, |Ω|<∞일 때, 이상 현상은 오직 측도가 작은 집합에서만 발생합니다.





정리 38.4.8 (Egorov 정리).


f1,f2,…:Ω→ℝ을 |Ω|<∞인 측도 공간 Ω 위의 가측함수열이라 하고, f=limn→∞fn이 존재하며 거의 모든 곳에서 유한하다고 합시다. 그러면 임의의 ε>0에 대해, 나머지가 작은 측도를 갖도록 하는 부분집합 U⊆Ω를 찾을 수 있습니다:




	
	|Ω∖U|<ε,
	





그리고 수렴은 U 위에서 균등하게 일어납니다: 수열




	
	f1|U,f2|U,…
	





f|U로 균등하게 수렴합니다.







이는 다음 정리 때문입니다.





정리 38.4.9 (균등수렴 정리).


f1,f2,…:Ω→ℝ을 |Ω|<∞인 측도 공간 Ω 위의 적분 가능한 함수열이라 하고, limn→∞fn=f이며 이 수렴이 균등하다고 합시다. 그러면 f는 적분 가능하고,




	
	limn→∞(∫Ωfndμ)=∫Ωfdμ.
	











다시 말해,


∫fdμ≠lim∫fkdμ라는 사실은 오직 ∫Ω∖Ufdμ≠lim∫Ω∖Ufdμ에 의해서만 발생합니다.







예제 38.4.10 (측도가 작은 집합을 제거하면 적분과 극한을 서로 바꿀 수 있습니다).


예제 38.1.4에서 몇 가지 예시를 가져와, 여기서 측도가 작은 집합을 제거하면 어떤 일이 일어나는지 살펴봅시다.


	•

수열 fk(x)=k⋅𝟏(0,1/k)을 생각해 봅시다. 임의의 ε>0에 대해, fk의 정의역에서 구간 (0,ε)를 제거하면, k→∞일 때 fk가 f로 균등하게 수렴하며, limk→∞∫fk(x)dx=∫f(x)dx=0이 성립함을 알 수 있습니다.




	•

마찬가지로, 수열 fk(x)=sin(1/x)x⋅𝟏(1/k,1)은 f(x)=sin(1/x)x⋅𝟏(0,1)으로 점별 수렴하며, 구간 (0,ε)를 제거하면 모든 것이 문제없이 성립합니다.













비고 38.4.11.


측도가 작은 집합만 제거하면 된다고 해서, 그 집합이 작은 구간 안에 밀집되어 있다는 뜻은 아닙니다. 독자는 f로 점별 수렴하지만, 수렴을 균등하게 만들기 위해서는 [0,1]의 조밀한 부분집합을 제거해야 하는 수열 fk:[0,1]→ℝ+을 구성해 보기 바랍니다. (힌트: 어디에서나 불연속이고 어디에서나 음이 아닌 임의의 함수 f를 취하고, fk=min(k,f)로 놓으십시오.)










38.5 푸비니와 토넬리


작성 예정: 작성 예정







38.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


작성 예정: 문제








장 39 보너스: 폰트랴긴 쌍대성에 대한 힌트


이 짧은 장에서는 우리의 푸리에 해석(보너스 장 장 14)을 훨씬 더 넓은 부류의 군 G로 일반화하는 방법에 대한 서술을 제시하겠습니다.





39.1 LCA 군


대표적인 예: 𝕋, ℝ.




앞서 우리는 ℝ을 다루었는데, 이것이 좋은 이유는 위상 공간일 뿐만 아니라 덧셈에 대해 아벨 군이기도 하기 때문입니다. 이처럼 군이면서 동시에 공간이기도 한 이러한 종류의 대상에는 이름이 있습니다.





정의 39.1.1.


위상군 G란 하우스도르프111일부 저자는 하우스도르프 조건을 생략합니다. 위상 공간이면서 동시에 군 연산 (G,⋅)을 갖추고 있어서, 다음 두 사상이




	
	G×G
	→G 에 의해(x,y)↦xy
	





	
	G
	→G 에 의해x↦x−1
	





연속인 것을 말합니다.







우리의 푸리에 해석을 위해서는 몇 가지 추가 조건이 필요합니다.





정의 39.1.2.


국소 콤팩트 아벨(LCA) 군 G란 군 연산이 아벨적이며, 나아가 위상이 국소 콤팩트한 것을 말합니다: G의 모든 점 p에 대해, K∋p이고 K가 p의 어떤 열린 근방을 포함하는 콤팩트 부분집합 K가 G 안에 존재합니다.







우리가 앞서 다룬 예들은 모두 이 범주에 속합니다:





예제 39.1.3 (국소 콤팩트 아벨 군의 예).



	•

이산 위상을 갖는 임의의 유한군 Z는 LCA입니다.




	•

원군 𝕋는 LCA이며 사실 콤팩트하기도 합니다.




	•

실수 ℝ은 콤팩트하지 않은 LCA 군의 한 예입니다.












이러한 조건들은 공간 G 위에 측도를 정의하기에 충분한 것으로 밝혀집니다. 관련된 정리는 다음과 같으며, 여기서는 그저 인용만 하겠습니다:





정리 39.1.4 (하르 측도).


G를 국소 콤팩트 아벨 군이라 합시다. 우리는 이를 보렐 σ-대수 ℬ(G)를 사용하여 가측 공간으로 간주합니다. 다음 성질들을 만족하는,  하르 측도라 불리는 측도 μ:ℬ(G)→[0,∞]가 존재합니다:


	•

모든 g∈G와 가측 집합 S에 대해 μ(gS)=μ(S)입니다. 이는 μ가 G에 의한 평행이동에 대해 ”평행이동 불변”임을 의미합니다.




	•

임의의 콤팩트 집합 K에 대해 μ(K)는 유한합니다.




	•

S가 가측이면, μ(S)=inf{μ(U)∣U⊇S열린}입니다.




	•

U가 열린집합이면, μ(U)=sup{μ(K)∣K⊆U 콤팩트}입니다.






나아가, 이는 양의 상수배까지를 제외하면 유일합니다.








비고 39.1.5.


G가 콤팩트하면 μ(G)는 유한(하며 양수)임에 유의하십시오. 이러한 이유로 LCA 군 G 위의 하르 측도는 보통 μ(G)=1이 되도록 정규화됩니다.







이 장에서는 처음 두 성질만을 사용할 것이며, 나머지 두 성질은 완결성을 위해 언급될 뿐입니다. 사실 이는 ℝn이 LCA 군이므로, 우리가 ℬ(ℝn) 위에 측도를 구성했던 장을 실제로 일반화한 것임에 유의하십시오!




그러므로 요약하면: LCA 군이 있으면, 그 위에 측도 μ가 있습니다.







39.2 폰트랴긴 쌍대


이제 핵심적인 정의는 다음과 같습니다:





정의 39.2.1.


G를 LCA 군이라 합시다. 그러면 이것의  폰트랴긴 쌍대는 다음과 같은 아벨 군입니다




	
	G^≔{연속 군 준동형사상ξ:G→𝕋}.
	





사상 ξ들은  지표라고 불립니다. 이것 자체도 LCA 군으로 만들 수 있습니다.222만약 위상을 꼭 알아야 한다면, 그것은  콤팩트-열린 위상입니다: 임의의 콤팩트 집합 K⊆G와 열린집합 U⊆𝕋에 대해, ξimg(K)⊆U를 만족하는 모든 ξ의 집합을 열린집합으로 선언하고, 그러한 모든 집합을 포함하는 가장 작은 위상을 취합니다. 우리는 이것을 전혀 사용하지 않을 것입니다.








예제 39.2.2 (폰트랴긴 쌍대의 예시).



	•

ℤ^≅𝕋인데, 군 준동형사상 ℤ→𝕋는 1의 상에 의해 결정되기 때문입니다.




	•

𝕋^≅ℤ입니다. 지표들은 n∈ℤ에 대해 θ↦nθ로 주어집니다.




	•

ℝ^≅ℝ입니다. 이는 영이 아닌 연속 준동형사상 ℝ→S1이 1∈S1 위의 올에 의해 결정되기 때문입니다. (대수적 위상수학자라면 여기서 피복 사영을 볼 수도 있을 것입니다.)




	•

ℤ/nℤ^≅ℤ/nℤ인데, 지표 ξ는 상 ξ(1)∈𝕋에 의해 결정됩니다.




	•

G×H^≅G^×H^.













연습문제 39.2.3 (절 18.1를 읽은 분들을 위한 Z^≅Z).


Z가 유한 아벨 군이라면, 앞선 예시의 결과를 이용하여 Z^≅Z임을 보이십시오. 이제 쌍선형 형식 ⋅:Z×Z→𝕋가 정확히 동형사상 Z→Z^의 한 선택임을 알아볼 수 있을 것입니다. 이는 ”표준적”이지 않습니다.







쌍대라는 이름에 걸맞게, 벡터 공간 V에 대한 (V∨)∨≅V와 유사하게, 다음이 성립합니다:





정리 39.2.4 (폰트랴긴 쌍대성 정리).


임의의 LCA 군 G에 대해, 다음과 같은 동형사상이 존재합니다




	
	G≅G^^ 에 의해x↦(ξ↦ξ(x)).
	











콤팩트한 경우가 특히 훌륭합니다.





명제 39.2.5 (G가 콤팩트 ⇔ G^가 이산).


G를 LCA 군이라 합시다. 그러면 G가 콤팩트인 것과 G^가 이산인 것은 동치입니다.







증명.


문제 39B. ∎








39.3 콤팩트한 경우의 정규직교 기저


G를 콤팩트 LCA 군이라 하고, 그것의 하르 측도를 가지고 다룹시다. 이제 L2(G)를 ℂ로 가는 제곱 적분 가능한 함수들의 공간으로 둘 수 있습니다, 즉




	
	L2(G)={f:G→ℂ 이도록∫G|f|2<∞}.
	





따라서 우리는 이것에 다음과 같은 내적 형식을 부여할 수 있습니다




	
	⟨f,g⟩=∫Gf⋅g¯.
	





그러한 경우, 우리는 이전에 원했던 모든 결과를 얻습니다:





정리 39.3.1 (G^의 지표들이 정규직교 기저를 이룬다).


G가 LCA이면서 콤팩트하다고 가정합시다 (따라서 G^는 이산입니다). 그러면 지표들은




	
	(eξ)ξ∈G^ 에 의해eξ(x)=e(ξ(x))=exp(2πiξ(x))
	





L2(G)의 정규직교 기저를 이룹니다. 따라서 각 f∈L2(G)에 대해 다음이 성립합니다




	
	f=∑ξ∈G^f^(ξ)eξ
	





여기서




	
	f^(ξ)=⟨f,eξ⟩=∫Gf(x)exp(−2πiξ(x))dμ.
	











합 ∑ξ∈G^은 G^가 이산이기 때문에 뜻이 통합니다. 특히,


	•

유한 군 Z에 대해 G=Z로 두면 ”유한 군 위의 푸리에 변환”을 얻습니다.




	•

특수한 경우인 G=ℤ/nℤ는 자신만의 위키피디아 페이지를 가지고 있습니다: 바로 ”이산 푸리에 변환”입니다.




	•

G=𝕋로 두면 앞서 나온 ”푸리에 급수”가 됩니다.












39.4 비콤팩트한 경우의 푸리에 변환


G가 LCA이지만 콤팩트하지 않다면, 정리 39.3.1는 거짓이 됩니다. 반면, G^를 정의하는 것은 여전히 가능합니다. 이제 어쨌든 푸리에 계수를 써보려 시도할 수 있습니다: ξ∈G^이고 f:G→ℂ일 때




	
	f^(ξ)=∫Gf⋅eξ¯dμ
	





로 둡니다. 이 경우 결과는 덜 흥미롭지만, 여전히 예를 들어 다음이 성립합니다:





정리 39.4.1 (비콤팩트한 경우의 푸리에 역변환 공식).


μ를 G 위의 하르 측도라 합시다. 그러면 G^ 위에 유일한 하르 측도 ν( 쌍대 측도라 불림)가 존재하여, f∈L1(G)이고 f^∈L1(G^)일 때마다 다음이 성립합니다:




	
	f(x)=∫G^f^(ξ)ξ(x)dν
	





(거의 모든 x∈G에 대해, μ에 관하여). f가 연속이면, 이는 모든 x에 대해 성립합니다.







따라서 이전만큼 완전한 내적의 좋은 성질은 가지고 있지 않지만, 여전히 몇몇 경우에는 적어도 f를 이전과 비슷한 방식으로 적분으로 쓸 수 있습니다.




특히, 몇몇 특별한 G에 대해서는 특별한 이름이 붙어 있습니다:


	•

G=ℝ이면, G^=ℝ이 되어 ”(연속) 푸리에 변환”이 됩니다.




	•

G=ℤ이면, G^=𝕋가 되어 ”이산 시간 푸리에 변환”이 됩니다.












39.5 요약


앞선 절들에서 다룬 다양한 형태의 푸리에 해석을 다음 표에 요약합니다. 첫 번째 부분에서는 G가 콤팩트이고, 두 번째 부분에서는 G가 콤팩트가 아닙니다.




	
	이름정의역G쌍대G^지표이진 푸리에 해석{±1}nS⊆{1,…,n}∏s∈Sxs유한군 위의 푸리에 변환Zξ∈Z^≅Ze(iξ⋅x)이산 푸리에 변환ℤ/nℤξ∈ℤ/nℤe(ξx/n)푸리에 급수𝕋≅[−π,π]n∈ℤexp(inx)연속 푸리에 변환ℝξ∈ℝe(ξx)이산 시간 푸리에 변환ℤξ∈𝕋≅[−π,π]exp(iξn)
	





다양한 이름들이 형편없다는 것을 눈치채셨을 것입니다. 이것이 제가 고등학생 시절 혼란스러워했던 이유 중 하나입니다: 위에 나온 모든 종류의 푸리에 급수는 각각 자신만의 위키백과 문서를 가지고 있습니다. 저에게 결정권이 있었다면, 우리는 그냥 ”G-푸리에 변환”이라는 용어를 사용했을 것이고, 그것이 모두의 삶을 훨씬 편하게 만들었을 것입니다.







39.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 39A.


G가 콤팩트여서 G^가 이산이라면, 쌍대 측도 ν를 설명하십시오.


힌트. 정리 39.3.1에서 바로 읽어낼 수 있습니다.




풀이. 그것은 셈 측도입니다.










문제 39B.


LCA 군 G가 콤팩트인 것과 G^가 이산인 것이 동치임을 보이십시오. (이를 위해서는 콤팩트-열림 위상이 필요할 것입니다.)


힌트. 폰트랴긴 쌍대성 이후, 우리는 G가 콤팩트이면 G^가 이산이고, G가 이산이면 G^가 콤팩트임을 보여야 합니다. 둘 다 특별한 것이 필요하지 않습니다: 이는 위상적 사실입니다.













부 XI 확률 (작성 예정)


	40 확률 변수 (작성 예정)

	41 큰 수의 법칙 (작성 예정)

	42 정지된 마팅게일 (작성 예정)






장 40 확률 변수 (작성 예정)


작성 예정: 챕터 작성




르베그 측도와 그 위의 적분을 제대로 전개했으므로, 이제 확률 변수를 전개할 수 있습니다.





40.1 확률 변수


이러한 준비 과정을 모두 마쳤으므로, 확률 변수는 정말 빠르게 정의할 수 있습니다.





정의 40.1.1.


확률 공간 Ω=(Ω,𝒜,μ) 위의 (실) 확률 변수 X는 가측 함수 X:Ω→ℝ이며, 여기서 ℝ에는 보렐 σ-대수가 주어져 있습니다.







특히 확률 변수의 덧셈 등은 단순히 더하기만 하면 되므로 모두 성립합니다. 또한 앞 장의 내용에 따라 X를 Ω 위에서 적분할 수 있습니다.





정의 40.1.2 (확률 변수의 기본 성질).


확률 변수 X가 주어졌을 때, X의  기댓값은 다음 르베그 적분으로 정의됩니다




	
	𝔼[X]=∫ΩX(ω)dμ.
	





헷갈리게도, 문자 μ가 종종 기댓값을 나타내는 데 사용됩니다.




X의  k번째 모멘트는 각 양의 정수 k≥1에 대해 𝔼[Xk]로 정의됩니다. X의  분산은 그러면 다음과 같이 정의됩니다




	
	Var(X)=𝔼[(X−𝔼[X])2].
	












질문 40.1.3.


𝟏A가 확률 변수임을 보이고(보렐 가측임을 확인하기만 하면 됩니다), 그 기댓값이 μ(A)임을 보이십시오.







여러분이 이미 알고 있을 법한 기댓값의 중요한 성질은 다음과 같습니다:





정리 40.1.4 (기댓값의 선형성).


X와 Y가 Ω 위의 확률 변수라면 다음이 성립합니다




	
	𝔼[X+Y]=𝔼[X]+𝔼[Y].
	











증명.


𝔼[X+Y]=∫ΩX(ω)+Y(ω)dμ=∫ΩX(ω)dμ+∫ΩY(ω)dμ=𝔼[X]+𝔼[Y]. ∎





여기서 X와 Y가 굳이 “독립”일 필요는 없다는 점에 유의하십시오. 독립이라는 개념은 곧 정의할 것입니다.







40.2 분포 함수





40.3 확률 변수의 예





40.4 특성 함수





40.5 독립 확률 변수





40.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 40A (등분포).


X1, X2, …를 [0,1] 위의 독립 동일 분포 균등 확률 변수라 합시다. 거의 확실하게 Xi들이 등분포한다는 것, 즉 다음이




	
	limN→∞#{1≤i≤N∣a≤Xi(ω)≤b}N=b−a∀0≤a<b≤1
	





거의 모든 ω의 선택에 대해 성립함을 보이십시오.








문제 40B (중선과 독립인 삼각형의 변 길이).


X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3을 여섯 개의 독립인 표준 가우스 확률변수라 합시다. 데카르트 평면에서 삼각형 ABC를 A=(X1,Y1), B=(X2,Y2), C=(X3,Y3)으로 정의합니다. 변 BC의 길이가 A-중선의 길이와 독립임을 증명하십시오.











장 41 큰 수의 법칙 (작성 예정)


작성 예정: 장 작성





41.1 수렴의 개념들



41.1.1 거의 확실한 수렴



정의 41.1.1.


확률 공간 Ω 위의 확률 변수 X, Xn이 있다고 합시다. 다음이 성립하면 Xn이 X에  거의 확실히 수렴한다고 말합니다.




	
	μ(ω∈Ω:limnXn(ω)=X(ω))=1.
	











이는 매우 강한 수렴의 개념입니다: 이는 거의 모든 세계에서 Xn의 값이 X로 수렴한다는 것을 의미합니다. 사실, 비예시를 드는 것이 오히려 더 나을 것 같습니다.





예제 41.1.2 (거의 확실한 수렴의 비예시).


불멸의 스켈레톤 궁수가 사격을 연습하고 있으며, n번째 사격에서 확률 1−1n로 명중시킨다고 상상해 봅시다 (궁수가 시간이 지날수록 향상되므로 이 확률은 1에 수렴합니다). Xn∈{0,1,…,10}을 n번째 사격의 점수라고 합시다.




스켈레톤이 점차 완벽에 가까워지고 있지만, 궁수가 유한 번만 빗맞히는 세계는 거의 존재하지 않습니다: 즉




	
	μ(ω∈Ω:limnXn(ω)=10)=0.
	














41.1.2 확률 수렴


따라서 많은 목적을 위해서는 더 약한 수렴 개념이 필요합니다.





정의 41.1.3.


확률 공간 Ω 위의 확률 변수 X, Xn이 있다고 합시다. 모든 ε>0과 δ>0에 대해 다음이 성립하면 Xn이 X에  확률 수렴한다고 말합니다.




	
	μ(ω∈Ω:|Xn(ω)−X(ω)|<ε)≥1−δ
	





충분히 큰 n에 대해 (ε와 δ에 따라 결정됨).







이런 의미에서 우리의 스켈레톤 궁수는 실제로 성공합니다: 임의의 δ>0에 대해, n>δ−1이면 스켈레톤 궁수는 1−δ 비율의 세계에서 명중시킵니다. 일반적으로, 이는 임의의 δ>0에 대해 n번째 단계에서 ε-이상 사건이 일어날 확률이 결국 δ 아래로 떨어진다는 것을 의미한다고 생각할 수 있습니다.





비고 41.1.4.


정의에서 δ를 감추기 위해, 이는 때때로 다음과 같이 대신 쓰이기도 합니다: 모든 ε에 대해




	
	limn→∞μ(ω∈Ω:|Xn(ω)−X(ω)|<ε)=1.
	





큰 차이는 없다고 생각하지만, 저는 개인적으로 이 비대칭성이 마음에 들지 않습니다.










41.1.3 법칙 수렴







41.2 약한 큰 수의 법칙


이름에서 알 수 있듯이, 이는 강한 큰 수의 법칙의 직접적인 따름정리입니다. 그럼에도 불구하고, 이 법칙의 증명은 더 간단하며, 일부 응용에서는 약한 법칙만으로도 충분합니다.




작성 예정: 작성





41.2.1 응용: 바이어슈트라스 근사







41.3 강한 큰 수의 법칙



41.3.1 동기: 편향된 랜덤 워크


다음과 같이 정의된 랜덤 워크를 생각해 봅시다:


	•

X0=1이라고 합시다.




	•

각 i≥1에 대해, Xi를 확률 p=0.6으로 Xi−1−1, 확률 1−p=0.4로 Xi−1+1이 되도록 정의합니다.









그러면 다음과 같이 물을 수 있습니다: 어떤 Xi가 0이 될 때까지의 단계 수의 기댓값은 얼마입니까?




소박한 시도는 다음과 같을 것입니다.


f(i)를 X0=i에서 시작하여 0에 도달하기까지의 단계 수의 기댓값이라고 합시다.

그러면:


	•

f(0)=0,




	•

f(1)=1+0.6f(0)+0.4f(2),




	•

f(2)=1+0.6f(1)+0.4f(3),




	•

⋮








항이 무한히 많기 때문에 이 방법으로는 진전이 없습니다. 더 나은 시도는 다음과 같습니다:


답을 x라고 합시다. X0=2에서 시작한다면, i를 Xi=1이 되는 첫 시점, j를 i 이후 Xj=0이 되는 첫 시점이라고 합시다. 그러면




	
	𝔼[i]=𝔼[j−i]=x.
	





따라서,




	
	x=1+0.6⋅0+0.4⋅(2x)
	





이 방정식을 풀면 x=5를 얻습니다.



이 방법은 올바른 결과를 줍니다 — 하지만 아래로 갈 확률이 p=0.4일 때 같은 방법을 적용하면 x=−5가 나오는데, 이는 명백히 말이 되지 않습니다.




무엇이 잘못되었을까요? 문제는 p=0.4일 때 수열이 결코 0에 도달하지 못할 확률111미리보기: 다음 장에서 마팅게일 이론을 이용하면, 수열이 결코 0에 도달하지 못할 확률이 정확히 1−0.40.6임을 증명할 수 있습니다.이 0이 아니라는 데 있으며, 따라서 기댓값이 정의되지 않고 증명에서 ∞에서 ∞를 빼고 있다는 것입니다.




이 경우, 강대수의 법칙은 거의 모든 세계에서 수열 Xi가 결국 0에 도달한다는 것을 보임으로써 이 허점을 메우는 데 도움을 줄 수 있습니다.







41.3.2 진술



정리 41.3.1 (강대수의 법칙).


X1, X2, … 를 평균이 0인 독립 항등 분포 확률 변수라고 합시다. 부분 평균을 다음과 같이 정의합니다




	
	Mn=X1+⋯+Xnn.
	





그러면, 거의 모든 세계에서, Mn→0입니다.







다시 말해, Mn은 거의 확실하게 0으로 수렴합니다.




평균이 0이라는 조건은 단지 증명을 간단히 하기 위한 것으로, 평균이 존재하기만 하면 확률 변수에서 평균을 빼서 정리를 적용할 수 있습니다.





예제 41.3.2 (가설 𝔼[Xi]=0은 중요합니다).


Mn→0이 성립하지 않는 예를 살펴봅시다 — 이는 상트페테르부르크 역설의 약간 변형된 버전입니다.




각 Xi의 분포를 다음과 같다고 합시다:




	
	Xi
	={1확률로14−1확률로142확률로18−2확률로184확률로116−4확률로116⋮
	





형식적으로, Xi는 확률 2−k−2로 {2k,−2k}의 각 값을 취합니다.




이 경우, 평균 𝔼[Xi]=∫ΩXi(ω)는 실제로 정의되지 않습니다. 게다가, 분포가 아무리 대칭적으로 보이더라도, 거의 어떤 세계에서도 Mn은 0으로 수렴하지 않습니다.




직관적으로, 그 이유를 알 수 있습니다:


	•

처음 16개 값 중 평균적으로 |Xi|=4인 Xi가 하나 있으며, 이는 M16을 14만큼 왜곡시킵니다.




	•

처음 32개 값 중 평균적으로 |Xi|=8인 Xi가 하나 있으며, 이는 M32을 14만큼 왜곡시킵니다.




	•

이하 마찬가지입니다.






다시 말해, 우리의 해골 궁수와 마찬가지로, Mn이 14보다 크게 왜곡된 경우가 유한 번만 발생하는 세계는 거의 존재하지 않습니다.










41.3.3 유한 분산의 경우에 대한 증명


실제로 우리가 마주치는 대부분의 분포는 유한 분산을 가지므로, 반례를 하나 드는 편이 나을 것입니다.





예제 41.3.3 (평균은 유한하지만 분산은 무한한 분포).


위의 상트페테르부르크 역설 예시에서의 Xi에 대해 Yi=sgn(Xi)|Xi|로 두면 충분합니다. 계산해 보면 𝔼[Yi]=0이지만 𝔼[Yi2]=∞임을 알 수 있습니다.







먼저 𝔼[Xi2]이 유한한 경우에 대한 증명을 제시하겠습니다.




먼저, 얼핏 무관해 보이는 다음과 같은 급수를 정의합니다.




	
	Tn=X1+X22+X33+⋯+Xnn.
	








이 단계는 동기를 설명하기가 다소 어렵습니다. 긍정적인 측면으로는, 다음을 보이기가 쉽다는 점입니다.





주장 41.3.4.


거의 모든 세계에서 수열 Tn은 수렴합니다.







이는 다음 급수가




	
	X1+X22+X33+⋯
	





수렴한다는 것과 같은 말입니다.




핵심 아이디어는 합산 항들의 총 분산이 유한함을 보이는 것입니다. 실제로:




	
	Var[X1]+Var[X22]+Var[X33]+⋯
	=Var[X1]+14Var[X2]+19Var[X3]+⋯
	





	
	
	=Var[X1]⋅(1+14+19+⋯)
	





이는 유한합니다.




왜 총 분산이 유한하면 거의 확실한 수렴이 성립할까요? 직관적으로, 다음을 상기해 봅시다.





정리 41.3.5 (체비쇼프 부등식).


X를 평균이 0이고 분산이 σ2인 확률 변수라고 합시다. 그러면




	
	Pr[|X|≥kσ]≤1k2.
	











또는 동등하게, σ의 정의에 암묵적으로 포함된 −를 피하기 위해 다음과 같은 형태로 쓸 수도 있습니다.




	
	Pr[|X|≥a]≤1a2Var[X].
	








그러면 예를 들어 T1000과 T2000을 살펴보면:




	
	Var[T2000−T1000]=∑i=10012000Var[Xi]i2
	





∑i=1∞Var[Xi]i2이 유한하므로, ∑i=10012000Var[Xi]i2은 매우 작을 것으로 예상되며, 이는 T2000이 T1000에서 거의 벗어나지 않아야 함을 의미합니다.




그러나 수렴을 보이려면 더 강력한 것이 필요합니다.





정리 41.3.6 (콜모고로프 부등식).


X1, …, Xn을 평균이 0인 독립 확률 변수라 합시다. 각 1≤i≤n에 대해 Si=X1+⋯+Xi라고 정의합니다. 그러면




	
	Pr[|Si|≥a임의의  에 대해1≤i≤n]≤1a2Var[Sn].
	











이 정리가 왜 더 강력한지 알 수 있습니다 — 체비셰프 부등식으로는 다음만 보일 수 있습니다




	
	Pr[|Sn|≥a]≤1a2Var[Sn].
	





따라서 같은 우변으로, |S1|≥a∨|S2|≥a∨⋯의 확률도 공짜로 한계 지을 수 있습니다!




증명.


Ai를 i가 |Si|≥a를 만족하는 가장 작은 값이 되는 사건이라고 정의합니다. 그러면 위 좌변은 다음과 같습니다




	
	Pr[|Si|≥a임의의  에 대해1≤i≤n]=Pr[A1]+Pr[A2]+⋯+Pr[An].
	








직관적으로, 만약 사건 |Si|≥a들이 독립이었다면, 우리가 할 수 있는 최선은 체비셰프 부등식을 사용하여 개별 확률 값들을 한계 짓는 것입니다




	
	Pr[|Si|≥a]≤1a2Var[Si]
	





하지만 이들은 전혀 독립이 아닙니다 — 사실, 이들은 양의 상관관계를 가지고 있습니다! 예를 들어, 다음이 성립합니다




	
	𝔼[Sn∣S1=a]=a
	





왜냐하면 𝔼[X2+⋯+Xn]=0이기 때문입니다. 따라서 각 Xi가 대칭 분포를 따른다면, Pr[Sn≥a∣S1=a]≥12이며, 이는 a가 클 때 1a2Var[Sn]보다 훨씬 큽니다.




여기 형식적인 증명이 있습니다. 각 1≤i≤n에 대해, 다음이 성립합니다




	
	𝔼[Si2∣Ai]≥a2
	





이는 다음과 동치입니다




	
	Pr[Ai]≤1a2𝔼[Si2⋅𝟏Ai]
	





그리고




	
	𝔼[Sn2⋅𝟏Ai]
	=𝔼[(Si+(Sn−Si))2⋅𝟏Ai]
	





	
	
	=𝔼[Si2⋅𝟏Ai]+𝔼[Si⋅𝟏Ai(Sn−Si)]+𝔼[(Sn−Si)2⋅𝟏Ai]
	





가운데 항 𝔼[Si⋅𝟏Ai(Sn−Si)]은 0인데, 이는 Si⋅𝟏Ai와 Sn−Si=Xi+1+⋯+Xn이 독립이고 𝔼[Xi+1+⋯+Xn]=0이기 때문이며, 마지막 항은 ≥0입니다.




부등식들을 결합하면, 다음을 얻습니다




	
	a2Pr[Ai]≤𝔼[Sn2⋅𝟏Ai].
	





모든 i에 대해 합하면 최종 결과를 얻습니다. ∎





일반화하면:





따름정리 41.3.7.


X1, …을 평균이 0인 독립 확률 변수라 합시다. Si를 위와 같이 정의합니다. 그러면




	
	Pr[|Si|≥a임의의  에 대해1≤i]≤1a2∑1≤iVar[Xi].
	











증명.


사건




	
	|Si|≥a임의의  에 대해1≤i≤n
	





은 다음 사건의 부분집합입니다




	
	|Si|≥a임의의  에 대해1≤i≤n+1
	





따라서 다음을 얻습니다




	
	Pr[|Si|≥a임의의  에 대해1≤i]=limn→∞Pr[|Si|≥a임의의  에 대해1≤i≤n].
	





각 Pr[|Si|≥a임의의  에 대해1≤i≤n]에 콜모고로프 부등식을 적용하면, 결과를 얻습니다. ∎





이제, 아이디어는 이를 수열의 꼬리에 적용하는 것입니다




	
	X1,X22,X33,…
	





따름정리에 의해, 모든 ε>0에 대해, 거의 모든 세계에서, 임의의 i≥nε에 대해 |Ti−Tnε|<ε2가 되는 nε가 존재함을 알 수 있습니다. 삼각 부등식에 의해, 임의의 i,j≥nε에 대해 |Ti−Tj|<ε가 됩니다.




코시 수렴 판정법에 의해, 이는 수열 Tn이 거의 모든 세계에서 수렴함을 의미합니다.




마지막으로, 원래 목표와의 관계는 다음과 같습니다





주장 41.3.8 (원래 급수와의 관계).


Tn이 수렴하는 모든 세계에서, Mn은 0으로 수렴합니다.







증명.


약간의 대수적 조작일 뿐입니다. Mn을 Tn에 대해 표현해 보겠습니다.




다음을 얻습니다




	
	Xn=n⋅(Tn−Tn−1)
	





따라서




	
	Mn
	=(T1−T0)+2(T2−T1)+⋯+n(Tn−Tn−1)n
	





	
	
	=nTn−(T0+T1+⋯+Tn−1)n
	





	
	
	=Tn−T0+T1+⋯+Tn−1n.
	





이제 이것은 쉽습니다: Tn이 수렴한다고 할 때, T0+T1+⋯+Tn−1n도 같은 값으로 수렴해야 하므로(Cesàro 평균), 필요한 대로 Mn→0이 됩니다. ∎






연습문제 41.3.9.


역은 성립하지 않습니다: Mn→0이라 해도, Tn이 반드시 수렴하는 것은 아닙니다. 반례를 찾으십시오. (Tn을 Mn에 대해 표현하고, 어떤 일이 일어나는지 살펴보십시오.)










41.3.4 일반적인 증명


기본 아이디어는 각 Xi의 값을 절단하여 각각이 유한한 분산을 갖도록 하는 것입니다.




작성 예정: 다음과 같이 씁니다









41.4 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 41A (한정사 지옥).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

확률 수렴의 정의에서 δ>0 대신 δ=0을 허용했다고 가정합시다. 수정된 정의가 거의 확실한 수렴과 동치임을 보이십시오.


힌트. 이것은 보기보다 실제로는 더 까다로운데, (이름과는 달리) 단순히 한정사를 밀어 넣을 수는 없고, m=1,2,…에 대해 ε=1/m에 초점을 맞추어야 합니다.

문제는 각 ε>0에 대해, n>Nε이면 μ(ω:|X(ω)−Xn(ω)|≤ε)=1이라고 말하고 있습니다. 각 m에 대해 측도가 0인 ”나쁜 세계들”이 존재하는데, 그것들의 합집합을 취하십시오.




풀이. 각 양의 정수 m에 대해, ε=1/m일 때 어떤 일이 일어나는지 생각해 봅시다. 그러면 가정에 의해, 문턱값 Nm이 존재하여 이상 집합이




	
	Am≔{ω:|X(ω)−Xn(ω)|≥1m어떤  에 대해n>Nm}
	





측도 μ(Am)=0을 갖도록 하는 문턱값 Nm이 존재합니다. 따라서 가산 합집합 A=⋃m≥1Am도 측도가 0입니다.

그러므로 A의 여집합은 측도 1을 갖습니다. A에 속하지 않는 임의의 세계 ω∉A에 대해, 다음을 얻습니다




	
	limn|X(ω)−Xn(ω)|=1
	





왜냐하면 n>Nm일 때 그 절댓값은 (ω∉Am이므로) 항상 1/m 이하이기 때문입니다.










문제 41B (거의 확실한 수렴은 위상화할 수 없음).


Ω=[0,1] 위의 모든 확률 변수의 공간을 생각합시다. 다음 명제를 참으로 만드는 거리를 이 공간에 부여하는 것이 불가능함을 증명하십시오:


확률 변수 X1, X2, …,의 수열이 X로 거의 확실하게 수렴하는 것은 Xi가 그 거리에서 X로 수렴하는 것과 동치입니다.




풀이. https://math.stackexchange.com/a/2201906/229197













장 42 정지된 마팅게일 (작성 예정)



42.1 거의 확실하게 돈을 버는 방법


이제 측도론에 대해 새로 얻은 지식을 카지노로 가져가 봅시다.




여기 가장 고전적인 예시가 있습니다: 카지노에서 공정한 동전 던지기에 원하는 만큼 베팅할 수 있는 게임을 하게 해주는데, 승률이 나쁩니다: 동전이 앞면이면 $n을 따지만, 뒷면이면 $2n을 잃습니다. 여기서 n의 값은 우리가 선택합니다. 제정신인 사람이라면 아무도 하고 싶어하지 않을 것 같은 게임처럼 보입니다.




그런데, 시간과 돈이 무제한이라면, 실제로 거의 확실하게 이익을 낼 수 있습니다.





예제 42.1.1 (18세기 프랑스보다도 더 탐욕스러워지기).


위 게임에서, 우리는 $1을 베팅하며 시작합니다.


	•

이기면, $1을 벌고 떠납니다.




	•

지면, 대신 $10을 베팅하고,


	–

이기면, $10−$2=$8을 벌고 떠나며,




	–

지면 대신 $100을 베팅하고,


	*

이기면, $1000−$20−$2=$978을 벌고 떠나며,




	*

지면 대신 $1000을 베팅하고, 이런 식으로 계속됩니다…
















동전은 언젠가 거의 확실하게 앞면이 나올 것이므로, 그 일이 일어날 때마다 돈을 법니다. 사실, 동전이 앞면을 보일 때까지 걸리는 기대 시간은 단 2번의 던지기입니다! 무엇이 잘못될 수 있을까요?







이 장에서는 “유한한 시간”이나 “유한한 돈”과 같은 정상적인 조건 하에서는, 실제로 이런 방식으로 돈을 벌 수 없다는 것을 보일 것입니다 — 바로 선택적 정지 정리입니다. 이는 조건부 확률을 정의할 구실을 마련해 주며, 그 다음 마팅게일(공정한 카지노를 일반화한 것)에 대해 이야기하게 될 것입니다.




라스베이거스에서 돈을 뽑아내려는 시도가 가망 없는 일임을 깨닫고 나면, 우리는 도박을 그만두고 수학 문제 풀이로 돌아가서, 도박과는 전혀 관계없어 보이는 문제들이 적절한 마팅게일을 고려함으로써 풀릴 수 있는 몇 가지 까다로운 놀라움들을 보여줄 것입니다.




이후 모든 내용에서, Ω=(Ω,𝒜,μ)는 확률 공간입니다.







42.2 부분 σ-대수와 여과


대표적인 예: 확률 변수로 생성된 σ-대수, 그리고 동전 던지기 여과




우리는 Ω를, Ω 위에서 적분을 할 수 있게 해주는 σ-대수 𝒜를 갖춘 세계들의 공간으로 생각했습니다. 그러나 슬픈 삶의 진실은, 어느 주어진 시점에서든 세계에 대해 부분적인 정보만을 알 수 있다는 것입니다. 예를 들어, 이 글을 쓰는 시점에서, 우리는 세계가 2012년에 끝나지 않았다는 것을 알고 있지만 (https://en.wikipedia.org/wiki/2012_phenomenon 참조), 앞으로 인류의 운명은 다소 불확실한 채로 남아 있습니다.




이를 측도론적으로 써 봅시다: 다음을 고려할 수 있습니다




	
	Ω
	=A⊔B
	





	
	A
	={ω2012년에 세상이 끝나는 경우}
	





	
	B
	={ω2012년에 세상이 끝나지 않는 경우}.
	





A와 B가 가측 집합, 즉 A,B∈𝒜라고 가정하겠습니다. 이는 μ(A)와 μ(B)의 값이 어떠해야 하는지에 대해(”세상이 2012년에 끝날 사전 확률”) 재미있게 논쟁할 수 있다는 뜻이지만, 이제 다른 엉뚱한 예시로 넘어갑시다.




이제 나중에 조건부 확률을 정의할 때 필요할 새로운 개념을 소개하겠습니다.





정의 42.2.1.


Ω=(Ω,𝒜,μ)를 확률 공간이라 합시다. Ω 위의  부분 σ-대수 ℱ는 말 그대로의 의미입니다: 집합 Ω 위의 σ-대수 ℱ로서, 각 A∈ℱ가 가측이도록 하는 것입니다(즉, ℱ⊆𝒜).







그 동기는, ℱ가 어떤 정보에 대해 질문을 던질 수 있게 해주는 집합들의 σ-대수라는 것입니다. 예를 들어, 위에서 든 2012년 예시에서, 우리는 ℱ={∅,A,B,Ω}로 둘 수 있는데, 이는 2012년만을 생각하고 있을 때 우리가 관심을 갖는 집합들입니다.




여기 좀 더 진지한 예시들이 있습니다.





예제 42.2.2 (부분 σ-대수의 예시).



	(a)

X:Ω→{0,1,2}를 세 값 중 하나를 취하는 확률 변수라고 합시다. 만약 우리가 X에 관심이 있다면 다음과 같이 정의할 수 있습니다




	
	A
	={ω∣X(ω)=1}
	





	
	B
	={ω∣X(ω)=2}
	





	
	C
	={ω∣X(ω)=3}
	





그러면 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	ℱ={∅,A,B,C,A∪B,B∪C,C∪A,Ω}.
	





이것은 예컨대 ”X≠3일 확률은 얼마인가”와 같이 X에 대한 질문을 할 수 있게 해주는 ℱ 위의 부분 σ-대수입니다.




	(b)

이제 Y:Ω→[0,1]가 또 다른 확률 변수라고 합시다. 만약 우리가 Y에 관심이 있다면, 우리의 궁금증을 담아내는 ℱ는 다음과 같습니다




	
	ℱ={Ypre(B)∣B⊆[0,1]가측입니다}.
	
















여기서 어떤 경향을 눈치챘을 수도 있는데, 이제 이를 형식화합니다.





정의 42.2.3.


X:Ω→ℝ를 확률 변수라고 합시다.  X에 의해 생성된 부분 σ-대수는 다음과 같이 정의됩니다




	
	σ(X)≔{Xpre(B)∣B⊆ℝ가측입니다}.
	





만약 X1, … 가 확률 변수들의 (유한 또는 무한) 수열이라면, 이들에 의해 생성된 부분 σ-대수는 각 i에 대해 σ(Xi)를 포함하는 가장 작은 σ-대수입니다.







마지막으로, 이런 것들을 많이 모아볼 수 있습니다 — 시간에 대해 이야기하고 있으므로, 우리는 나이가 들수록 더 많은 것을 알게 되고, 이는 형식화될 수 있습니다.





정의 42.2.4.


Ω=(Ω,𝒜,μ) 위의  여과는 중첩된 수열111편의를 위해 ℤ≥0로 색인된 여과로 한정하지만, 사실 어떤 색인 집합이든 상관없습니다.




	
	ℱ0⊆ℱ1⊆ℱ2⊆…
	





Ω 위의 부분 σ-대수들의








예제 42.2.5 (여과).


무한히 긴 수업 시간에 지루해서 시간을 보내려고 공정한 동전을 던지기 시작했다고 합시다. (이에 따라 Ω={H,T}∞가 앞면 H와 뒷면 T의 무한 수열들로 이루어진다고 할 수 있습니다.) ℱn이 처음 n번의 동전 던지기 값에 의해 생성된 부분 σ-대수를 나타낸다고 합시다. 그러면:


	•

ℱ0={∅,Ω},




	•

ℱ1={∅,첫 번째 던지기가 H,첫 번째 던지기가 T,Ω},




	•

ℱ2={∅,첫 두 번의 던지기가 HH,두 번째 던지기가 T,Ω,첫 번째 던지기와 두 번째 던지기가 다름,…}.




	•

이런 식으로 계속되며, ℱn은 오직 처음 n번의 동전 던지기에 의해서만 ”결정되는” 가측 집합들입니다.













연습문제 42.2.6.


앞의 예시에서, 각 정수 n에 대해 크기 |ℱn|를 계산하십시오.







더 중요한 것은,


X가 ℱ에 주어진 정보에 의해서만 결정된다면 X는 ℱ-가측입니다.







예제 42.2.7.


위의 예시에서, X3을 세 번째 동전 던지기의 값이라고 합시다. 그러면:


	•

X3은 ℱ2-가측이 아닙니다. (즉, X3은 처음 2번의 동전 던지기 정보만으로는 알 수 없습니다.)




	•

하지만 이것은 ℱ3-가측입니다.













연습문제 42.2.8.


이를 확인하십시오! (함수는 열린집합을 가측 집합으로 끌어올릴 때 가측이라는 것을 상기하십시오. 따라서 예를 들어 X3pre({H})∉ℱ2임을 보여야 합니다.)







따라서, 우리는 세상에 대한 부분적인 정보를 형식화할 수 있을 뿐만 아니라, 무언가가 그 부분적인 정보에만 의존한다는 것이 무엇을 의미하는지도 형식화할 수 있습니다.







42.3 조건부 기댓값


대표적인 예: [0,1] 위에 분포된 X와 Y에 대한 𝔼(X∣X+Y)입니다.




마팅게일을 정의하기 위해서는 조건부 확률의 정의가 필요하지만, 이는 놀랍게도 까다로운 것으로 밝혀집니다. 그 이유를 살펴보기 위해 다음의 간단한 예시를 고려해 봅시다.





예제 42.3.1 (고등학교 수준의 방법이 여기서 충분하지 않은 이유).


[0,1] 위에 균등하게 분포된 두 개의 독립적인 확률 변수 X, Y가 있다고 합시다 (그러므로 Ω=[0,1]2로 두어도 무방합니다). 다음과 같은 질문을 던져 볼 수 있습니다:


“X+Y=0.6이라는 조건 하에서 X의 기댓값은 무엇인가”?



직관적으로, 답이 0.3이 되어야 함을 알고 있습니다. 하지만 정의를 적어 보려고 하면 곧 문제에 부딪히게 됩니다. 이상적으로는 다음과 같은 형태로 말하고 싶습니다




	
	𝔼[X주어진X+Y=0.6]=∫SX∫S1여기서S={ω∈Ω∣X(ω)+Y(ω)=0.6}.
	





문제는 S가 측도가 0인 집합이라는 것으로, 이로 인해 곧 00에 부딪히게 되며, 이는 이러한 형태의 정의가 통하지 않는다는 것을 의미합니다.







측도론에서 이를 다루는 전형적인 방법은 우리가 정의한 부분-σ-대수의 개념을 이용하는 것입니다.




하지만 먼저, 𝔼(X∣X+Y)가 무엇을 의미하는지 설명해야 합니다 — 왜 사건이 아니라 다른 확률 변수에 대해 조건을 거는 것일까요?




확률 변수에 대해 조건을 거는 것의 동기를 설명하기 위해 다음의 상황을 고려해 봅시다. 내일의 날씨가 오늘의 날씨와 무작위적인 변동에 의존한다고 합시다. 그러면 다음과 같은 진술을 할 수 있습니다:




	
	Pr(내일 비가 옴∣오늘 비가 옴)
	=0.6,
	





	
	Pr(내일 비가 옴∣오늘 비가 오지 않음)
	=0.3.
	





이는 표준적인 조건부 확률입니다: Pr(A∣B)=Pr(A∧B)Pr(B).




“오늘의 날씨” 자체가 확률 변수임에 유의하십시오.




Z를 오늘 밤 일기예보가 예측한 확률이라고 하고, 이것이 위와 같이 작동한다고 합시다. 그러면 Z는 다음과 같이 정의되는 확률 실숫값 변수입니다:




	
	Z
	:Ω→ℝ
	





	
	Z(ω)
	=Pr(내일 비가 옴∣오늘의 날씨=오늘의 날씨(ω))
	








다음과 같이 적는 것만이 타당할 것입니다




	
	Z=Pr(내일 비가 옴∣오늘의 날씨).
	





우리는 확률 변수에 대해 조건을 걸고 있으며, Pr(⋯∣⋯) 자체가 ℝ 안의 단일 값이 아니라 확률 변수인데, 이는 전혀 문제가 없습니다.




마찬가지로, Ω가 유한하고 그 모든 부분집합이 가측이라면, 확률 실숫값 변수 X와 Y에 대해 확률 실숫값 변수 Z=𝔼(X∣Y)를 다음과 같이 정의하는 것이 합리적일 것입니다




	
	Z
	:Ω→ℝ
	





	
	Z(ω)
	=𝔼[X∣Y=Y(ω)].
	









예제 42.3.2.


X와 Y를 두 주사위를 굴린 결과라고 합시다. 그러면:


	•

𝔼[X∣X+Y=3]=1.5이며, 이는 쉽게 계산할 수 있습니다.




	•

𝔼(X∣X+Y)는 확률 변수로서, X+Y=3이든 아니든 모든 세계에서 값 1.5를 취할 것입니다.




	•

더 일반적으로, 실제로 다음이 성립합니다




	
	𝔼(X∣X+Y)=X+Y2.
	










확률 변수 𝔼(X∣X+Y)가 오직 X+Y의 값에만 의존한다는 것에 주목하십시오 — 정의에 의해서 그러합니다.







물론, 앞서 설명했듯이, 이러한 소박한 시도는 연속적인 경우에 대해서는 어디서나 0으로 나누기를 야기합니다 — 그래서, 부분-σ-대수가 등장하게 됩니다.





명제 42.3.3 (조건부 기댓값의 정의).


X:Ω→ℝ를 확률 공간 Ω 위의 절대 적분가능한 확률 변수 (즉 𝔼[|X|]<∞를 의미합니다)라 하고, ℱ를 그 위의 부분-σ-대수라 합시다.




그러면 다음 두 성질을 만족하는 함수 η:Ω→ℝ가 존재합니다:


	•

η는 ℱ-가측입니다 (즉, 함수 (Ω,ℱ,μ)→ℝ로서 가측입니다); 그리고




	•

임의의 집합 A∈ℱ에 대해 𝔼[η⋅𝟏A]=𝔼[X⋅𝟏A]가 성립합니다.






더욱이, 이 확률 변수는 거의 확실하게(almost surely) 유일합니다.







증명.


생략하지만, 관련된 전문 용어로 “라돈-니코딤 도함수(Radon-Nikodym derivative)”가 사용됩니다. ∎






정의 42.3.4.


η를 앞의 명제에서와 같이 놓읍시다.


	•

우리는 η를 𝔼(X∣ℱ)로 표기하고, 이를 ℱ에 대한 X의  조건부 기댓값(conditional expectation)이라 부릅니다.




	•

Y가 확률 변수라면, 𝔼(X∣Y)는 𝔼(X∣σ(Y))를 나타내며, 즉 Y에 의해 생성된 σ-대수에 대한 X의 조건부 기댓값을 의미합니다.













예제 42.3.5.


예상할 수 있듯이, η=X+Y2는 위의 𝔼(X∣X+Y)의 조건을 만족합니다.




이 모든 것을 하는 동기를 부여하는 방법은 다음과 같습니다. 우리는 다음과 같은 것을 말할 수 있기를 원합니다:




	
	𝔼[X∣X+Y=0.6]=limε→0𝔼[X∣0.6−ε<X+Y<0.6+ε]
	





안타깝게도, ℱ가 단 하나의 확률 실수 변수에 의해 생성되지 않을 수도 있는 일반적인 경우에는 이러한 설정이 작동하지 않습니다. 위의 정의가 우리에게 어떻게 도움이 되는지 살펴봅시다.


	•

A={ω∈Ω∣0.6−ε<X(ω)+Y(ω)<0.6+ε}라 하면, 이 집합은 확실히 X+Y에 의해 생성된 부분-σ-대수에 속합니다 (왜냐하면 이는 (X+Y)pre((0.6−ε,0.6+ε))이기 때문입니다).




	•

η가 ℱ-가측이라는 것은 η가 ℱ=σ(X+Y)에 있는 정보에만, 즉 X+Y에만 의존한다는 것을 의미함을 상기하십시오. 이는 이치에 맞습니다.




	•

우변을 살펴봅시다:




	
	𝔼[X∣0.6−ε<X+Y<0.6+ε]=𝔼[X⋅𝟏A].
	








전체 기댓값의 법칙(law of total expectation)은 𝔼[𝔼(X∣Y)]=𝔼[X]라고 말합니다. 따라서 직관적으로, 위의 두 번째 성질은 단순히 이 법칙이 모든 집합 A∈ℱ에 대해 성립할 것을 요구합니다.




우리의 경우, 다음과 같습니다:




	
	𝔼[η∣0.6−ε<X+Y<0.6+ε]=𝔼[X∣0.6−ε<X+Y<0.6+ε].
	
















좀 더 자세한 설명:





비고 42.3.6 (이 표기법은 형편없습니다).


𝔼(X∣ℱ)라는 표기법은 인정하건대 혼란스러운데, 이는 실제로 𝔼[X]와 같은 단순한 실수가 아니라 함수 전체 Ω→ℝ이기 때문입니다 — 그러나 보시다시피, 나름의 장점이 있습니다. 이러한 이유로 저는 조건부 기댓값에 대해서는 대괄호가 아니라 소괄호를 사용하는 것을 잊지 않도록 조심하려 합니다; 모두가 이렇게 하는 것은 아닙니다.








표기의 남용 42.3.7.


또한, Y=𝔼(X∣ℱ)라고 쓸 때, 여기에는 어느 정도의 표기법 남용이 발생하고 있는데, 이는 𝔼(X∣ℱ)가 어느 정도 합리적인 유일성까지만(즉, 측도 0인 변화까지는 허용하여) 정의되기 때문입니다. 따라서 이는 실제로는 “Y가 명제 42.3.3의 가정을 만족한다”는 것을 의미하지만, 이는 너무 세밀해서 아무도 신경 쓰지 않습니다.




예를 들어, 위의 예시에서 만약 η를 다음과 같이 바꾸면




	
	η(ω)={0만약X(ω)+Y(ω)=0.6X(ω)+Y(ω)2그렇지 않으면
	





그러면 𝔼[η⋅𝟏A]=𝔼[X⋅𝟏A]는 모든 집합 A에 대해 여전히 성립하지만, 이제 이는 𝔼[X∣X+Y=0.6]=0이라고 말하는 것처럼 보이지 않습니까?




그럼에도 불구하고, 우리는 측도 0인 집합을 희생해야 한다는 데 동의해야 하는데, 그렇지 않으면 다음과 같은 경우




	
	T(ω)={1만약Y(ω)>0.5또는(Y(ω)=0.5그리고X(ω)∈ℚ)0그렇지 않으면
	





그러면 이는 확실히 가측이지만(즉, 확률 변수이지만), 𝔼[T∣Y=0.4]=0이고 𝔼[T∣Y=0.6]=1인데, 𝔼[T∣Y=0.5]는 무엇입니까? (여러분은 이것이 0이어야 한다고 주장할 수도 있지만, ℚ가 더욱 비가측적인 어떤 것으로 바뀐다면 어떻게 되겠습니까? 게다가, 확률이 0인 집합에서만 T를 수정했을 뿐인데 조건부 기댓값이 왜 바뀌어야 합니까?)







작성 예정: 성질







42.4 슈퍼마팅게일


대표적인 예: 하우스 확률을 가정할 때, 카지노를 방문하는 것은 슈퍼마팅게일입니다.





정의 42.4.1.


X0, X1, … 를 확률 공간 Ω 위의 확률 변수의 수열이라 하고, ℱ0⊆ℱ1⊆⋯ 를 여과라 합시다.




그러면 다음 조건들이 성립할 때 (Xn)n≥0 는 (ℱn)n≥0 에 대한  슈퍼마팅게일입니다:


	•

Xn 은 모든 n에 대해 절대 적분 가능합니다;




	•

Xn 은 ℱn 에 대해 가측입니다; 그리고




	•

각 n=1,2,… 에 대해 부등식




	
	𝔼(Xn∣ℱn−1)≤Xn−1
	





은 모든 ω∈Ω 에 대해 성립합니다.









서브마팅게일에서는 부등식 ≤ 가 ≥ 로 대체되며,  마팅게일에서는 = 로 대체됩니다.







작성 예정: 이 용어의 어원은 무엇인가요?





표기의 남용 42.4.2 (어차피 그 여과라는 것을 쓰는 사람은 아무도 없습니다).


우리는 항상 ℱn 을 이전 변수들 X0, X1, …, Xn−1 로 생성되는 σ-대수로 취할 것이며, 이에 대해 따로 언급하지 않겠습니다. 그럼에도 이어지는 모든 결과는 어떤 여과에 대한 슈퍼마팅게일이라는 더 일반적인 상황에서도 성립합니다.







우리는 모든 정리를 슈퍼마팅게일에 대해 증명할 것입니다; 서브마팅게일에 대한 유사한 버전은 모든 곳에서 ≤ 를 ≥ 로 대체하여 얻을 수 있고 (Xn 이 마팅게일인 것과 −Xn 이 슈퍼마팅게일인 것이 동치이므로), 마팅게일에 대해서는 모든 곳에서 ≤ 를 = 로 대체하여 얻을 수 있습니다 (Xn 이 마팅게일인 것과 그것이 슈퍼마팅게일이면서 동시에 서브마팅게일인 것이 동치이므로).




예시를 들어봅시다.





예제 42.4.3 (슈퍼마팅게일).



	(a)

랜덤 워크: 개미 한 마리가 수직선 위의 위치 0 에서 출발합니다. 매 분마다 이 개미는 공정한 동전을 던져 왼쪽으로 한 칸 걷거나 오른쪽으로 한 칸 걷습니다. Xt 가 t번째 시각의 위치라면, Xt 는 마팅게일인데, 그 이유는




	
	𝔼(Xt∣X0,…,Xt−1)=(Xt−1+1)+(Xt−1−1)2=Xt−1.
	








	(b)

카지노 게임: 이 장의 도입부에서 설명한 전략을 사용하는 도박꾼을 생각해 봅시다. 도박꾼이 거는 모든 배팅의 기댓값이 0 이므로, 이는 마팅게일입니다.




	(c)

독립 변수의 곱: X1, X2, … 를 (반드시 동일하게 분포하지는 않는) 평균이 1인 독립인 적분 가능 확률 변수들이라 합시다. 그러면 다음과 같이 정의되는 수열 Y1, Y2, … 는




	
	Yn≔X1X2⋯Xn
	





𝔼(Yn∣Y1,…,Yn−1)=𝔼[Yn]⋅Yn−1=Yn−1 이므로 마팅게일입니다.




	(d)

반복 블랙잭: 어떤 사람이 카지노에 가서 무한히 많은 블랙잭 게임을 한다고 합시다. Xt 가 시각 t에서의 그의 재산이라면, Xt 는 슈퍼마팅게일입니다. 이는 각 게임의 기댓값이 음수이기 때문입니다 (하우스 엣지).













예제 42.4.4 (경박한/도발적인 예시 — 실생활은 슈퍼마팅게일이다).


Xt 를 당신 인생의 t번째 날의 행복도라 합시다. 인생에는 오르막과 내리막이 있으므로, 모든 t에 대해 Xt≤Xt−1 인 것은 아닙니다. 예를 들어, 어느 날 복권에 당첨될 수도 있습니다.




그러나 어느 특정한 날이든 여러 가지 일이 잘못될 수 있으며 (예: 좀비 대재앙), 머피의 법칙에 따르면 이것이 일이 잘 풀리는 것보다 더 가능성이 높습니다. 또한 나이가 들수록 책임은 점점 늘어나고 건강은 점차 나빠지기 시작합니다.




따라서 다음과 같은 것이




	
	𝔼(Xt∣X0,…,Xt−1)≤Xt−1
	





미래에 대한 합리적인 설명으로 보입니다 — 기댓값 상으로는, 각 연속하는 날이 이전 날보다 조금씩 더 나쁩니다. (특히 죽음이 닥쳤을 때 Xt=−∞ 로 설정한다면, 죽을 확률이 양수인 한 위에 제시된 부등식은 자명하게 참입니다.)







계속하기 전에, 증명 없이 유용한 결과 하나를 제시하겠습니다: 마르팅게일이 유계이면, 그것은 거의 확실하게 수렴합니다.





정리 42.4.5 (둡의 마르팅게일 수렴 정리).


X0, … 를 확률 공간 Ω 위의 상마르팅게일(supermartingale)이라 하고 다음을 만족한다고 합시다




	
	supn∈ℤ≥0𝔼[|Xn|]<∞.
	





그러면, 다음을 만족하는 확률변수 X∞:Ω→ℝ 가 존재합니다




	
	Xn→a.s.X∞.
	














42.5 선택적 정지(Optional stopping)


대표적인 예: 라스베이거스.




첫 번째 절에서 우리는 거의 확실하게 돈을 버는 방법을 설명했습니다. 도박꾼이 가진 핵심적인 이점은 원할 때 언제든지 그만둘 수 있는 능력이었습니다(이는 판돈의 크기를 조절할 수 있는 능력과 동치입니다; 영원히 $0을 거는 것은 그만두는 것과 같습니다). 정지 시간(stopping time)이라는 개념을 formalize해봅시다.




아이디어는 다음을 만족하는 함수 τ:Ω→{0,1,2,…}∪{∞} 를 정의하고자 하는 것입니다


	•

τ(ω) 는 그 이후에 마르팅게일을 정지시키는 인덱스를 지정합니다. 시각 n 이후 정지할지에 대한 결정은 그 시점에 이용 가능한 정보만을 사용하여 이루어져야 함에 유의하십시오 — 즉, 필트레이션의 ℱn 에 대해서만 이루어져야 합니다.




	•

Xτ∧n 은 정지된 마르팅게일의 시각 n 에서의 값을 나타내는 확률변수이며, 만약 n 이 정지 시간 이후라면, 우리는 그것을 단지 우리가 떠난 이후의 현재 값으로 취합니다.




예를 들어, 시각 3 에서 정지한 세계 ω 에서는, Xτ∧0(ω)=X0(ω), Xτ∧1(ω)=X1(ω), Xτ∧2(ω)=X2(ω), Xτ∧3(ω)=X3(ω) 이지만, 그 이후에는




	
	X3(ω)=Xτ∧4(ω)=Xτ∧5(ω)=Xτ∧6(ω)=…
	





우리가 정지했으므로 — 값이 더 이상 변하지 않습니다.




	•

Xτ 는 정지 이후의 최종 값을 나타냅니다(또는 만약 결코 정지하지 않는다면 극한 X∞ 를 나타냅니다).









여기 컴파일된 기계어 코드가 있습니다.





정의 42.5.1.


ℱ0⊆ℱ1⊆⋯ 를 확률 공간 Ω 위의 필트레이션이라 합시다.


	•

정지 시간(stopping time)이란 다음과 같은 함수입니다




	
	τ:Ω→{0,1,2,…}∪{∞}
	





각 정수 n 에 대해, 다음 집합이




	
	{ω∈Ω∣τ(ω)=n}
	





ℱn-가측(즉, ℱn 에 속함)이라는 성질을 갖습니다.




	•

각 n≥0 에 대해, 우리는 Xτ∧n:Ω→ℝ 를 다음과 같이 정의합니다




	
	Xτ∧n(ω)=Xmin{τ(ω),n}(ω)
	








	•

마지막으로, 우리는 최종 결과를 다음과 같이 나타내겠습니다




	
	Xτ(ω)={Xτ(ω)(ω)τ(ω)≠∞limn→∞Xn(ω)τ(ω)=∞그리고limn→∞Xn(ω)존재함정의되지 않음그렇지 않으면.
	





우리는 ”정의되지 않은” 경우가 오직 측도 0인 집합에 대해서만 발생하기를 요구합니다(예를 들어, 정리 42.4.5 가 적용되는 경우입니다). 그렇지 않으면 우리는 Xτ 가 정의되도록 허용하지 않습니다.













명제 42.5.2 (정지된 상마르팅게일은 여전히 상마르팅게일이다).


X0, X1, … 를 상마르팅게일이라 합시다. 그러면 다음 수열은




	
	Xτ∧0,Xτ∧1,…
	





그 자체로 상마르팅게일입니다.







증명.


우리는 거의 어디서나 다음 부등식들을 갖습니다




	
	𝔼(Xτ∧n∣ℱn−1)
	=𝔼(Xn−1+𝟏τ(ω)=n−1(Xn−Xn−1)∣ℱn−1)
	





	
	
	=𝔼(Xn−1∣ℱn−1)+𝔼(𝟏τ(ω)=n−1⋅(Xn−Xn−1)∣ℱn−1)
	





	
	
	=Xn−1+𝟏τ(ω)=n−1⋅𝔼(Xn−Xn−1∣ℱn−1)≤Xn−1
	





Ω→ℝ로 가는 함수로서. ∎






정리 42.5.3 (Doob의 최적 정지 정리).


X0, X1, … 을 확률 공간 Ω 위에서, 필트레이션 ℱ0⊆ℱ1⊆⋯에 대한 초마팅게일이라고 합시다. τ를 이 필트레이션에 대한 정지 시간이라고 합시다. 어떤 상수 C에 대해 다음 가정 중 어느 것이든 성립한다고 가정합니다:


	(a)

유한 시간: 거의 모든 ω에 대해 τ(ω)≤C입니다.




	(b)

유한 자금: 각 n≥1에 대해, 거의 모든 ω에 대해 |Xτ∧n(ω)|≤C입니다.




	(c)

유한 베팅: 𝔼[τ]<∞이며, 각 n≥1에 대해 조건부 기댓값




	
	𝔼(|Xn−Xn−1|∣ℱn)
	





은 τ(ω)≥n을 만족하는 거의 모든 ω∈Ω에 대해 최대 C의 값을 취합니다.






그러면 Xτ는 거의 모든 곳에서 잘 정의되며, 더 중요하게는 다음이 성립합니다.




	
	𝔼[Xτ]≤𝔼[X0].
	











마지막 식은 장난스럽게 ”유일한 승리 수는 플레이하지 않는 것이다”라고 표현할 수 있습니다.




증명.


작성 예정: 오늘 밤 나중에 하기




∎






연습문제 42.5.4.


첫 절에서 설명한 전략을 가지고 라스베이거스에 가는 것은 정말 나쁜 생각이라는 것을 결론지으십시오. 무엇이 잘못되는 것입니까?







이것이 우리가 도박을 그만두게 만드는 데는 유용하지만, 무언가를 계산할 수 있게 해주지는 않습니다 — 우리는 𝔼[Xτ]에 대해 그것이 ≤𝔼[X0]라는 것 외에는 아무것도 알지 못합니다. 그러나:





따름정리 42.5.5.


위와 동일한 가정 하에서:


	•

만약 X0, X1, … 가 준마팅게일이면, 𝔼[Xτ]≥𝔼[X0]입니다.




	•

만약 이것이 마팅게일이면, 𝔼[Xτ]=𝔼[X0]입니다.












증명.


만약 X0, X1, … 가 준마팅게일이면, Yi=−Xi로 정의된 Y0, Y1, … 는 초마팅게일이며, 가정은 여전히 만족됩니다. 정리를 Yτ에 적용하면 결과를 얻습니다.




만약 X0, X1, … 가 마팅게일이면, 이것은 초마팅게일이면서 동시에 준마팅게일이므로, 결과는 즉시 따라옵니다. ∎





이로써 마침내 우리는 무언가를 계산할 수 있게 됩니다 — 만약 𝔼[X0]를 계산할 수 있고 그 결과를 어떤 마팅게일에 대한 𝔼[Xτ]로 쓸 수 있다면, 우리는 문제를 풀 수 있습니다!







42.6 최적 정지의 재미있는 응용 (작성 예정)


이제 우리는 지금까지 개발한 결과들의 위력을 보여주는 세 가지 문제를 제시합니다.





42.6.1 투표 문제


Alice와 Bob이 선거에서 경쟁하고 있다고 합시다. Alice는 총 a표를, Bob은 총 b표를 받았으며, a>b입니다. 표가 무작위 순서로 선택된다면, Alice가 선거 내내 Bob보다 엄격하게 앞서 있을 확률은 얼마인지 물을 수 있습니다.





그림 작성 예정: 경로







명제 42.6.1 (투표 문제).


이것은 확률 a−ba+b로 발생합니다.







우리는 이것을 마팅게일로 모델링해 보아야 합니다. 이를 수행하는 자연스러운 방법은 예제 42.4.3에서와 같은 무작위 보행입니다:




	
	X0
	=0
	





	
	Xi
	=Xi−1+{1확률로12−1그렇지 않으면.
	





여기서 각 1은 앨리스가 표를 얻는 것을 나타내고, 각 −1은 밥이 표를 얻는 것을 나타냅니다.




그러면 우리는 다음을 계산해야 합니다




	
	Pr[Xi>0모든 것에 대하여1≤i≤a+b∣Xa+b=a−b].
	








이것이 자연스럽기는 하지만, 확률이 Xa+b=a−b에 조건화되어 있다는 사실 때문에 선택적 정지 정리를 적용할 수 없습니다.




대신 다음과 같은 방법이 통합니다: 모든 표에서 시작하여, 무작위 순서로 그것들을 제거합니다.




	
	(A0,B0)
	=(a,b),
	





	
	(Ai,Bi)
	={(Ai−1−1,Bi−1)확률로Ai−1Ai−1+Bi−1(Ai−1,Bi−1−1)그렇지 않으면 에 대하여1≤i≤a+b.
	





물론 여기서 Ai는 앨리스에게 남은 표의 수를 나타내고, Bi는 밥에게 남은 표의 수를 나타냅니다.




이제 우리는 다음을 계산하기만 하면 됩니다




	
	Pr[Ai>Bi모든 것에 대하여0≤i≤a+b−1].
	





더 이상 조건부 기댓값이 없습니다!




다음으로 우리는 마팅게일을 구성해야 합니다. 위와 비슷하게 Xi=Ai−Bi로 정의해 볼 수도 있지만, 그것은 마팅게일이 되지 않습니다.




여기 요령이 있습니다: 우리는 Xi를 수정하여 마팅게일로 만듭니다. (확률 변수의 수열을 수정하여 마팅게일을 만드는 더 많은 예시는 문제 42A에서 찾을 수 있습니다.)





예제 42.6.2.


a=2이고 b=1이라고 합시다. 그러면:




	
	(A0,B0)
	=(2,1),
	





	
	(A1,B1)
	={(1,1)확률로23(2,0)그렇지 않으면.
	





그러므로 𝔼[A0−B0]=1인 반면 𝔼[A1−B1]=23⋅0+13⋅2=23이므로, 만약 우리가 Xi를 위와 같이 정의한다면 물론 마팅게일이 되지 않을 것입니다.




하지만 그것을 수정하여 마팅게일을 만드는 방법을 찾는 것은 어렵지 않습니다. 예를 들면:


	•

만약 우리가 X1=A1−B1+13로 정의한다면, 𝔼[X1]=1이 되므로 문제없습니다.




	•

마찬가지로, 우리는 X1=32⋅(A1−B1)로도 정의할 수 있습니다.




	•

또는 X1=94⋅(A1−B1)2로도 정의할 수 있습니다.




	•

… 기타 등등…












우리는 모든 i와 모든 (x0,x1,…,xi−1)에 대해 𝔼[Xi∣X0=x0,X1=x1,…,Xi−1=xi−1]=xi−1이 되도록 만들어야 합니다. (계속 읽기 전에 어떤 수정이 통할지 스스로 알아내 보십시오.)




알고 보니, 다음과 같은 방법이 통합니다:




	
	Xi=Ai−Bia+b−i 에 대하여0≤i≤a+b−1.
	





우리는 이것을 i≥a+b까지 확장할 수 없지만, 그것으로 충분합니다. (걱정된다면, i≥a+b에 대해 그냥 Xi=Xa+b−1로 정의하십시오.)





연습문제 42.6.3.


이것이 작동하는지 확인해 보십시오. (이 수학적 계산은 문제 42A의 폴야의 항아리(Pólya’s urn) 문제와 매우 유사합니다.)







정지 시간에 대해서는, 그것을 정의하는 자연스러운 방법이 하나뿐입니다: 모든 0≤i≤a+b−1에 대해 Xi>0이어서 앨리스가 밥보다 계속 앞서 있다면 τ는 a+b−1이고, 그렇지 않다면 τ는 Xi=0이 되는 가장 작은 i입니다.




그러면 선택적 정지 정리는 다음을 말해 줍니다:




	
	𝔼[Xτ]=𝔼[X0].
	





𝔼[X0]는 계산하기 쉬운데, 그것은 A0−B0a+b=a−ba+b입니다. 𝔼[Xτ]는 무엇일까요?


	•

만약 앨리스가 밥보다 계속 앞서 있다면, Xτ=Xa+b−1=1입니다.




	•

그렇지 않으면 Xτ=0입니다.






따라서 𝔼[Xτ]는 정확히 우리가 계산해야 하는 확률이므로, 증명이 완료됩니다.





비고 42.6.4 (이것은 약간 반칙입니다).


다음과 같이 동등하게 쓸 수 있음에 유의하십시오




	
	Xi=Ai−BiAi+Bi.
	





이것이 정확히 답의 형태입니다.




즉, 답의 형태를 이미 알고 있다면 마팅게일 이론이 그것을 확인하는 데 도움이 될 수 있습니다. 하지만 모른다면…










42.6.2 ABRACADABRA


작성 예정입니다.




https://www.jeremykun.com/2014/03/03/martingales-and-the-optional-stopping-theorem/







42.6.3 USA TST 2018


작성 예정입니다.




https://aops.com/community/p9513099









42.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 42A (마팅게일의 예시).


마팅게일의 몇 가지 예시를 더 제시하겠습니다.


	(a)

(단순 확률보행) X1, X2, … 를 확률 1/2로 +1이 되고 확률 1/2로 −1이 되는 독립동일분포 확률변수라 하십시오. 다음이




	
	Yn=(X1+⋯+Xn)2−n
	





마팅게일임을 증명하십시오.




	(b)

(드무아브르 마팅게일) p,q>0이고 p+q=1인 실수 p와 q를 고정하십시오. X1, X2, … 을 확률 p로 +1과 같고, 확률 q로 −1과 같은 독립 항등 분포 확률 변수라고 합시다. 다음이




	
	Yn=(qp−1)X1+X2+⋯+Xn
	





마팅게일임을 보이십시오.




	(c)

(폴리아의 항아리) 항아리에 처음에 빨간 구슬 하나와 파란 구슬 하나가 들어 있습니다. 매분마다 항아리에서 구슬 하나를 무작위로 꺼내고, 같은 색깔의 구슬 두 개를 항아리에 더 넣습니다. 따라서 n분 후에는 항아리에 n+2개의 구슬이 있게 됩니다.




rn을 빨간 구슬의 비율이라 하십시오. rn이 마팅게일임을 보이십시오.













문제 42B.


카드 덱에는 52장의 카드가 있으며, 그중 26장은 빨간색이고 26장은 검은색입니다. 카드는 한 장씩 뽑혀 공개됩니다. 어느 시점에서든 덱에 카드가 최소 한 장 남아 있으면 딜러를 멈출 수 있으며, 덱의 다음 카드가 빨간색인 경우에만(그리고 그 경우에 한해) 승리합니다. 모든 카드가 다 뽑히면 패배합니다. 가능한 모든 전략 중에서, 승리할 최대 확률을 구하십시오.


힌트. 귀여운 초등적 풀이가 존재합니다. 마팅게일 기반 풀이를 위해서는, 시각 n에서 덱에 남은 빨간 카드의 비율이 마팅게일임을 보이십시오.










문제 42C (발드의 항등식).


μ를 실수라 하십시오. X1, X2, … 를 확률 공간 Ω 위에서 정의된, 평균이 μ인 독립 확률변수라 하십시오. 마지막으로 τ:Ω→{1,2,…}를 𝔼[τ]<∞이고 사건 τ=n이 오직 X1, …, Xn에만 의존하는 멈춤 시각이라 하십시오.




다음을 증명하십시오




	
	𝔼[X1+X2+⋯+Xτ]=μ𝔼[τ].
	












문제 42D (편향 없는 취객의 보행).


개미가 수직선 위의 0에서 출발하여, 확률 1/2로 왼쪽 또는 오른쪽으로 한 칸씩 이동합니다. 개미는 −17 또는 +8에 도달하면 멈춥니다.


	(a)

−17보다 먼저 +8에 도달할 확률을 구하십시오.




	(b)

두 끝점 중 하나에 도달하는 데 걸리는 시간의 기댓값을 구하십시오.













문제 42E (편향된 취객의 걸음).


0<p<1을 실수라 하십시오. 개미가 수직선 위 0에서 출발하여, 확률 p로 좌우로 한 칸씩 걷습니다. 개미는 −17 또는 +8 중 하나에 도달하면 멈춥니다. 개미가 +8에 먼저 도달할 확률을 구하십시오.


힌트. 문제 42A을 사용하십시오.










문제 42F.


칠판에 숫자 1이 적혀 있습니다. 매 분마다, 칠판에 숫자 a가 적혀 있으면 그것을 지우고 구간 [0,2.01a]에서 균등하게 무작위로 선택한 실수로 대체합니다. 그 결과로 얻어지는 수열이 0에 접근할 확률은 얼마입니까?


힌트. 이는 확률 1로 발생합니다. Xn이 단계 n에서 판에 적힌 수이고, μ=12.01∫02.01logtdt일 때, log(Xn)−nμ가 마팅게일임을 보이십시오. (참고로, 큰 수의 법칙을 사용해도 될 수 있습니다.)













부 XII 미분기하학


	43 올바르게 하는 다변수 미적분학

	44 미분 형식

	45 미분 형식 적분하기

	46 다양체에 대한 약간의 이야기






장 43 올바르게 하는 다변수 미적분학


전에도 불평한 적이 있듯이, 선형대수학은 행렬을 과도하게 사용하여 선형 사상의 구조를 흐리게 함으로써 잘못된 방식으로 다루어지고 있습니다. 다변수 미적분학에서도 비슷한 문제가 발생하므로, 여기서 바로잡고자 합니다.




이 장에서는 도덕적으로 올바른 선형대수학을 사용하여 진행하므로, 선형 사상, 특히 앞으로 반복해서 사용할 쌍대 공간 V∨에 익숙해지는 것이 필수적입니다.




이 장에서 모든 벡터 공간은 노름을 가지며 ℝ 위에서 유한 차원입니다. 따라서 특히 모든 벡터 공간은 (노름으로 주어지는 거리를 갖는) 거리 공간이기도 하며, 우리는 평소처럼 열린집합에 대해 이야기할 수 있습니다.





43.1 전미분


대표적인 예: f(x,y)=x2+y2이면, (Df)(x,y)=2x𝐞1∨+2y𝐞2∨입니다.




먼저 f:[a,b]→ℝ라고 합시다. 고등학교 미적분학에서 모든 점 p∈ℝ에 대해, (만약 존재한다면) 점 p에서의 미분을 f′(p)로 정의했으며, 이를 ”접선”의 기울기로 해석했던 것을 기억하실 것입니다.




[image: 도표]



그것도 좋지만, 저는 그 점에서 미분을 해석하는 ”더 나은” 방법은 선형 사상으로, 즉 함수로 보는 것이라고 주장합니다. 만약 f′(p)=1.5라면, 이 미분은 제가 p에서 ε만큼 떨어진 곳으로 이동할 때 f가 대략 1.5ε만큼 변할 것으로 예상해야 한다는 것을 말해줍니다. 다시 말해,


p에서 f의 미분은 p 근처에서 f를 선형 함수로 근사합니다.






더 일반적으로는 어떨까요? f:ℝ2→ℝ와 같은 함수가 있다고 합시다. 예를 들어




	
	f(x,y)=x2+y2
	





구체성을 위해서든 뭐든 말입니다. 점 p∈ℝ2에 대해, p에서 f의 ”미분”은 그 점 p에서 f를 근사하는 선형 사상을 나타내야 합니다. 즉, 저는 다음을 만족하는 선형 사상 T:ℝ2→ℝ를 원합니다.




	
	f(p+v)≈f(p)+T(v)
	





작은 변위 v∈ℝ2에 대해서 말입니다.




더욱 일반적으로, U⊆V가 (평소처럼 ∥∙∥V 거리에서) 열려 있고 f:U→W일 때, p∈U에서의 미분은 다음을 만족해야 합니다.




	
	f(p+v)≈f(p)+T(v)∈W.
	





(U가 열린집합이어야 하는 이유는, 충분히 작은 v에 대해 p+v∈U도 성립하도록 하기 위함입니다.) 사실 이것은 고등학교에서 f′(p)를 다룰 때 우리가 하던 것과 정확히 같습니다.





[image: [Uncaptioned image]]
이미지는 [10]에서 파생됨






유일한 차이는, 불행한 우연으로 인해, 선형 사상 ℝ→ℝ는 단지 그 기울기만으로 표현될 수 있다는 것입니다. 그리고 모든 것을 숫자로 만들어 AP 시험을 볼 수 있게 하려는 끝없는 추구 속에서, 우리는 애초에 무엇을 하려고 했는지 즉시 잊어버리고 그저 f의 미분을 함수가 아니라 숫자로 정의해 버렸습니다.





미적분학의 근본적인 발상은 함수를 선형 함수로 국소적으로 근사하는 것입니다. 미분은 정확히 이것을 합니다.



[PUG02]에 인용된 Jean Dieudonné는 다음과 같이 이어갑니다:


미적분학의 고전적인 교육에서, 이 발상은 1차원 벡터 공간에서 선형 형식과 숫자 사이에 일대일 대응이 존재한다는 우연한 사실로 인해 즉시 흐려지며, 그 결과 한 점에서의 미분은 선형 형식이 아니라 숫자로 정의됩니다. 어떤 대가를 치르더라도 수치적 해석이라는 표어에 대한 이 노예적 복종은 훨씬 더 심각해집니다 . . .






그러니 이것을 제대로 해봅시다. 우리가 해야 할 유일한 일은 ”≈”가 무엇을 의미하는지 말하는 것이며, 이를 위해 벡터 공간의 노름을 사용합니다.





정의 43.1.1.


U⊆V가 열려 있다고 합시다. f:U→W를 연속 함수라 하고, p∈U라 합시다. 다음을 만족하는 선형 사상 T:V→W가 존재한다고 가정합시다.




	
	lim∥v∥V→0∥f(p+v)−f(p)−T(v)∥W∥v∥V=0.
	





그러면 T는 p에서 f의  전미분입니다. 이를 (Df)p로 표기하며, f는 p에서  미분 가능하다고 말합니다.




(Df)p가 모든 점에서 존재하면, f는  미분 가능하다고 말합니다.








질문 43.1.2.


V=W=ℝ인 경우, 이것이 단변수 정의와 동치임을 확인해 보십시오. (V에서 W로 가는 선형 사상은 무엇입니까?)








예제 43.1.3 (f(x,y)=x2+y2의 전미분).


V=ℝ2가 표준 기저 𝐞1, 𝐞2를 가지고 W=ℝ이라 하고, f(x𝐞1+y𝐞2)=x2+y2이라 합시다. p=a𝐞1+b𝐞2라 합시다. 그러면 다음을 주장합니다:




	
	(Df)p:ℝ2→ℝ에 의해v↦2a⋅𝐞1∨(v)+2b⋅𝐞2∨(v).
	











여기서 𝐞1∨와 𝐞2∨라는 표기가 성립하는 이유는, 정의상 (Df)p∈V∨이기 때문입니다: 이들은 V에서 ℝ로 가는 함수입니다!




극한의 정의로 이를 직접 확인해 봅시다. v=xe1+ye2로 두고, V 위의 노름은 ∥(x,y)∥V=x2+y2이고 W 위의 노름은 그저 절댓값 ∥c∥W=|c|임에 유의하십시오. 그러면 다음을 계산합니다




	
	∥f(p+v)−f(p)−T(v)∥W∥v∥V
	=|(a+x)2+(b+y)2−(a2+b2)−(2ax+2by)|x2+y2
	





	
	
	=x2+y2x2+y2=x2+y2
	





	
	
	→0
	





∥v∥→0일 때. 따라서 p=ae1+be2에 대해 실제로 (Df)p=2a⋅𝐞1∨+2b⋅𝐞2∨입니다.





비고 43.1.4.


늘 그렇듯이, 미분가능성은 연속성을 함의합니다.








비고 43.1.5.


U⊆V이긴 하지만, U와 V의 벡터를 서로 다른 종류의 대상으로 생각하는 것이 도움이 될 수 있습니다(특히 0V∉U일 수 있음에 유의하십시오). U의 벡터는 우리 공간의 ”입력”인 반면, V에서 오는 벡터는 ”작은 변위”입니다. 이러한 이유로, 저는 가능한 한 p∈U와 v∈V를 의도적으로 구분하여 사용하고자 합니다.










43.2 사영 원리


여러분은 일변수 미적분학을, 일변수 함수 ℝ→ℝ에 대해 미분과 적분을 수행하는 주제로서 배웠을 것입니다. 그렇다면 ”다변수 미적분학”은 함수 ℝn→ℝm에 관한 미적분학이어야 합니다. 여기서 두 가지 확장이 일어나고 있음을 알아차렸을 수도 있습니다:


	•

정의역이 ℝ에서 ℝn으로 확장되었습니다.




	•

공역이 ℝ에서 ℝm으로 확장되었습니다.









이 절의 요점은, 첫 번째 확장에 비해 두 번째 확장은 매우 쉽고, 사실상 새로운 것을 전혀 필요로 하지 않는다는 것입니다. 흥미로운 일들은 모두 정의역을 확장했기 때문에 일어나는 것이지, 공역을 확장했기 때문이 아닙니다. 그 이유는 다음과 같습니다:





정리 43.2.1 (사영 원리).


U를 벡터 공간 V의 열린 부분집합이라 합시다. W를 기저 w1,…,wm을 갖는 m차원 실벡터 공간이라 합시다. 그러면 연속함수 f:U→W와, i번째 기저 원소로의 사영에 의한 연속함수 m-튜플 f1,f2,…,fm:U→ℝ 사이에는 전단사가 존재합니다. 즉




	
	f(v)=f1(v)w1+⋯+fm(v)wm.
	











증명.


자명합니다. ∎





”연속”을 ”미분가능”, ”매끄러움”, ”임의”, 또는 그 밖의 대부분의 합리적인 단어로 바꾸어도 이 정리는 여전히 성립합니다. 번역하면:


함수 f:U→ℝm을 생각하려면, 각 좌표를 따로따로 생각하는 것으로 충분합니다.



이러한 이유로, 우리는 대부분 함수 f:U→ℝ에 관심을 갖게 될 것입니다. 이것이 바로 쌍대 공간 V∨가 그토록 중요한 이유입니다.







43.3 전미분과 편미분


대표적인 예: f(x,y)=x2+y2이면, (Df):(x,y)↦2x⋅𝐞1∨+2y⋅𝐞2∨이고, ∂f∂x=2x, ∂f∂y=2y입니다.




U⊆V가 열린집합이고 V가 기저 𝐞1, …, 𝐞n을 갖는다고 합시다. f:U→ℝ가 모든 점에서 미분가능한 함수, 즉 모든 p에 대해 (Df)p∈V∨가 존재하는 함수라고 합시다. 이 경우, Df를 그 자체로 하나의 함수로 볼 수 있습니다:




	
	Df:U
	→V∨
	





	
	p
	↦(Df)p.
	





이는 조금 이상해 보입니다: U의 모든 점에 V∨의 함수를 대응시키는 것이기 때문입니다. 우리가 다루는 정보의 양을 반영하여, Df를 f의  전미분이라고 부릅니다. (Df)p는 p에서의 전미분이라고 부릅니다.




이제 사영 원리를 Df에 적용해 봅시다. V의 기저 𝐞1, …, 𝐞n을 택했으므로, 이에 대응하는 쌍대 기저 𝐞1∨, 𝐞2∨, …, 𝐞n∨가 존재합니다. 사영 원리에 따르면 Df는 단지 n개의 함수로 생각할 수 있으므로, 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	Df=ψ1𝐞1∨+⋯+ψn𝐞n∨.
	





사실, 우리는 ψi가 무엇인지도 구체적으로 서술할 수 있습니다.





정의 43.3.1.


f:U→ℝ의  ith 편미분은 다음과 같이 표기됩니다




	
	∂f∂𝐞i:U→ℝ
	





다음과 같이 정의됩니다




	
	∂f∂𝐞i(p)≔limt→0f(p+tei)−f(p)t.
	











이것을 “𝐞i 방향의 f′”이라고 생각할 수 있습니다.





질문 43.3.2.


Df가 존재하면




	
	(Df)p(𝐞i)=∂f∂𝐞i(p).
	





임을 확인하십시오.








비고 43.3.3.


물론 𝐞i뿐만 아니라 임의의 v에 대해서도 ∂f∂v의 정의를 적을 수 있습니다.







위의 논의로부터 다음을 유도할 수 있습니다




	
	Df=∂f∂𝐞1⋅𝐞1∨+⋯+∂f∂𝐞n⋅𝐞n∨.
	





따라서 V의 기저가 주어지면, Df를 단지 n개의 편미분으로 생각할 수 있습니다.





비고 43.3.4.


각 ∂f∂𝐞i가 U에서 실수로 가는 함수임을 기억하십시오. 즉,




	
	(Df)p=∂f∂𝐞1(p)⏟∈ℝ⋅𝐞1∨+⋯+∂f∂𝐞n(p)⏟∈ℝ⋅𝐞n∨∈V∨.
	












예제 43.3.5 (f(x,y)=x2+y2의 편미분).


f:ℝ2→ℝ을 (x,y)↦x2+y2로 정의합시다. 그러면 우리의 새로운 언어로는,




	
	Df:(x,y)↦2x⋅𝐞1∨+2y⋅𝐞2∨.
	





따라서 편미분은 다음과 같습니다




	
	∂f∂x:(x,y)↦2x∈ℝ그리고∂f∂y:(x,y)↦2y∈ℝ
	











이렇게 말했지만, 전미분 자체를 어떻게 구하는지에 대해서는 별로 이야기하지 않았습니다. 예를 들어, 제가 여러분에게




	
	f(x,y)=xsiny+x2y4
	





를 알려준다면, 앞서 언급한 그 끔찍한 극한 정의를 거치지 않고 Df를 계산하고 싶을 것입니다.




다행히도, 여러분은 이미 편미분을 계산하는 방법을 알고 있는데, 왜냐하면 인생의 어느 시점엔가 AP 미적분학을 수강해야 했기 때문입니다. 대부분의 적당한 함수에 대해서는 이것만으로 충분하다는 것이 밝혀집니다.





정리 43.3.6 (연속인 편미분은 미분가능성을 함의합니다).


U⊆V를 열린집합이라 하고 임의의 기저 𝐞1,…,𝐞n을 택합시다. f:U→ℝ이라 하고 각 i에 대해 ∂f∂𝐞i가 정의되며 나아가 연속이라고 가정합시다. 그러면 f는 미분가능하고 Df는 다음과 같이 주어집니다




	
	Df=∑i=1n∂f∂𝐞i⋅𝐞i∨.
	











증명.


세부 사항을 다 적지는 않겠지만… v=t1e1+⋯+tnen이 주어졌을 때, 아이디어는 그저 p에서 p+t1e1로, p+t1e1+t2e2로, …, p+t1e1+t2e2+⋯+tnen=p+v까지 걸어가면서 도중에 편미분들을 모으는 것입니다. 계산을 좀 해 보십시오. ∎






비고 43.3.7.


연속 조건은 생략할 수 없습니다. 다음 함수




	
	f(x,y)={xyx2+y2(x,y)≠(0,0)0(x,y)=(0,0).
	





는 고전적인 반례입니다 – 두 편미분이 모두 존재함에도 불구하고, 영점에서 전미분 Df는 존재하지 않습니다.








예제 43.3.8 (실제로 전미분 계산하기).


f(x,y)=xsiny+x2y4라 합시다. 그러면




	
	∂f∂x(x,y)
	=siny+y4⋅2x
	





	
	∂f∂y(x,y)
	=xcosy+x2⋅4y3.
	





따라서 정리 43.3.6가 적용되어, Df=∂f∂x𝐞1∨+∂f∂y𝐞2∨이며, 이는 굳이 다 적지 않겠습니다.







f(x,y)=x2+y2의 예도 마찬가지입니다. 그렇다고는 해도, 도대체 누가 xsiny+x2y4 따위에 신경을 쓰겠습니까?







43.4 (선택) 고계 도함수에 관한 소고


U⊆V를 열린집합이라 하고, f:U→W를 취하여 Df:U→Hom(V,W)가 되도록 합시다.




사실, Hom(V,W) 역시 그 자체로 하나의 노름 벡터 공간으로 생각할 수 있습니다: 다음과 같이 설정함으로써 그 위에 작용소 노름을 정의할 수 있다는 것이 밝혀집니다




	
	∥T∥≔sup{∥T(v)∥W∥v∥V∣v≠0V}.
	





따라서 Hom(V,W) 역시 노름 벡터 공간으로 생각할 수 있습니다. 그러므로 다음과 같이 쓰는 것이 합리적입니다




	
	D(Df):U→Hom(V,Hom(V,W))
	





이를 D2f로 축약합니다. 모든 의심을 버리고 계속 나아가면,




	
	D3f:U→Hom(V,Hom(V,Hom(V,W))).
	





죄송합니다. 위안이 되는 점은, 적어도 Hom(V,W)≅V∨⊗W가 자연스러운 방식으로 성립한다는 것을 알고 있으므로, 이를 최소한 다음과 같이 압축할 수 있다는 것입니다




	
	Dkf:V→(V∨)⊗k⊗W
	





여러 개의 Hom을 나열해 쓰는 대신 말입니다.





비고 43.4.1.


k=2이고 W=ℝ이면, D2f(v)∈(V∨)⊗2이므로, 이는 n×n 행렬로 나타낼 수 있으며, 이는 어떤 이유에서인지  헤세 행렬이라고 불립니다.







이계도함수의 가장 중요한 성질은 다음과 같습니다





정리 43.4.2 (D2f의 대칭성).


U⊆V가 열린집합이고 f:U→W라 합시다. 어떤 p∈U에서 (D2f)p가 존재하면, 이는 대칭입니다. 즉




	
	(D2f)p(v1,v2)=(D2f)p(v2,v1).
	











저는 이계도함수를 생각하면 머리가 어지러워지므로, 이를 증명 없이 그저 인용만 하겠습니다(예를 들어 [PUG02, §5, theorem 16] 참고). 이 정리의 중요한 따름정리는 다음과 같습니다:





따름정리 43.4.3 (클레로 정리: 혼합 편미분의 대칭성).


U⊆V가 열린집합이고 f:U→ℝ가 두 번 미분가능하다고 합시다. 그러면 해당 양들이 정의되는 임의의 점 p에 대해,




	
	∂∂𝐞i∂∂𝐞jf(p)=∂∂𝐞j∂∂𝐞if(p).
	














43.5 미분 형식을 향하여


이로써 도함수가 실제로 무엇인지에 대한 설명을 마칩니다. 이 장에서 전달하고자 하는 핵심 아이디어는 Df를 U→V∨로 가는 사상으로 생각해야 한다는 것입니다.




다음으로 자연스럽게 할 일은 적분에 대해 이야기하는 것입니다. 이를 제대로 하는 방법은 이른바 미분 형식을 통하는 것입니다. 그러면 그 지긋지긋한 dx와 dy들이 실제로 무엇을 의미하는지 마침내 알게 될 것입니다. (장식으로 거기 있었던 게 아닙니다!)







43.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 43A (연쇄 법칙).


U1→𝑓U2→𝑔U3가 노름 벡터 공간 Vi의 열린집합들 사이의 미분 가능한 사상이고, h=g∘f라 하십시오. 연쇄 법칙을 증명하십시오: 임의의 점 p∈U1에 대해 다음이 성립합니다




	
	(Dh)p=(Dg)f(p)∘(Df)p.
	












문제 43B.


U⊆V가 열린집합이고, f:U→ℝ가 k번 미분 가능하다고 하십시오. (Dkf)p가 그 k개의 인자에 대해 대칭임을 보이십시오. 즉 임의의 v1,…,vk∈V와 {1,…,k} 위의 임의의 순열 σ에 대해 다음이 성립합니다




	
	(Dkf)p(v1,…,vk)=(Dkf)p(vσ(1),…,vσ(k)).
	






힌트. k=2인 경우에 대한 작업이 이미 완료되었으므로, 단순히 귀납법을 적용하면 됩니다.













장 44 미분 형식


이 장에서는 모든 벡터 공간이 유한 차원 실수 내적 공간입니다. 먼저 (엄밀하지 않게) 이 장에서 정의할 모든 것을 그림으로 그려보는 것으로 시작합니다. 그런 다음 그것을 적절한 대수적 맥락에서 다시 처음부터 진행합니다.





44.1 미분 형식의 그림


미분 형식을 정의하기 전에, 먼저 몇 가지 그림을 그려봅니다. 명심해야 할 핵심은 다음과 같습니다


“미분 형식의 정의는: 적분할 수 있는 어떤 것이다.”

— 조 해리스(Joe Harris)






모든 함수가  매끄럽다고, 즉 무한히 미분 가능하다고 가정하겠습니다.




U⊆V를 벡터 공간 V의 열린집합이라 합시다. 함수 f:U→ℝ가 있다고, 즉 U의 모든 점에 값을 하나씩 대응시킨다고 합시다.

[image: 도표]




정의 44.1.1.


U 위의  0-형식 f는 그저 매끄러운 함수 f:U→ℝ입니다.







따라서 U 안의 점들로 이루어진 유한 집합 S를 지정하면, 그 점들의 값을 단순히 더함으로써 S에 대해 “적분”할 수 있습니다:




	
	0+2+3+(−1)=2+2.
	





그러므로 0-형식 f는 0차원 “세포”에 대해 적분할 수 있게 해줍니다.




하지만 이는 상당히 지루한데, 우리가 알다시피 우리는 단일 점이 아니라 곡선 같은 것에 대해 적분하고 싶어하기 때문입니다. 그래서 유비적으로, 1차원 세포, 즉 곡선에 대해 적분할 수 있게 해주는 1-형식을 원합니다. 이를 위해서는 어떤 정보가 필요할까요? 이 질문에 답하기 위해, 함수 c:[0,1]→U로 생각할 수 있는 곡선 c의 그림을 그려봅시다.

[image: 도표]
U의 모든 점에 숫자 하나를 지정하는 것만으로(즉 0-형식 f만으로) 충분하고, 그런 다음 곡선을 따라 f의 모든 값을 어떻게든 “더하기만” 하면 될 것이라고 생각할 수도 있습니다. 잠시 후 이 발상을 사용하겠지만, 사실 우리는 더 일반적인 것을 할 수 있습니다. 매끄러운 곡선을 따라 걸을 때, 모든 점 p에서 우리에게 추가 정보, 즉 접벡터 v도 있다는 점에 주목하십시오. 그래서 우리는 1-형식 α를 다음과 같이 정의할 수 있습니다. 0-형식은 그저 점 하나를 받아 실수 하나를 내놓았지만, 1-형식은 점 그리고 그 점에서의 접벡터를 함께 받아, 실수 하나를 내놓습니다. 그래서 1-형식 α는 쌍 (p,v)(여기서 v는 p에서의 접벡터입니다)에서 ℝ로 가는 매끄러운 함수입니다. 따라서




	
	α:U×V→ℝ.
	








사실, 임의의 점 p에 대해, 우리는 α(p,−)가 벡터에 대해 선형 함수일 것을 요구할 것입니다: 즉 예를 들어 α(p,2v)=2α(p,v)이기를 원합니다. 그래서 α를 다음과 같이 생각하는 것이 더 관례적입니다:





정의 44.1.2.


1-형식 α는 매끄러운 함수




	
	α:U→V∨.
	











Df의 경우처럼, α(p) 대신 αp를 사용하겠습니다. 그래서 모든 점 p에서, αp는 p에서의 접벡터를 받아 실수 하나를 내놓는 어떤 선형 범함수입니다. 따라서 우리는 αp를 V∨의 원소로 생각합니다;




	
	αp∈V∨.
	









비고 44.1.3 (경고: 호의 길이는 1-형식이 아닙니다).


고등학교 미적분학에서, “호 길이 요소” ds를 곡선을 따라 적분할 수 있었다는 것을 기억할 것입니다: ∫cds는 곡선 c의 길이입니다.




이것은 1-형식이 아닙니다! 이에 관해서는 나중에 더 다루겠습니다. (간단히 말하자면: 근본적으로 문제는 그것이 선형 함수가 아니라는 것입니다. 어떤 곳에서는 ds=dx2+dy2라고 구어적으로 쓰인 것을 볼 수 있는데, 이는 ds가 dx와 dy에 대해 선형적인 것처럼 행동하지 않는다는 느낌을 줄 것입니다.)







다음으로, 2-형식의 그림을 그려봅니다. 이는 예를 들어 다음과 같은 형태의 덩어리(이른바 2-세포)에 대해 적분할 수 있게 해주어야 합니다




	
	c:[0,1]×[0,1]→U
	





즉, 예를 들어 U 안의 정사각형입니다. 이전의 1-형식 예제에서는 곡선 c에 대한 접벡터를 살펴보았습니다. 이번에는 점들에서 U 안의 접벡터의 쌍을 살펴볼 것입니다: 많은 접벡터가 곡선 전체를 근사하는 것과 같은 의미로, 많은 작은 정사각형이 U 안의 큰 정사각형을 근사할 것입니다.

[image: 도표]
그렇다면 2-형식 β는 어떠해야 할까요? 이전과 마찬가지로, 점 p∈U를 받는 것으로 시작해야 하므로, βp는 이제 선형 범함수입니다: 하지만 이번에는 두 벡터 v와 w에 대한 선형 사상이어야 합니다. 여기서 v와 w는 접한다기보다는, 그것들의 생성 공간이 작은 평행사변형을 잘라낸다고 보아야 합니다. 그래서 옳은 방법은 사실 다음을 고려하는 것입니다




	
	βp∈V∨∧V∨.
	





즉, 쐐기곱을 사용하여 v와 w가 평행사변형을 생성한다는 발상을 다루는 것입니다. 또 다른 타당한 선택은 (V∧V)∨였을 것입니다; 실제로 이 둘은 동형이지만,111우리는 유한 차원 V만을 고려합니다. 전자로 쓰는 것이 더 편리할 것입니다.222절 44.5을 보십시오.







44.2 외미분의 그림


다음 질문:


0-형식으로부터 1-형식을 어떻게 만들 수 있을까요?



f를 U 위의 0-형식이라고 합시다. 즉, 함수 f:U→ℝ가 주어집니다. 그러면 사실 f로부터 나오는 매우 자연스러운 U 위의 1-형식이 있으며, 이는 적절하게도 df라고 불립니다. 즉, 점 p와 접벡터 v가 주어졌을 때, 미분 형식 (df)p는 v를 따른 f의 변화량을 반환합니다. 다시 말해, 이는 단지 전미분 (Df)p(v)입니다.

[image: 도표]
따라서 df는 “f의 변화량”을 측정합니다.




이제, 아직 적분을 정의하지 않았더라도, 점 a에서 b로 가는 곡선 c가 주어졌을 때, 다음이




	
	∫cdf
	





무엇과 같아야 한다고 생각하십니까? df는 “f의 무한소 변화량”을 측정하는 1-형식임을 기억하십시오. 그러므로 a에서 b로 가는 경로를 따라 f의 모든 변화량을 더하면, 얻어지는 답은 단지




	
	∫cdf=f(b)−f(a).
	





이것이 우리가 스토크스 정리라고 부르는 것의 첫 번째 경우입니다.




일반화하여, 1-형식에서 2-형식으로는 어떻게 가야 할까요? 각 점 p에서, 2-형식 β는 “평행사변형”을 입력받아 실수를 반환하는 βp를 줍니다. 이제 1-형식 α가 있다고 합시다. 그러면 평행사변형의 각 변을 따라, 적절한 부호 규약과 함께 1-형식 α는 우리에게 실수를 줍니다. 그러므로 1-형식 α가 주어졌을 때, dα를 v와 w가 펼치는 평행사변형을 입력받아 경계를 따른 α의 측도를 반환하는 2-형식으로 정의합니다.




이제, 전체 정사각형 c를 따라 dα를 적분하면 무슨 일이 일어날까요? 올바른 그림은, 각각의 작은 정사각형들이 모여 큰 정사각형을 이룬다고 생각하면, 인접한 경계들은 서로 상쇄되고, 남는 것은 주 경계뿐이라는 것입니다. 이것 역시 이른바 스토크스 정리의 한 경우일 뿐입니다.





[image: 도표]

[image: [Uncaptioned image]]
이미지 출처 [36]











44.3 미분 형식


대표적인 예: 대수적으로는 f𝐞1∨∧𝐞2∨+…와 같은 형태이고, 기하학적으로는 이전 절을 참고하십시오.




이제 dx가 무엇을 의미하는지 파악해 봅시다. 차원이 n인 실벡터 공간 V를 고정하고, 𝐞1, …, 𝐞n을 표준 기저라고 합시다. U를 열린집합이라고 합시다.





정의 44.3.1.


U 위의  미분 k-형식 α를 매끄러운(무한히 미분 가능한) 사상 α:U→⋀k(V∨)로 정의합니다. (여기서 ⋀k(V∨)는 쐐기곱입니다.)







Df의 경우와 마찬가지로, α(p) 대신 αp를 사용하겠습니다.





예제 44.3.2 (k=0,1일 때의 k-형식).



	(a)

0-형식은 그저 함수 U→ℝ입니다.




	(b)

1-형식은 함수 U→V∨입니다. 예를 들어, 함수 V→ℝ의 전미분 Df는 1-형식입니다.




	(c)

V=ℝ3이고 표준 기저를 𝐞1, 𝐞2, 𝐞3이라고 합시다. 그러면 전형적인 2-형식은 다음으로 주어집니다




	
	αp=f(p)⋅𝐞1∨∧𝐞2∨+g(p)⋅𝐞1∨∧𝐞3∨+h(p)⋅𝐞2∨∧𝐞3∨∈⋀2(V∨)
	





여기서 f,g,h:V→ℝ는 매끄러운 함수입니다.












이제, 사영 원리(정리 43.2.1)에 의해 우리는 ⋀k(V∨)의 (nk)개 기저 원소 각각에 대해서만 함수를 지정하면 됩니다. 그러므로 V의 임의의 기저 {𝐞i}를 취하고, ⋀k(V∨)의 통상적인 기저인 다음 원소들을 취합니다




	
	𝐞i1∨∧𝐞i2∨∧⋯∧𝐞ik∨.
	





따라서 일반적인 k-형식은 다음과 같은 형태를 취합니다




	
	αp=∑1≤i1<⋯<ik≤nfi1,…,ik(p)⋅𝐞i1∨∧𝐞i2∨∧⋯∧𝐞ik∨.
	





이것을 쓰는 것은 몹시 성가신 일이므로, 우리는 이를 다음과 같이 줄여 쓰겠습니다




	
	α=∑IfI⋅d𝐞I
	





여기서 합은 I=(i1,…,ik)에 걸쳐 이루어지며, d𝐞I는 𝐞i1∨∧⋯∧𝐞ik∨를 나타내는 것으로 이해합니다.




이제 ⋀k(V∨)의 원소를 얻었으니, 이것이 무엇을 할 수 있을까요? 자, 먼저 정의를 제시한 다음, 그것이 무엇을 하는지 말씀드리겠습니다.





정의 44.3.3 (한 점에서 미분 형식을 계산하는 방법).


선형 함수 ξ1,…,ξk∈V∨와 벡터 v1,…,vk∈V에 대해, 다음과 같이 설정합니다




	
	(ξ1∧⋯∧ξk)(v1,…,vk)≔det[ξ1(v1)…ξ1(vk)⋮⋱⋮ξk(v1)…ξk(vk)].
	





예를 들어 v∧w=−w∧v 등을 통해 이것이 잘 정의됨을 확인할 수 있습니다.








예제 44.3.4 (미분 형식의 계산).


V=ℝ3이라고 합시다. 어떤 점 p에서 2-형식 α가 다음을 반환한다고 가정합시다




	
	αp=2𝐞1∨∧𝐞2∨+𝐞1∨∧𝐞3∨.
	





v1=3𝐞1+𝐞2+4𝐞3이고 v2=8𝐞1+9𝐞2+5𝐞3이라고 합시다. 그러면




	
	αp(v1,v2)=2det[3819]+det[3845]=21.
	











이 정의는 무엇을 의미합니까? 이를 설명하는 한 가지 방법은 다음과 같습니다


제가 점 p∈U로 걸어가면, k-형식 α는 k개의 벡터 v1,…,vk를 받아들여서 (부호가 있는) 부피로 해석될 수 있는 하나의 수를 내놓습니다.






그림:

[image: 도표]



다시 말해, 모든 점 p에서 함수 αp를 얻습니다. 그러면 αp에 k개의 벡터를 넣어서 하나의 수를 얻을 수 있는데, 이는 {vi}들이 펼치는 평행육면체의 부호가 있는 부피로 (예를 들어 힘장의 플럭스와 같은 방식으로) 해석됩니다. 바로 이 때문에 ”함수”로서의 αp가 쐐기곱 안에 놓이도록 고안된 것입니다. 이는 ”부피”라는 개념이 의미를 갖도록 보장하며, 그 결과 예를 들어 등식 αp(v1,v2)=−αp(v2,v1)가 성립합니다.




이것이 바로 미분 형식이 적분에 그토록 적합한 이유입니다.







44.4 외미분


대표적인 예: 아마도 (dx1)p=𝐞1∨일 것입니다.




이제 이 장의 시작 부분에서 그림으로 보여드렸던 외미분333”외미분”이라는 이름은 쐐기곱 ∧가 외적(exterior product)이라고도 불리는 데서 유래합니다. df를 정의하겠습니다. 명시적인 좌표가 주어지면 외미분은 계산하기 쉬운 것으로 밝혀집니다.




먼저, 함수 f:U→ℝ의 외미분을 다음과 같이 정의합니다




	
	df≔Df=∑i∂f∂𝐞i𝐞i∨
	





특히, V=ℝn이고 f(x1,…,xn)=x1(즉 f=𝐞1∨)이라고 합시다. 그러면





질문 44.4.1.


임의의 p∈U에 대해




	
	(d(𝐞1∨))p=𝐞1∨.
	





임을 보이십시오.








표기의 남용 44.4.2.


안타깝게도, 어딘가의 누군가는 𝐞1∨를 나타내기 위해 “x1”을 사용하는 것이 좋은 생각이라고 결정했고(왜냐하면 당연히444반어법입니다. x1은 “(x1,…,xn)∈ℝn을 x1으로 보내는 함수”를 의미하기 때문입니다) 그런 다음




	
	dx1≔d(𝐞1∨).
	





라고 정하기로 결정했습니다. 이 표기법은 너무나 깊이 뿌리박혀 있어서 저로서는 마지못해 받아들이는 수밖에 없습니다. 엄밀히 말하면 (dx1)p=𝐞1∨이므로 이것조차 옳지 않다는 점에 유의하십시오. dx1은 1-형식입니다.








비고 44.4.3.


이것이 바로 오늘날 미적분학에서 dfdx라는 표기법을 사용하는 이유입니다: 예를 들어 f(x)=x2로 정의되는 f:ℝ→ℝ가 주어졌을 때, 다음이 실제로 성립합니다




	
	df=2x⋅𝐞1∨=2x⋅dx
	





그래서 (더 나아간) 표기법의 남용을 통해 우리는 df/dx=2x라고 씁니다.







더 일반적으로, 우리의 기저 𝐞1, …, 𝐞n을 이용하여 외미분을 다음과 같이 정의할 수 있습니다





정의 44.4.4.


α=∑IfId𝐞I라면,  외미분을 다음과 같이 정의합니다




	
	dα≔∑IdfI∧d𝐞I=∑I∑j∂fI∂𝐞jd𝐞j∧d𝐞I.
	











이는 기저의 선택에 의존하지 않는 것으로 밝혀집니다; 이 절의 끝부분에서 기저에 무관한 정의를 언급하겠습니다.





예제 44.4.5 (외미분 몇 가지 계산하기).


V=ℝ3에 표준 기저 𝐞1, 𝐞2, 𝐞3가 있다고 합시다. f(x,y,z)=x4+y3+2xz라고 합시다. 그러면 다음과 같이 계산합니다




	
	df=Df=(4x3+2z)dx+3y2dy+2xdz.
	





다음으로, 지시된 대로 d(df)를 계산할 수 있습니다. 이는




	
	d2f
	=(12x2dx+2dz)∧dx+(6ydy)∧dy+2(dx∧dz)
	





	
	
	=12x2(dx∧dx)+2(dz∧dx)+6y(dy∧dy)+2(dx∧dz)
	





	
	
	=2(dz∧dx)+2(dx∧dz)
	





	
	
	=0.
	





놀랍게도, d2f는 영사상입니다. 여기서 우리는 dx, dy, dz를 쓰면서 처음으로 표기의 남용 44.4.2를 이용했습니다.







그리고 실제로, 이는 일반적으로 항상 참입니다:





정리 44.4.6 (외미분은 소멸합니다).


α를 임의의 k-형식이라 합시다. 그러면 d2(α)=0입니다. 더 간결하게는,




	
	d2=0.
	











증명은 문제 44B로 남겨둡니다.





연습문제 44.4.7.


d2=0이라는 명제를 이 장 시작 부분에서 주어진 2-형식의 기하학적 그림과 비교해 보십시오. 왜 이것이 직관적으로 타당한지 생각해 보십시오.







다음은 d의 다른 몇 가지 성질입니다:


	•

방금 보았듯이, d2=0입니다.




	•

k-형식 α와 ℓ-형식 β에 대해, 다음을 보일 수 있습니다




	
	d(α∧β)=dα∧β+(−1)k(α∧dβ).
	








	•

f:U→ℝ가 매끄럽다면, df=Df입니다.






사실, 위에서 정의된 df가 이러한 성질을 갖는 유일한 사상, 즉 k-형식을 (k+1)-형식으로 보내는 사상임을 보일 수 있습니다. 따라서 df를 정의하는 한 가지 방법은, 위의 나열된 성질들을 공리로 삼고 d를 이 함수 방정식의 유일한 해로 선언하는 것입니다. 어느 쪽이든, 이는 d에 대한 우리의 정의가 선택된 기저에 의존하지 않음을 말해줍니다.




df가 경계의 변화를 측정한다는 것을 상기하십시오. 그런 의미에서, d2=0은 ”경계의 경계는 비어 있다”와 같은 것을 말하고 있습니다. 다음 장에서 스토크스 정리를 볼 때 이를 정확하게 다듬을 것입니다.







44.5 여담: ⋀k(V∨) 대 (⋀k(V))∨


앞서 우리는 ⋀k(V∨)≅(⋀k(V))∨가 표준적으로 성립한다고 언급했지만, 편의상 전자를 사용합니다.




전자의 표기법이 실제로 더 편리하지만(두 미분 형식의 쐐기곱이 자연스럽습니다), 정의 44.3.3이 왜 그런 방식으로 정의되었는지는 명확하지 않습니다.




만약 대신 (⋀k(V))∨를 사용했다면, 미분 형식을 계산하는 것은 자명합니다: f∈(⋀k(V))∨와 벡터 v1,…,vk∈V에 대해, 다음과 같습니다




	
	f(v1,…,vk)≔f(v1∧⋯∧vk).
	





이는 f가 자연스럽게 ⋀k(V)의 원소를 받아 실수를 반환하기 때문입니다.




하지만 이제, f∈(⋀1(V))∨와 g∈(⋀1(V))를 받아서 f∧g∈(⋀2(V))∨와 같은 것을 반환하는 방법이 명확하지 않습니다: 자연스러운 선택인 (v∧w↦f(v)g(w))조차 잘 정의되지 않습니다!555f=𝐞1∨와 g=𝐞2∨로 시도해 보고, 이를 우리가 서로 같음을 아는 𝐞1∧𝐞2와 −𝐞2∧𝐞1에서 계산해 보십시오.




무엇을 해야 할지 알아내려면, 한 걸음 물러나 텐서곱을 고려해야 합니다. 벡터 공간 V에 대해, Tk(V)=V⊗V⊗⋯⊗V⏟k번로 정의합니다.




다음과 같은 도식이 있습니다:

Tk(V∨)(Tk(V))∨⋀k(V∨)(⋀k(V))∨ϕqιq∨



무슨 일이 일어나고 있는 것일까요?




먼저, 다음과 같이 주어지는 자연스러운 사상 Tk(V∨)→(Tk(V))∨이 있습니다




	
	ϕ(ξ1⊗⋯⊗ξk)=v1⊗⋯⊗vk↦ξ1(v1)ξ2(v2)⋯ξk(vk)
	





그리고 이는 자명한 방식으로 선형성에 의해 Tk(V∨) 전체로 확장됩니다.




위의 쐐기곱 상황과 달리, 이 사상은 실제로 잘 정의됩니다.




약간의 수작업을 거치면 ϕ가 단사임을 확인할 수 있습니다. Tk(V∨)와 (Tk(V))∨ 모두 차원이 (dimV)k이므로, ϕ는 전단사입니다.




다음으로, ⋀k(V)는 그저 ”Tk(V)에 더 많은 관계를 부여한 것”에 불과하므로, 자연스러운 몫 사상 q:Tk(V)↠⋀k(V)가 존재함에 주목하십시오. 따라서 텐서들은 동치류로 나뉩니다.





예제 44.5.1.


V=ℝ2이면, T2(V)는 𝐞1⊗𝐞1, 𝐞1⊗𝐞2 또는 −𝐞2⊗𝐞1과 같은 원소들을 갖게 됩니다.




이 원소들을 ⋀2(V)로 사상하면, 𝐞1∧𝐞1=0이고 𝐞1∧𝐞2=−𝐞2∧𝐞1을 얻습니다. 즉, 𝐞1⊗𝐞2와 −𝐞2⊗𝐞1은 같은 동치류에 속합니다.







사상 q는 쌍대 사상 q∨:(⋀k(V))∨→(Tk(V))∨를 유도합니다.





질문 44.5.2.


함수 f∈(Tk(V))∨가 imq∨에 속하는 것은 f가 위에서 정의된 각 동치류 내의 모든 원소에 대해 동일한 값을 부여하는 경우, 그리고 오직 그 경우뿐임을 스스로 확인해 보십시오.







따라서, 동형사상 q∘ϕ−1∘q∨:(⋀k(V))∨→⋀k(V∨)를 얻습니다.666여기서 q는 사상 Tk(V)→⋀k(V)와 Tk(V∨)→⋀k(V∨) 모두를 가리키는 데 표기를 남용하여 사용하고 있습니다.




이것이 실제로 동형사상임을 확인하기 위해, 그 역사상을 구성해 보겠습니다. 위에서 정의한 대로, Tk(V∨) 안의 각 동치류(즉 g∈⋀k(V∨)의 올)는 여러 원소를 가지지만, 다음과 같은 방법으로 그 정준적인 원소를 찾을 수 있습니다:





정의 44.5.3.


벡터 공간 V와 원소 f=f1⊗f2⊗⋯⊗fk∈Tk(V)에 대해, f의 교대화(alternation)를 다음과 같이 정의합니다:




	
	Altf=1k!∑σ∈Sksgn(σ)⋅(fσ(1)⊗fσ(2)⊗⋯⊗fσ(k))
	





그리고 이를 Tk(V) 전체로 확장합니다.







여기서 Sk는 순열군입니다. 행렬식의 정의와의 유사성에 주목하십시오.





예제 44.5.4.


위와 마찬가지로, V=ℝ2이라 합시다. 그러면 다음을 얻습니다:




	
	Alt(𝐞1⊗𝐞2)=𝐞1⊗𝐞2−𝐞2⊗𝐞12.
	





𝐞1⊗𝐞2의 첫 번째 성분과 두 번째 성분을 맞바꾸면, 원래 텐서와 별 관계가 없는 𝐞2⊗𝐞1을 얻는다는 점에 주목하십시오. 그러나 𝐞1⊗𝐞2−𝐞2⊗𝐞12의 첫 번째 성분과 두 번째 성분을 맞바꾸면, 𝐞2⊗𝐞1−𝐞1⊗𝐞22를 얻는데, 이는 정확히 원래 텐서의 부호를 반대로 한 것입니다!







Altf가 f의 동치류를 대표하는 바람직한 원소인 이유는 다음과 같습니다:


	•

Alt(Altf)=Altf;




	•

q가 몫 사상 Tk(V)↠⋀k(V)일 때, q(f)=q(Altf)입니다;




	•

Altf는 교대 텐서입니다 — 즉, 각 순수 텐서에 대해 Altf의 인접한 두 성분을 맞바꾸면, 전체 텐서의 부호가 반대로 바뀝니다.






따라서 각 원소를 Tk(V∨) 안의 교대 텐서로 보내는 사상 ι:⋀k(V∨)↪Tk(V∨)를 정의하는 것이 타당합니다.





예제 44.5.5.


위와 같은 예시로, V=ℝ2이라 하면 다음을 얻습니다




	
	ι(𝐞1∧𝐞2)=Alt(𝐞1⊗𝐞2)=𝐞1⊗𝐞2−𝐞2⊗𝐞12.
	











마지막으로,





연습문제 44.5.6.


im(ϕ∘ι)=imq∨이며, ι∨∘ϕ∘ι와 q∘ϕ−1∘q∨가 서로의 역사상임을 보이십시오.







𝐞1∨∧𝐞2∨가 𝐞1∧𝐞2(즉, 𝐞1과 𝐞2로 이루어진 정사각형)를 입력으로 받아 1을 반환하도록 쐐기곱을 정의하고자 하는 것이 흔한 표기법입니다. 그러나 위의 방법으로 쐐기곱을 자연스럽게 정의하면, 다음을 얻습니다




	
	ι(𝐞1∨∧𝐞2∨)=𝐞1∨⊗𝐞2∨−𝐞2∨⊗𝐞1∨2
	





이는 다음을 의미합니다




	
	ϕ(ι(𝐞1∨∧𝐞2∨))(𝐞1,𝐞2)=1⋅1−0⋅02=12.
	





따라서, 보정 계수 k!가 필요합니다.




두 번째 표기법을 사용할 경우 쐐기곱이 얼마나 “어려운지” 확인하기 위해, V=ℝ3, α=dx∧dy∈⋀2(V∨), β=dz∈⋀1(V∨)로 놓겠습니다.




그러면 다음이 성립함을 알 수 있습니다.


	•

α(𝐞1∧𝐞2)=1.




	•

β(𝐞3)=1.




	•

(α∧β)(𝐞1∧𝐞2∧𝐞3)=1이 성립해야 합니다.






쐐기곱을 사상 ∧:⋀2(V∨)×⋀1(V∨)→⋀3(V∨)로 정의한다면 마지막 부분은 자명합니다.




하지만 α와 β가 각각 (⋀2(V))∨와 (⋀1(V))∨의 원소로 주어진다면(즉, v,w∈V에 대해 α를 v∧w에서만 계산할 수 있고, v∈V에 대해 β를 v에서만 계산할 수 있다면), α∧β가 어떠해야 하는지 적어내는 것이 훨씬 더 어려워집니다. 실제로,




	
	(α∧β)(v1∧v2∧v3)=α(v1∧v2)β(v3)−α(v1∧v3)β(v2)+α(v2∧v3)β(v1).
	





이것이 교대화 연산자(또는 평가 연산)의 변형이며, α∧β가 교대적이 되도록 가중평균을 계산하는 것임을 알 수 있습니다.







44.6 곁가지 언급: 호의 길이 ds는 1-형식이 아닙니다


앞서 언급했듯이, 호의 길이 ds는 1-형식이 아닙니다.777https://mathoverflow.net/q/90455에 이에 대한 논의가 있습니다.




앞서 미분 형식은 적분할 수 있는 대상이라고 말했습니다. ds를 분명히 적분할 수 있지만, 이는 1-형식으로 간주되지 않습니다!




ds가 선형이 아님을 정의에 비추어 쉽게 확인할 수 있지만(문제 45E), 그럼에도 불구하고 왜 미분 형식을 정의할 때 ds를 제외하고 싶은지 의문이 생깁니다. 여기서 무슨 일이 벌어지고 있는 것일까요?




사실 진짜 이야기는, 매끄러운 곡선 위에서 적분 가능한 대상은  1-밀도라는 것입니다. 이는 나중에 정의하겠습니다.




간단히 하기 위해, 이 절에서는 ℝ2 위에서 다루겠습니다. 매끄러운 곡선 c 위에서 적분할 수 있는 (매끄러운) 1-밀도 ω가 주어졌을 때, 적분 ∫cω가 다음 성질들을 만족하기를 바랍니다.


	•

이는 가법적입니다. 즉, c가 두 곡선 c1과 c2의 이어붙임이라면, ∫cω=∫c1ω+∫c2ω입니다.




	•

모든 것이 매끄럽기 때문에, c가 아주 작은 선분이라면 c를 같은 길이의 두 선분 c1과 c2로 나눌 경우 실제로 ∫c1ω≈∫c2ω가 될 것으로 기대할 수 있습니다.




따라서 c의 길이가 충분히 작을 때 ∫cω가 “근사적으로 선형”이도록 요구하는 것이 자연스럽습니다.




기호로 나타내면: ε>0에 대해, cε를 곡선 c의 길이 ε인 시작 부분 선분이라 하면,




	
	limε→0+∫cεωε=h
	





어떤 유한한 상수 h에 대해 성립합니다.









물론 1-밀도 ω를, 매끄러운 곡선 c를 받아 위의 두 조건을 만족하는 값 ∫cω를 반환하는 함수로 단순히 형식화할 수도 있지만, 이 정의는 어색합니다.




더 나은 방법은, 아주 작은 곡선 c에 대해 ∫cω를 알고 있다면 임의의 매끄러운 곡선 c를 작은 곡선들로 잘게 쪼개어 ω를 적분할 수 있다는 사실을 관찰하는 것입니다. 하지만 이는 완전히 형식적이지는 않습니다 — 물론 곡선의 길이가 0으로 갈수록 적분 ∫cω 역시 0으로 가기 때문입니다 — 그래서 대신 위의 극한을 고려합니다.




	
	limε→0+∫cεωε.
	









질문 44.6.1.


같은 점 c(0)=c2(0)=p에서 시작하여 같은 방향 c′(0)=c2′(0)=v로 나아가는 두 곡선 c:[0,1]→ℝ2와 c2:[0,1]→ℝ2가 주어졌을 때, ∫cω의 기본적인 매끄러움 조건에 의해 위 극한이 동일함이 보장된다는 것을 스스로 확인해 보십시오.







따라서,


1-밀도 ω를, 점 p와 (점 p에서 ℝ2의 접벡터로 이해되는) 시작 방향 v∈ℝ2를 입력받아 그 극한을 반환하는 함수로 정의할 수 있습니다.






형식적으로:





정의 44.6.2 (1-밀도).


1-밀도 ω는 ℝ2×ℝ2→ℝ인 함수입니다.







ωp(v)∈ℝ로 씁니다.




방향만이 중요하므로, λ≥0에 대해 ω가 ωp(λv)=λωp(v)를 만족하도록 하는 것이 타당합니다. 특히 ωp(0)=0입니다.




그러면 ds는 dsp(v)=∥v∥인 1-밀도입니다. 곡선 위에서 적분하는 방법을 아직 엄밀하게 정의하지는 않았지만(다음 장에서 다루겠습니다), 이것이 어떻게 작동하는지 직관적으로 알 수 있습니다.




이 정의에 따르면, 1-형식은 추가로 두 번째 인자에 대해 선형인 1-밀도일 뿐입니다 — ωp(v+w)=ωp(v)+ωp(w).




그렇다면 미분 형식이 갖는 특별한 성질은 무엇입니까? 우선, ω가 미분 형식이면 다음이 성립합니다:


c:[0,1]→ℝ2를 매끄러운 곡선이라 하면, c에 균등 수렴하는 매끄러운 곡선들의 임의의 수열 ck에 대해 ∫ckω는 ∫cω로 수렴합니다.






ds에 대해서는 이것이 어떻게 성립하지 않을 수 있는지 쉽게 상상할 수 있습니다 — 수평선과 수직선으로만 이루어진 조각별 매끄러운 곡선들의 수열은 원을 근사할 수 있지만, 이 들쭉날쭉한 곡선들의 호의 길이는 결코 원의 둘레로 수렴할 수 없습니다.888사실 같은 논증을 사용하면, 반대로 후자의 성질을 만족하는 매끄러운 밀도는 실제로 선형이어야 함을 증명할 수도 있습니다!







44.7 닫힌 형식과 완전 형식


α를 k-형식이라 합시다.





정의 44.7.1.


dα=0이면 α가  닫혀 있다고 말합니다.








정의 44.7.2.


어떤 (k−1)-형식 β에 대해 dβ=α이면 α가  완전하다고 말합니다. k=0인 경우, α는 α=0일 때만 완전합니다.








질문 44.7.3.


완전 형식은 닫혀 있음을 보이십시오.







자연스러운 질문이 떠오릅니다: 닫혀 있지만 완전하지 않은 형식이 존재할까요? 놀랍게도 이 질문에 대한 답은 위상수학과 연결되어 있습니다. 여기 중요한 예시가 하나 있습니다.





예제 44.7.4 (각 형식).


U=ℝ2∖{0}라 하고, θ(p)를 x축과 원점에서 p로 향하는 직선이 이루는 각도라 하겠습니다.




다음과 같이 정의되는 1-형식 α:U→(ℝ2)∨는




	
	α=−ydx+xdyx2+y2
	





각 형식이라 불리며, p∈U가 주어졌을 때 접벡터를 따른 각도 θ(p)의 변화를 측정합니다. 그러므로 직관적으로는 “α=dθ”인 셈입니다. 실제로 각 형식이 닫혀 있음을 직접 확인할 수 있습니다.




그러나 α는 완전하지 않습니다: α를 도함수로 갖는 전역 매끄러운 함수 θ:U→ℝ는 존재하지 않습니다. 이는 원점 주위로 실제로 2π 전체 회전을 수행할 수 있다는 사실, 즉 θ가 2π를 법으로 해서만 의미를 갖는다는 사실을 반영합니다. 따라서 각도 형식 α의 존재는 원점 주위를 “감는” 가능성을 반영합니다.







그러므로 핵심 아이디어는, 닫힌 형식이 완전하지 못하다는 사실이 공간 안의 “구멍”과 상당히 잘 대응된다는 것입니다: 이는 호모토피 군과 호몰로지 군이 포착하려는 것과 같은 정보입니다. 또 다른 비유를 들자면, 복소해석학에서 코시-구르사 정리는 U가 단순 연결일 때에만 성립합니다. U 안의 “구멍”은 형식 α의 존재를 통해 감지되고 있는 것입니다. 이른바 드 람 코호몰로지가 이 관계를 명시적으로 드러내 줄 것입니다.







44.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 44A.


각 형식이




	
	α=−ydx+xdyx2+y2
	





닫혀 있음을 직접 보이십시오.








문제 44B.


d2=0임을 서술하는 정리 44.4.6를 증명하십시오.


힌트. 이것은 단순한 합산입니다. 혼합 편미분이 대칭이라는 사실이 필요할 것입니다.













장 45 미분 형식 적분하기


이제 셀 위에서 미분 형식을 적분하는 방법을 보이고, 이러한 맥락에서 스토크스 정리를 서술합니다. 이 장에서는 모든 벡터 공간이 유한 차원이고 실수입니다.





45.1 동기: 선적분


함수 g:[a,b]→ℝ가 주어졌을 때, 미적분학의 기본정리에 의해 다음을 알 수 있습니다.




	
	∫[a,b]g(t)dt=f(b)−f(a)
	





여기서 f는 g=df/dt를 만족하는 함수입니다. 동등하게, f:[a,b]→ℝ에 대해서는




	
	∫[a,b]gdt=∫[a,b]df=f(b)−f(a)
	





여기서 df는 앞서 정의한 외미분입니다.




좋습니다, 이제 [a,b] 위에서 적분을 할 수 있습니다. 이제 더 일반적으로, 실수 벡터 공간 V의 열린 부분집합 U와 1-형식 α:U→V∨가 있다고 합시다.  매개변수화된 곡선(parametrized curve), 즉 매끄러운 함수 c:[a,b]→U를 생각해봅시다. 그림:

[image: 도표]



다음을 만족하는 ∫cα를 정의하고자 합니다.


적분 ∫cα는 곡선 c를 따라 모든 α를 더한 것이어야 합니다.



우리의 미분 형식 α는 먼저 점 p를 받아 αp∈V∨를 얻습니다. 그다음, 곡선 c에 대한 접벡터 v∈V를 받아들여 마침내 실수 αp(v)∈ℝ를 내놓습니다. 우리는 [a,b] 위에서의 적분이라는 개념만을 사용하여 ”이 모든 수들을 더하고” 싶습니다.





연습문제 45.1.1.


적분의 정의가 무엇이어야 할지 추측해보십시오. (형식 검사만으로도, 합리적인 답은 하나뿐입니다.)







따라서, 우리가 제시하는 정의는 다음과 같습니다.




	
	∫cα≔∫[a,b]αc(t)(c′(t))dt.
	





여기서 c′(t)는 (Dc)t(1)의 약칭입니다. 이는 시각 t에서, 점 p=c(t)에서의 곡선 c의 접벡터를 나타냅니다. (여기서는 [a,b]가 1차원이라는 사실을 이용하고 있습니다.)




이제 그 정의는 쓰기가 번거로우므로, [a,b] 위에 미분 1-형식 c∗α를 정의하여 그 전체를 삼키도록 하겠습니다. 구체적으로, 이 경우 우리는 c∗α를 다음과 같이 정의합니다.




	
	(c∗α)t(ε)=αc(t)⋅(Dc)t(ε)
	





(여기서 ε는 시간상의 어떤 변위입니다.) 따라서, 더 간결하게 다음과 같이 쓸 수 있습니다.




	
	∫cα≔∫[a,b]c∗α.
	





이는 당겨오기(pullback)의 특수한 경우입니다. 대략적으로, ϕ:U→U′ (U⊆V, U′⊆V′)일 때, U′ 위의 임의의 미분 k-형식 α를 U 위의 k-형식으로 바꿀 수 있습니다. 특히, U=[a,b]인 경우,111네, [a,b]는 사실 열린집합이 아닙니다, 죄송합니다. (a−ε,b+ε) 같은 것을 썼어야 합니다. 우리는 기존의 적분 정의로 돌아갈 수 있습니다. 이제 이것을 완전히 일반적으로 해봅시다.







45.2 당겨오기


V와 V′를 유한 차원 실수 벡터 공간(차원이 다를 수도 있음)이라 하고, U와 U′가 각각의 열린 부분집합이라 합시다. 다음으로, U′ 위의 k-형식 α를 생각해봅시다.




사상 ϕ:U→U′가 주어졌을 때, 이제 이전과 거의 같은 방식으로 당겨오기를 정의하고자 합니다. 그림:

[image: 도표]



음, 우리가 할 수 있는 일은 대략 한 가지뿐입니다. 구체적으로: α는 U′ 안의 점 하나와 V′ 안의 접벡터 k개를 받아, 실수를 반환합니다. 우리는 ϕ∗α가 p∈U 안의 점과 V 안의 접벡터 v1,…,vk k개를 받아, 그에 대응하는 정보를 α에 넘겨주기를 원합니다.




명백히 우리는 점 q=ϕ(p)를 넘겨줍니다. 접벡터에 대해서는, 우리가 부피에 관심이 있으므로 p에서 ϕ의 미분 (Dϕ)p를 취하는데, 이는 우리의 각 벡터 vi를 목표 공간 V′ 안의 어떤 벡터로 스케일링할 것입니다. 결론부터 말하면 다음과 같습니다.





정의 45.2.1.


ϕ:U→U′와 k-형식 α가 주어졌을 때,  당겨오기(pullback)를 다음과 같이 정의합니다.




	
	(ϕ∗α)p(v1,…,vk)≔αϕ(p)((Dϕ)p(v1),…,(Dϕ)p(vk)).
	











기저를 사용하여 당겨오기를 정의하는 더 구체적인 방법이 있습니다. w1,…,wn을 V′의 기저라 하고 e1,…,em을 V의 기저라 합시다. 그러면 사영 원리(정리 43.2.1)에 의해 사상 ϕ:V→V′는 다음과 같이 생각할 수 있습니다.




	
	ϕ(v)=ϕ1(v)w1+⋯+ϕn(v)wn
	





여기서 각 ϕi는 v∈V를 받아서 실수를 반환합니다. 또한 α는 구체적으로 다음과 같이 쓸 수 있다는 것을 알고 있습니다.




	
	α=∑I⊆{1,…,n}fIdwI.
	





그러면, 다음과 같이 정의합니다.




	
	ϕ∗α=∑I⊆{1,…,n}(fI∘ϕ)(Dϕi1∧⋯∧Dϕik).
	





성실한 독자라면 이 정의들이 동치임을 확인할 수 있습니다.





예제 45.2.2 (당겨오기의 계산).


V=ℝ2이 기저 𝐞1과 𝐞2를 가진다고 하고, ϕ:V→V′가 다음과 같이 보낸다고 합시다.




	
	ϕ(a𝐞1+b𝐞2)=(a2+b2)w1+log(a2+1)w2+b3w3
	





여기서 w1, w2, w3은 V′의 기저입니다. f:V′→ℝ일 때, 형식 αq=f(q)w1∨∧w3∨를 생각해 봅시다. 그러면




	
	(ϕ∗α)p=f(ϕ(p))⋅(2a𝐞1∨+2b𝐞2∨)∧(3b2𝐞2∨)=f(ϕ(p))⋅6ab2⋅𝐞1∨∧𝐞2∨.
	











당겨오기는 기본적으로 가능한 한 좋은 성질을 가지는 것으로 밝혀졌는데, 예를 들면


	•

ϕ∗(cα+β)=cϕ∗α+ϕ∗β (선형성)




	•

ϕ∗(α∧β)=(ϕ∗α)∧(ϕ∗β)




	•

ϕ1∗(ϕ2∗(α))=(ϕ2∘ϕ1)∗(α) (자연성)






하지만 여기서는 이것들을 확인하는 데 시간을 들이지 않겠습니다 (기저로 전개하면 모두 검증할 수 있습니다).







45.3 세포


대표적인 예: ℝ2의 원판은 (r,θ)↦(rcosθ)𝐞1+(rsinθ)𝐞2에 의한 세포 [0,R]×[0,2π]→ℝ2로 생각할 수 있습니다.




이제 당겨오기의 개념을 갖게 되었으므로, 더 일반적인 공간에 대한 적분의 개념을 정의할 수 있습니다. 구체적으로, 앞서 다뤘던 적분의 개념을 일반화하기 위해서는 다음과 같이 합니다:





정의 45.3.1.


k-세포란 매끄러운 함수 c:[a1,b1]×[a2,b2]×…[ak,bk]→V를 말합니다.








예제 45.3.2 (셀의 예시).


편의를 위해 V=ℝ2이라 합시다.


	(a)

0-셀은 하나의 점으로 이루어집니다.




	(b)

앞서 보았듯이, 1-셀은 임의의 곡선입니다.




	(c)

2-셀은 2차원 곡면에 대응합니다. 예를 들어, 사상 c:[0,R]×[0,2π]→V를 다음과 같이 정의하면




	
	c:(r,θ)↦(rcosθ,rsinθ)
	





반지름 R인 원판으로 생각할 수 있습니다.












이제 정의를 제시할 수 있습니다.





정의 45.3.3 (미분 k-형식을 적분하는 방법).


미분 k-형식 α와 k-셀 c:[0,1]k→V를 취합시다. 당겨오기를 이용하여 적분 ∫cα를 다음과 같이 정의합니다.




	
	∫cα≔∫[0,1]kc∗α.
	











c∗α는 k차원 단위 상자 위의 k-형식이므로, f(x1,…,xk)dx1∧⋯∧dxk로 쓸 수 있습니다. 따라서 위 적분은 다음과 같이도 쓸 수 있습니다.




	
	∫01…∫01f(x1,…,xk)dx1∧⋯∧dxk.
	









예제 45.3.4 (원의 넓이).


V=ℝ2을 생각하고, 앞서와 같이 [0,R]×[0,2π] 위에서 c:(r,θ)↦(rcosθ)𝐞1+(rsinθ)𝐞2라 합시다. 모든 점 p에서 αp=𝐞1∨∧𝐞2∨를 주는 2-형식 α를 취합시다. 그러면




	
	c∗α
	=(cosθdr−rsinθdθ)∧(sinθdr+rcosθdθ)
	





	
	
	=r(cos2θ+sin2θ)(dr∧dθ)
	





	
	
	=rdr∧dθ
	





따라서,




	
	∫cα=∫0R∫02πrdr∧dθ=πR2
	





이것이 바로 원의 넓이입니다.







무슨 일이 일어나고 있는지에 대한 기하학적 직관을 소개하겠습니다. V 안의 k-cell이 주어졌을 때, 미분 k-형식 α는 점 p와 접벡터 v1, …, vk를 받아 숫자 αp(v1,…,vk)를 내놓는데, 이는 앞서와 마찬가지로 부호가 있는 초부피로 볼 수 있습니다. 그러면 적분은 이 모든 무한소들을 전체 cell에 걸쳐 합산합니다. 특히 V=ℝk이고 형식 α:p↦𝐞1∨∧⋯∧𝐞k∨를 취하면, 이 α들이 주는 것은 그 cell의 k번째 초부피입니다. 이러한 이유로 이 α는 ℝk 위의  부피 형식이라고 불립니다.




여기서 제가 ”cell”이라는 용어를 다소 느슨하게 사용하기 시작했다는 것을 눈치채셨을 것입니다. cell c:[0,R]×[0,2π]→ℝ2는 원래 함수여야 하지만, 저는 이를 (즉 그 상의 관점에서) 단위 원판으로 생각하라고 계속 말해왔습니다. 같은 맥락에서, 곡선 [0,1]→V는 시간에 대한 함수라기보다는 공간 속의 곡선으로 생각해야 합니다.




이 오류는 무해한 것으로 밝혀집니다. α를 U 위의 k-형식이라 하고 c:[a1,b1]×⋯×[ak,bk]→U를 k-cell이라 합시다. ϕ:[a1′,b1′]×…[ak′,bk′]→[a1,b1]×⋯×[ak,bk]라 합시다. ϕ가 전단사이고 (Dϕ)p가 항상 가역이면(변수 변환이라고 생각하십시오) 이를  재매개화라고 합니다. 따라서




	
	c∘ϕ:[a1′,b1′]×⋯×[ak′,bk′]→U
	





역시 k-cell입니다. 그러면 모든 p에 대해 det(Dϕ)p>0이면  방향을 보존한다고 하고, 모든 p에 대해 det(Dϕ)p<0이면  방향을 뒤집는다고 합니다.





연습문제 45.3.5.


왜 이 두 경우 중 정확히 하나만 일어나야 할까요?








정리 45.3.6 (변수 변환은 적분에 영향을 주지 않는다).


c를 k-cell, α를 k-형식, ϕ를 재매개화라 합시다. 그러면




	
	∫c∘ϕα={∫cαϕ방향을 보존합니다−∫cαϕ방향을 뒤집습니다.
	











증명.


당겨오기의 자연성을 이용하여 이를 일반 미적분학의 대응하는 정리로 환원하십시오. ∎





예를 들어, 단위원을 [0,1]×[0,1]→ℝ2로 (r,t)↦Rcos(2πt)𝐞1+Rsin(2πt)𝐞2에 의해 매개화했다면, 우리는 같은 결과에 도달했을 것입니다. 그러므로 우리는 정말로 k-cell을 그것이 지정하는 점들만으로 생각할 수 있습니다.







45.4 경계


대표적인 예: [a,b]의 경계는 {b}−{a}입니다. 정사각형의 경계는 그 가장자리를 반시계 방향으로 돕니다.




먼저, 여러 cell을 동시에 고려할 수 있게 해주는 전문 용어를 소개하겠습니다.





정의 45.4.1.


k-사슬 U는 U 위의 k-cell들의 형식적 선형결합, 즉 다음과 같은 형태의 합입니다.




	
	c=a1c1+⋯+amcm
	





여기서 각 ai∈ℝ이고 ci는 k-cell입니다. 우리는 ∫cα=∑iai∫ciα로 정의합니다.







특히, 0-사슬은 각각 주어진 가중치를 가진 여러 점들로 이루어집니다.




이제, 경계를 어떻게 정의할까요? 1-cell [a,b]→U에 대해, 앞서 암시했듯이 답이 0-사슬 {c(b)}−{c(a)}이기를 원합니다. 일반적인 경우에는 다음과 같이 합니다.





정의 45.4.2.


c:[0,1]k→U가 k-cell이라 합시다. 그러면 ∂c:[0,1]k−1→U로 표기되는 c의  경계는 다음과 같이 정의되는 (k−1)-사슬입니다. 각 i=1,…,k에 대해 다음으로 (k−1)-사슬들을 정의합니다.




	
	ci시작:(t1,…,tk−1)
	↦c(t1,…,ti−1,0,ti,…,tk−1)
	





	
	ci정지:(t1,…,tk−1)
	↦c(t1,…,ti−1,1,ti,…,tk−1).
	





그러면




	
	∂c≔∑i=1k(−1)i+1(ci정지−ci시작).
	





마지막으로, 사슬의 경계는 각 cell의 경계들의 합입니다(적절한 가중치와 함께). 즉, ∂(∑aici)=∑ai∂ci입니다.








질문 45.4.3.


이 정의가 [0,1]k→V가 아니라 c:[a1,b1]×⋯×[ak,bk]→V로 정의된 k-cell c로 확장될 수 있음을 스스로 확인해 보십시오.








예제 45.4.4 (경계의 예).


아래에 나타난 2-cell c:[0,1]2→ℝ2를 생각해 봅시다.

[image: 도표]
여기서 p1, p2, p3, p4는 각각 (0,0), (1,0), (1,1), (0,1)의 상입니다. 형식적으로 ∂c는 다음과 같이 주어집니다.




	
	∂c=(t↦c(1,t))−(t↦c(0,t))−(t↦c(t,1))+(t↦c(t,0)).
	





인라인 함수로 인한 눈에 거슬리는 표기에 대해 사과드립니다. 이를 개선하여 그냥 다음과 같이 써봅시다.




	
	∂c=[p2,p3]−[p1,p4]−[p4,p3]+[p1,p2]
	





여기서 각 ”구간”은 부호를 반영한 후 오른쪽에 붉은 화살표로 표시된 1-cell을 나타냅니다. 이것의 경계 또한 취할 수 있으며, 다음과 같이 빈 사슬을 얻습니다.




	
	∂(∂c)=∑i=14{pi+1}−{pi}=0.
	












예제 45.4.5 (단위 원판의 경계).


다음으로 주어진 단위 원판을 생각해 봅시다.




	
	c:[0,1]×[0,1]→ℝ2에 의해(r,θ)↦rcos(2πθ)𝐞1+rsin(2πθ)𝐞2.
	





경계의 네 부분은 아래 그림에 나타나 있습니다:

[image: 도표]
화살표 중 두 개는 적분될 때 서로 거의 상쇄된다는 점에 주목하십시오. 더욱이 흥미롭게도 원의 중심에 퇴화된 1-cell이 있습니다; 이는 항상 원점을 내놓는 상수 함수 [0,1]→ℝ2입니다.







d2=0과 유사한 필수 정리이며, 문제로 남겨둡니다.





정리 45.4.6 (경계의 경계는 공집합입니다).


∂2=0, 즉 임의의 k-사슬 c에 대해 ∂2(c)=0이라는 의미입니다.










45.5 스토크스 정리


대표적인 예: ∫[a,b]dg=g(b)−g(a).




이제 cell에 대한 스토크스 정리를 서술하는 데 필요한 모든 재료가 준비되었습니다.





정리 45.5.1 (cell에 대한 스토크스 정리).


평소와 같이 U⊆V를 취하고, c:[0,1]k→U를 k-cell이라 하고, α:U→⋀k−1(V∨)를 (k−1)-형식이라 합시다. 그러면




	
	∫cdα=∫∂cα.
	





특히, dα=0이면 좌변은 사라집니다.







예를 들어, c가 구간 [a,b]이면 ∂c={b}−{a}이며, 이로부터 미적분학의 기본정리를 얻습니다.







45.6 다시 현실로: 벡터 미적분학에서 배운 내용과의 비교


지금까지 모든 것을 추상적으로 다루었으니, 이제 일반적인 대학교에서 벡터 미적분학 강의를 듣는다면 ℝ3에서 보게 될 내용과 우리가 배운 것을 비교해 봅시다.




그림 45.1에서는 제가 2024년 가을 MIT의 18.02 강의를 위해 그렸던 그림을 옮겨왔습니다. 이 강의는 많은 1학년 학생들이 수강하는 다변수 미적분학 강의입니다. 0≤d≤n≤3인 각 경우(단, d=n=0은 제외)에 대해, 정의역이 ℝn인 함수의 d차원 적분을 수행할 때 그 강의에서 어떤 종류의 적분이 등장했는지를 보여줍니다. 이 그림의 모든 적분은 실숫값을 갖는다는 점에 유의하십시오.




저는 의도적으로 MIT에서 실제로 사용되었던 표기법을 사용했으며, 이를 18.02 표기법이라고 부르겠습니다. 이는 위키백과 및 다른 여러 곳에서 보게 될 표기법과 유사하기 때문입니다. 이 절의 목표는 18.02 표기법에서 냅킨 표기법으로의 변환 체계를 제공하는 것입니다. (이 절 전체에서 ℝn은 노름 벡터 공간으로 취급되므로, 𝐞1↦𝐞1∨ 등의 식별은 표준적입니다.)






18.02 도표.








[image: 도표]




그림 45.1: 대학 1학년으로의 회귀인가요? 고해상도 버전은 https://web.evanchen.cc/textbooks/poster-stokes.pdf에서 확인할 수 있습니다.


그림 45.1에는 많은 내용이 담겨 있으므로, 하나씩 나누어 살펴보겠습니다.





0-형식.


0-형식은 그저 함수와 같으므로, 0차원 적분 열은 이해하기 쉬울 것입니다: 이는 단지 한 점에서의 값, 또는 여러 점에서의 값의 합일 뿐입니다.







n-형식.


The case n=d is also easy: ℝn에서 n-형식을 적분하여 하나의 수를 얻는 것이 가능함을 우리는 알고 있습니다. 즉:


	•

통상적인 적분 ∫abdx는 1-cell [a,b]에서 1-형식 f⋅𝐞1∨를 적분한 것입니다.




	•

면적분 ∫a1b1∫a2b2f(x,y)dxdy는 2-형식 f⋅𝐞1∨∧𝐞2∨를 적분하는 것에 해당합니다.




	•

부피적분 ∫a1b1∫a2b2∫a3b3f(x,y,z)dxdydz는 3-형식 f⋅𝐞1∨∧𝐞2∨∧𝐞3∨를 적분하는 것에 해당합니다.






이로써 대각선 위에 있는 초록색으로 표시된 것들을 처리했습니다.







나머지 세 개의 초록색 그림은 해석할 수 없습니다!


까다로운 부분은 0<d<n<3인 상황들입니다. 이런 것이 세 가지 있는데, d=1이고 n∈{2,3}일 때의 두 선적분과 d=2이고 n=3일 때의 면적분입니다.




사실 이것들은 우리의 미분 형식 이론으로 다뤄지지 않습니다! 실제로 f=1이 상수 함수인 특수한 경우조차, 선적분은 사실상 호의 길이이며, 절 44.6에서 언급했듯이 그 적분은 어떤 미분 형식의 적분으로도 볼 수 없습니다. 마찬가지로 표면적도 미분 형식이 아닙니다.







1-형식과 2-형식입니다.


하지만 (벡터장에 대한) 세 개의 자주색 적분은 우리의 틀 안에서 볼 수 있습니다.


	•

d=1이고 n=3인 경우, 즉 3차원 선적분을 생각해 봅시다. 입력으로 벡터값 함수 𝐅:ℝ3→ℝ3이 주어집니다. 사영 원리(정리 43.2.1)에 의해, 이는 다음 데이터와 동일합니다




	
	𝐅(p)=F1(p)𝐞1+F2(p)𝐞2+F3(p)𝐞3
	





i=1,2,3에 대한 세 함수 Fi:ℝ3→ℝ에 대해서입니다.




18.02 표기법 𝐅(p)를 냅킨 표기법으로 변환하기 위해, 𝐅를 다음 미분 형식과 동일시합니다




	
	αp=F1(p)𝐞1∨+F2(p)𝐞2∨+F3(p)𝐞3∨.
	





한편, 시간 t∈[t0,t1]으로 매개변수화된 경로 𝐫(t)는 1-형식 c:[t0,t1]→ℝ3의 개념과 일치합니다. 적분에서의 ”일”은 다음과 같이 씁니다




	
	𝐅(𝐫(t))⋅𝐫′(t)
	





하지만 그 내적은 정확히 당겨오기 c∗α입니다.




	•

d=1이고 n=2인 경우는 3을 2로 바꾼 것과 정확히 동일합니다.




	•

가장 이상한 경우는 d=2이고 n=3인 유량 적분입니다. 매개변수화 𝐫(u,v)는 문제없으며, 이는 2-세포 c에 대응합니다. 하지만 𝐅(p)는 타입이 맞지 않는 것처럼 보입니다.




하지만 다시 다음과 같이 써 봅시다




	
	𝐅(p)=F1(p)𝐞1+F2(p)𝐞2+F3(p)𝐞3.
	





이를 냅킨 표기법으로 변환하는 데는 상당히 이상한 편법이 사용되는데, 원하는 형식은 다음과 같습니다




	
	αp=F1(p)𝐞2∨∧𝐞3∨+F2(p)𝐞3∨∧𝐞1∨+F3(p)𝐞1∨∧𝐞2∨.
	





네, 그것이 정말로 그 동일시입니다! 이 정의가 가능하려면 다음 사실을 이용해야 했습니다




	
	(31)=(32).
	





즉 삼차원 공간 ⋀2(ℝ3)이 마침 ⋀1(ℝ3)≅ℝ3과 같은 개수의 기저 원소를 가지므로, 다음 사상은




	
	⋆:⋀2(ℝ3)
	→ℝ3
	





	
	𝐞1∧𝐞2
	↦𝐞3
	





	
	𝐞2∧𝐞3
	↦𝐞1
	





	
	𝐞3∧𝐞1
	↦𝐞2
	





실제로 동형사상인데, 이는 기저 원소를 기저 원소로 대응시키기 때문입니다. 이 사상을 ⋆로 표기하는데, 이는 이 사상이 고차원에서 이른바 호지 스타 연산자로 일반화되기 때문입니다.




지금까지 의도적으로 피해 왔던 외적에 대해 이야기할 차례입니다. 외적은 ℝ3의 두 벡터를 입력받아 ℝ3의 벡터를 출력하는 이상한 연산입니다. 구체적으로, 𝐯=x𝐞1+y𝐞2+z𝐞3이고 𝐰=x′𝐞1+y′𝐞2+z′𝐞3일 때, 학교에서 배우는 외적의 정의는 다음과 같습니다




	
	𝐯×𝐰≔(yz′−y′z)𝐞1+(zx′−xz′)𝐞2+(xy′−x′y)𝐞3.
	





이것은 어디서 나온 것일까요? 답은 ⋆(𝐯∧𝐰)가 다음과 같기 때문입니다




	
	𝐯∧𝐰
	=(x𝐞1+y𝐞2+z𝐞3)∧(x′𝐞1+y′𝐞2+z′𝐞3)
	





	
	
	=(xy′−x′y)𝐞1∧𝐞2+(yz′−y′z)𝐞2∧𝐞3+(zx′−xz′)𝐞3∧𝐞1
	





	
	⋆(𝐯∧𝐰)
	↦(xy′−x′y)𝐞3+(yz′−y′z)𝐞1+(zx′−xz′)𝐞2.
	





이를 정리하고 나면, 이상한 내적-외적




	
	𝐅(𝐫(u,v))⋅(𝐫u×𝐫v)dudv
	





은 이제 당겨오기 c∗α에 대응하도록 조작되어 있습니다. 그래서 이 호지 스타를 사용하면, 유량이 실제로는 2-형식의 적분임을 알 수 있습니다.












외미분


그림 45.1의 모든 빨간 화살표는 해당 형식의 외미분에 대응합니다. 즉:


	•

”grad” 연산은 0-형식 f를 입력받아 1-형식 df에 대응하는 벡터장을 출력합니다.




	•

”curl” 연산은 1-형식 α를 입력받아 2-형식 dα에 대응하는 벡터장을 출력합니다. n=3일 때 이는 잘 맞아떨어지는데, 1-형식의 공간이 (31)차원이고 2-형식의 공간이 (32)차원이며, 다행히도 (31)=3=(32)이기 때문입니다.




이상해 보이는 표기 ∇×𝐅는 외미분에 대응함을 확인할 수 있습니다. 18.02 쪽에서는 다음과 같은 것이 있다면




	
	𝐅=F1𝐞1+F2𝐞2+F3𝐞3
	





curl에 대한 18.02의 정의는 다음과 같습니다




	
	curl(𝐅)≔∇×𝐅≔(∂F3∂y−∂F2∂z)𝐞1+(∂F1∂z−∂F3∂x)𝐞2+(∂F2∂x−∂F1∂y)𝐞3
	





∇×라는 말도 안 되는 표기의 이유는, 정말로 표기를 남용한다면 이것을 벡터 ∇=⟨∂∂x,∂∂y,∂∂z⟩와 벡터 𝐅=⟨F1,F2,F3⟩의 외적으로 거의 생각할 수 있다는 데 있습니다.




이제 𝐅를 냅킨 표기법으로 변환하기 위해, 우리가 𝐅를 다음 미분 형식과 동일시했다는 것을 기억하십시오




	
	α=F1𝐞1∨+F2𝐞2∨+F3𝐞3∨.
	





정의 44.4.4에서의 외미분 공식을 따르면 다음을 얻습니다




	
	dα
	=dF1∧𝐞1∨+dF2∧𝐞2∨+dF3∧𝐞3∨
	





	
	
	=(∂F1∂x𝐞1∨+∂F1∂y𝐞2∨+∂F1∂z𝐞3∨)∧𝐞1∨
	





	
	
	+(∂F2∂x𝐞1∨+∂F2∂y𝐞2∨+∂F2∂z𝐞3∨)∧𝐞2∨
	





	
	
	+(∂F3∂x𝐞1∨+∂F3∂y𝐞2∨+∂F3∂z𝐞3∨)∧𝐞3∨
	





	
	
	=(∂F3∂y−∂F2∂z)𝐞2∨∧𝐞3∨+(∂F1∂z−∂F3∂x)𝐞3∨∧𝐞1∨+(∂F2∂x−∂F1∂y)𝐞1∨∧𝐞2∨.
	





호지 스타를 취한 후 모든 ∨를 없애면 ∇×𝐅와 같은 것을 얻으며, 이로써 18.02 표기법과 냅킨 표기법 사이의 대응이 완성됩니다.




	•

18.02 용어로, 발산 div는 다음과 같이 정의됩니다




	
	div(𝐅)≔∇⋅𝐅≔∂F1∂x+∂F2∂y+∂F3∂z
	





이는 입력점 p∈ℝ3에 대한 스칼라 값 함수입니다. 이 문제는 문제 45C에서 직접 풀어보도록 남겨두겠습니다.




∇⋅라는 말도 안 되는 표기의 이유는, 정말로 표기를 남용한다면 이것을 벡터 ∇=⟨∂∂x,∂∂y,∂∂z⟩와 벡터 𝐅=⟨F1,F2,F3⟩의 내적으로 거의 생각할 수 있다는 데 있습니다.












이중 미분


우리는 d2=0임을 알고 있으며, 이는 그림 45.1에서 두 화살표를 합성하면 영이 됨을 의미합니다. 18.02에서는 이것을 다음과 같이 보게 됩니다


	•

기울기의 curl은 영입니다.




	•

curl의 플럭스는 영입니다.






하지만 실제로는 이 둘이 같은 정리입니다.







스토크스 정리


각 붉은 화살표 역시 셀에 대한 스토크스 정리의 한 사례를 제공합니다. 따라서 셀에 대한 스토크스 정리조차도 정말 훌륭한데, 여섯 개의 18.02 정리를 특수한 경우로 얻게 되기 때문입니다!


	•

0차원 적분에서 1차원 적분으로 가는 세 개의 화살표는 모두 ”미적분학의 기본 정리”라고 불립니다. 몇몇 저자들은 n>1인 경우에는 대신 ”선적분에 대한 미적분학의 기본 정리”라고 말할 것입니다.




	•

n=2일 때, 다른 붉은 화살표는 ”그린 정리”라고 불리며, 이를 문제 45A에서 직접 풀어보도록 남겨두겠습니다.




	•

n=3일 때, work에서 flux로 가는 화살표는 헷갈리게도 마찬가지로 ”스토크스 정리”라고 불리며, 이는 2차원 곡면의 플럭스가 1차원 경계 위의 work와 같다는 것을 말합니다.




	•

n=3에 대한 가장 오른쪽의 붉은 화살표는 ”발산 정리”라고 불리며, 이는 3차원 부피의 발산이 2차원 경계 곡면의 플럭스와 같다는 것을 말합니다.














45.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 45A (그린 정리).


f,g:ℝ2→ℝ를 매끄러운 함수라 하고 c를 2-셀이라 합시다. 다음을 증명하십시오




	
	∫c(∂g∂x−∂f∂y)dx∧dy=∫∂c(fdx+gdy).
	






힌트. α=fdx+gdy에 스토크스 정리를 직접 적용하십시오.










문제 45B.


∂2=0임을 보이십시오.


힌트. 이는 시그마 표기법에 대한 단순한 연습 문제입니다.










문제 45C.


18.02 표기법과 냅킨 표기법의 대응을 완성하십시오. 즉, 𝐅:ℝ3→ℝ3를 벡터장이라 하고, α를 냅킨 버전에서 이에 대응하는 2-형식이라 합시다. 다음과 같이 정의되는 스칼라값 함수가




	
	div(𝐅)≔∇⋅𝐅≔∂F1∂x+∂F2∂y+∂F3∂z
	





3-형식 dα에서의 평갓값과 일치함을 보이십시오.








문제 45D (당겨오기와 d는 가환합니다).


U와 U′를 벡터 공간 V와 V′의 열린집합이라 하고, ϕ:U→U′를 이들 사이의 매끄러운 사상이라 합시다. U′ 위의 임의의 미분 형식 α에 대해 다음이 성립함을 증명하십시오.




	
	ϕ∗(dα)=d(ϕ∗α).
	






힌트. 이는 간단하지만 (귀찮은) 계산입니다.










문제 45E (호의 길이는 형식이 아닙니다).


ℝ2 위에 1-형식 α가 존재하여, 곡선 c:[0,1]→ℝ2에 대해 적분 ∫cα가 c의 호의 길이를 주는 그러한 α가 존재하지 않음을 보이십시오.


힌트. 우리는 αp(v)=∥v∥이기를 원할 것입니다.










문제 45F.


완전 k-형식 α란 어떤 β에 대해 α=dβ를 만족하는 것입니다. 다음을 증명하십시오.




	
	∫C1α=∫C2α
	





여기서 C1과 C2는 평면 위의 임의의 동심원이고 α는 어떤 완전 1-형식입니다.


힌트. d2=0이 완전형식 α에 대해 ∫∂cα=0을 함의함을 보이십시오. 환형(annulus)을 그리십시오.













장 46 다양체에 대한 약간의 이야기


지난 장에서 우리는 세포(cell)에 대한 스토크스 정리를 서술했습니다. 이것이 성립하는 훨씬 더 큰 부류의 공간, 이른바 매끄러운 다양체가 존재한다는 것이 밝혀집니다.




불행히도 매끄러운 다양체의 정의는 완전히 엉망이므로, 미분 형식과 방향을 정의하고 나면 그 위의 적분이 실제로 무엇인지 정의하기에는 너무 게을러질 것이고, 그저 대충 넘어가며 스토크스 정리를 서술할 것입니다.





46.1 위상 다양체


대표적인 예: S2: “지구는 평평해 보입니다”.




오래전 사람들은 지구가 평평하다고, 즉 평면과 위상동형이라고 생각했으며, 특히 π2(지구)=0이라고 생각했습니다. 하지만 실제로는 우리 대부분이 알듯이 지구는 사실 구이며, 이는 수축 가능하지 않고 특히 π2(지구)≅ℤ입니다. 이 관찰이 다양체의 정의의 바탕이 됩니다:


n-다양체란 국소적으로 ℝn처럼 보이는 공간입니다.



사실 위상 다양체 M을 생각하는 방법에는 두 가지가 있습니다:


	•

”국소적으로”: 모든 점 p∈M에서, p의 어떤 열린 근방은 ℝn의 열린집합처럼 보입니다. 예를 들어, 지구 표면에 서 있는 사람에게 지구는 ℝ2와 매우 비슷하게 보입니다.




	•

“전역적으로”: 열린집합 {Ui}i (무한히 많을 수도 있음)로 이루어진 M의 열린 덮개가 존재하여, 각 Ui가 ℝn의 어떤 열린 부분집합과 위상동형이 되도록 할 수 있습니다. 예를 들어 우주에서 보면 지구는 두 개의 반구형 팬케이크로 덮을 수 있습니다.










질문 46.1.1.


이 둘이 동치임을 확인하십시오.







첫 번째 것이 예시에 대한 가장 좋은 동기를 제공하는 반면, 두 번째 것은 형식적으로 사용하기가 더 쉽습니다.





정의 46.1.2.


위상 n-다양체 M이란 ℝn의 부분집합과 위상동형인 집합들로 이루어진 열린 덮개 {Ui}를 갖는 하우스도르프 공간이며, 그 위상동형사상을 다음과 같이 나타냅니다




	
	ϕi:Ui→≅Ei⊆ℝn
	





여기서 각 Ei는 ℝn의 열린 부분집합입니다. 각 ϕi:Ui→Ei는  좌표계(chart)라고 불리며, 이들이 함께 이른바  좌표 모음집(atlas)을 이룹니다.








비고 46.1.3.


여기서 “E”는 “유클리드적(Euclidean)”을 의미합니다. 이 표기법은 표준적이지 않다고 생각하며, 보통 사람들은 그냥 ϕi(Ui)라고 씁니다.








비고 46.1.4.


이 정의가 좋은 이유는 매장(embedding)에 의존하지 않기 때문입니다: 다양체는 어떤 N에 대한 ℝN의 부분집합이 아니라 내재적인 공간 M입니다. 비유하자면: 추상적인 군 G는 Sn의 부분군이 아니라 내재적인 대상입니다.








예제 46.1.5 (S1 위의 좌표 모음집).


다음은 두 개의 열린집합을 가진 S1의 좌표 모음집을 그림으로 나타낸 것입니다.

[image: 도표]







질문 46.1.6.


“chart”와 “atlas”라는 단어가 어디에서 왔다고 생각하십니까?








예제 46.1.7 (위상 다양체의 몇 가지 예).



	(a)

길게 논의했듯이, 구 S2는 2-다양체입니다: 구 위의 모든 점은 D2처럼 보이는 작은 열린 근방을 가집니다. 지구는 단 두 개의 반구로 덮을 수 있으며, 각 반구는 원판과 위상동형입니다.




	(b)

원 S1은 1-다양체입니다; 모든 점은 열린 구간처럼 보이는 열린 근방을 가집니다.




	(c)

원환면, 클라인 병, ℝℙ2는 모두 2-다양체입니다.




	(d)

ℝn은 자명하게 다양체이며, 그 열린집합들 또한 마찬가지입니다.






ℝn을 제외하면 이 모든 공간은 콤팩트합니다.




다양체가 아닌 예로 Dn이 있는데, 이는 경계를 가지기 때문입니다. 경계 위의 점들은 유클리드 공간처럼 보이는 열린 근방을 갖지 않습니다.










46.2 매끄러운 다양체


대표적인 예: 모든 위상 다양체.




M을 아틀라스 {Ui→ϕiEi}를 갖는 위상 n-다양체라고 합시다.





정의 46.2.1.


Ui∩Uj≠∅인 모든 i, j에 대해,  전이 사상 ϕij는 다음과 같이 합성된 사상입니다




	
	ϕij:Ei∩ϕiimg(Ui∩Uj)→ϕi−1Ui∩Uj→ϕjEj∩ϕjimg(Ui∩Uj).
	











표기가 조밀해서 죄송합니다, 설명해 드리겠습니다. 상 ϕiimg(Ui∩Uj)과 상 ϕjimg(Ui∩Uj)의 교집합은 이 사상이 잘 정의되고 위상동형사상이 되도록 만들기 위한 표기상의 번거로움입니다. 전이 사상은 그저 Ei→Ej로 가는 자연스러운 방식을, 겹치는 부분으로 제한한 것일 뿐입니다. 아래 그림에서 교집합은 각 E1과 E2의 초록색 부분입니다:




[image: 도표]



미분 형식을 사용할 수 있도록 충분한 구조를 추가하고자 합니다.





정의 46.2.2.


M의 모든 전이 사상이 매끄러우면 M을  매끄러운 다양체라고 합니다.







이 정의는 타당한데, ℝn의 두 열린집합 사이의 사상이 미분 가능하다는 것이 무엇을 의미하는지 우리가 알고 있기 때문입니다.




매끄러운 다양체를 이용하면 ℝn에 대해 구축한 정의들을 우리의 다양체로 이식해 볼 수 있습니다. 그래서 일반적으로, 매끄러운 다양체와 관련된 모든 정의는 각 좌표 조각에서의 어떤 것으로, 호환 조건과 함께 귀결됩니다.




예시로, 다음은 ”매끄러운 사상”의 정의입니다:





정의 46.2.3.



	(a)

M을 매끄러운 다양체라 합시다. 연속 함수 f:M→ℝ가  매끄럽다는 것은 다음 합성이




	
	Ei→ϕi−1Ui↪M→𝑓ℝ
	





가 함수 Ei→ℝ로서 매끄러우면  매끄럽다고 합니다.




	(b)

M과 N을 아틀라스 {UiM→ϕiEiM}i와 {UjN→ϕjEjN}j를 갖는 매끄러운 다양체라 합시다. 사상 f:M→N이  매끄럽다는 것은 모든 i와 j에 대해 다음 합성 사상이




	
	Ei→ϕi−1Ui↪M→𝑓N↠Uj→ϕjEj
	





이 함수 Ei→Ej로서 매끄러우면  매끄럽다고 합니다.















46.3 정칙값 정리


대표적인 예: x2+y2=1은 원입니다!




일반적인 다양체에 대해 이렇게 많이 써 왔음에도 불구하고, 원 x2+y2=1이 ℝ2에 매장된 1차원 다양체의 훌륭한 예라는 것을 알고 있으면서도 실제로 다양체를 어떻게 구성하는지 제대로 알려드리지 않고 여러분을 여기 남겨두는 것은 다소 매정한 일일 것입니다.





정리 46.3.1 (정칙값 정리).


V를 n차원 실수 노름 벡터 공간이라 하고, U⊆V를 열린집합이라 하며, f1,…,fm:U→ℝ을 매끄러운 함수들이라고 합시다. M을 f1(p)=⋯=fm(p)=0을 만족하는 점 p∈U들의 집합이라고 합시다.




M이 공집합이 아니고 사상




	
	V→ℝm 에 의해v↦((Df1)p(v),…,(Dfm)p(v))
	





모든 점 p∈M에서 계수(rank) m을 가집니다. 그러면 M은 차원 n−m의 다양체입니다.







증명은 [SJA05, 정리 6.3]를 참고하십시오.




매우 흔한 특수한 경우 하나는 위에서 m=1로 두는 것입니다.





따름정리 46.3.2 (수준 초곡면).


V를 유한 차원 실수 노름 벡터 공간이라 하고, U⊆V를 열린집합, f:U→ℝ를 매끄러운 함수라 합시다. M을 f(p)=0을 만족하는 점 p∈U들의 집합이라 합시다. 만약 M≠∅이고 임의의 p∈M에 대해 (Df)p가 영사상이 아니라면, M은 차원 dimV−1의 다양체입니다.








예제 46.3.3 (원 x2+y2−c=0).


f(x,y)=x2+y2−c, f:ℝ2→ℝ라 합시다. 여기서 c는 양의 실수입니다. 다음을 주목하십시오.




	
	Df=2x⋅dx+2y⋅dy
	





이는 특히 (x,y)≠(0,0)인 한, 즉 c≠0인 한 0이 아닙니다. 따라서:


	•

c>0일 때, 결과로 얻어지는 곡선 — 반지름이 c인 원 — 은 우리가 이미 알고 있었듯이 1차원 다양체입니다.




	•

c=0일 때는 이 결과가 성립하지 않습니다. 실제로 M은 단 하나의 점이며, 이는 사실 0차원 다양체입니다!












여러분이 실제 구체적인 예시를 작성할 수 있는 능력을 기르도록 그저 지나가며 언급하는 것이므로 더 이상의 예시는 제시하지 않겠습니다. (하지만 [SJA05, 제6.2장]에는 아름답게 그려진 더 많은 예시가 있습니다.)







46.4 다양체 위의 미분 형식


열린집합 U⊆ℝn 위에서 미분 형식이 무엇인지는 이미 알고 있습니다. 따라서 자연스럽게 이 정의를 각 부분집합으로 옮겨오되, 호환성 조건을 추가하고자 합니다.




M을 아틀라스 {Ui→ϕiEi}i를 가진 매끄러운 다양체라 합시다.





정의 46.4.1.


매끄러운 다양체 M 위의  미분 k-형식 α란, 각 Ei 위의 미분 k-형식들의 모임 {αi}i로서, 임의의 j와 i에 대해 다음이 성립하는 것을 말합니다.




	
	αj=ϕij∗(αi).
	











말로 풀어 쓰면: 각 좌표계 위에 미분 형식을 하나씩 지정하되, 전이 사상들의 당겨오기 아래에서 호환되도록 지정합니다.







46.5 방향


대표적인 예: 왼쪽 대 오른쪽, 시계 방향 대 반시계 방향.




이것으로는 아직 다양체 위에서 적분하기에 충분하지 않습니다. 방향이라는 정의가 하나 더 필요합니다.




주된 문제는 표준 미적분학에서의 다음 관찰입니다.




	
	∫abf(x)dx=−∫baf(x)dx.
	





그렇다면 구간과 위상동형인 공간 M을 생각해 봅시다. 1-형식 α가 있다면, 이를 M 위에서 어떻게 적분할까요? M은 (ℝ의 부분집합이 아니라) 단지 위상 공간일 뿐이므로, 우리가 고를 수 있는 기본값으로서의 ”왼쪽”이나 ”오른쪽”이 존재하지 않습니다. 또 다른 예로, M=S1이 원이라면, M을 ℝ2에 매장하기로 결정하지 않는 한 기본값으로서의 ”시계 방향”이나 ”반시계 방향”이 존재하지 않습니다.




이를 우회하려면 실제로 우리의 다양체에 대해 추가적인 가정을 세워야 합니다.





정의 46.5.1.


매끄러운 n-다양체가  방향 가능하다는 것은, M 위에 미분 n-형식 ω가 존재하여 모든 p∈M에 대해 다음이 성립함을 뜻합니다.




	
	ωp≠0.
	











여기서 ωp는 ⋀n(V∨)의 원소임을 상기하십시오. 이 경우 ω를 M의  부피 형식이라고 부릅니다.




이 정의를 어떻게 그림으로 그려볼 수 있을까요? 미분 형식이란 M의 접벡터를 받아 실수를 반환하는 것임을 상기해 봅시다. 이를 위해, 각 점 p∈M이 n차원인  접평면 Tp(M)을 가진다고 생각할 수 있습니다. 이제 부피 형식 ω가 n차원이므로, 이는 Tp(M)의 기저 전체를 받아 실수를 하나 내놓습니다. 따라서 다양체가 방향 가능하다는 것은, 다양체의 모든 점에서 접벡터들의 기저에 대해 일관된 부호 선택이 존재함을 뜻합니다.




”매장된 다양체”의 경우, 이는 각 점 p∈M에 대해 0이 아닌 법선 벡터장을 선택할 수 있음을 의미할 뿐입니다. 예를 들어, S1은 이러한 방식으로 방향 가능합니다.

[image: 도표]
마찬가지로, 중심에서 멀어지는(또는 중심을 향하는) 벡터장을 가짐으로써 구 S2에 방향을 줄 수 있습니다. 접평면 Tp(M)을 정의하지 않았으므로 이는 전혀 엄밀하지 않습니다. M은 일반적으로 내재적인 대상이기 때문에 Tp(M)을 정의하려면 상당히 우회적인 방법을 써야 합니다(다만 이는 뒤의 선택 절에서 다루겠습니다). 어쨌든, 요점은 공간의 방향 가능성에 대한 추측이 대체로 옳을 가능성이 높다는 것입니다.





예제 46.5.2 (방향 가능한 곡면).



	(a)

구 Sn, 평면, 그리고 원환면 S1×S1은 방향 가능합니다.




	(b)

뫼비우스 띠와 클라인 병은 orientable하지 “않습니다”: 이들은 ”한쪽만 있는” 곡면입니다.




	(c)

ℂℙn은 임의의 n에 대해 방향을 줄 수 있습니다.




	(d)

ℝℙn은 n이 홀수일 때만 방향을 줄 수 있습니다.















46.6 다양체에 대한 스토크스 정리


일반적인 경우의 스토크스 정리는  경계가 있는 다양체(manifold with boundary) M이라는 개념에 기반을 두고 있는데, 이를 정의하지는 않겠지만 그 경계 ∂M이 n−1차원 다양체이며 M이 방향이 주어져 있으면 그 경계도 방향이 주어진다는 것만 언급하겠습니다. 한 예로 M=D2가 있는데, 이는 경계 ∂M=S1을 가집니다.




다음으로,





정의 46.6.1.


M 위의 미분 형식 α의  지지집합(support)이란 다음 집합의 폐포입니다




	
	{p∈M∣αp≠0}.
	





이 지지집합이 위상 공간으로서 콤팩트하면, α가  콤팩트 지지(compactly supported)를 갖는다고 말합니다.








비고 46.6.2.


예를 들어, 부피 형식은 M 전체에서 지지됩니다.







이제 방향이 주어진 다양체 위에서 적분을 정의할 수 있지만, 그 정의가 정말로 끔찍하기 때문에 여기서는 정의하지 않겠습니다. 그러면 스토크스 정리는 다음과 같이 말합니다





정리 46.6.3 (다양체에 대한 스토크스 정리).


M을 경계가 있는 매끄러운 방향 n-다양체라 하고 α를 콤팩트 지지를 갖는 (n−1)-형식이라 합시다. 그러면




	
	∫Mdα=∫∂Mα.
	











생략된 모든 세부 사항은 [SJA05]에서 완전히 전개되어 있습니다.







46.7 (선택) 접공간과 여접공간


대표적인 예: 원에 접하는 직선, 또는 구에 접하는 평면을 그려보십시오.




M을 매끄러운 다양체라 하고 p∈M을 한 점이라 합시다. 앞에서 Tp(M)의 정의를 생략했었는데, 이제 실제로 정의하고자 합니다.




앞서 말했듯이, 기하학적으로 우리에게 익숙한 예시들에서 이것이 어떤 모습이어야 하는지는 이미 알고 있습니다. 예를 들어, M=S1이 ℝ2에 埋め込まれた 원이라면, 점 p에서의 접벡터는 그저 원에 접하며 뻗어나가는 벡터처럼 보여야 합니다. 마찬가지로, 구 M=S2가 주어졌을 때, 구를 따라 점 p에서의 접공간은 p에서 M에 접하는 평면처럼 보일 것입니다.




[image: 도표]



그러나 이 모든 다양체 이론의 요점 중 하나는, 다양체를 ℝn에 埋め込まれた 것으로서가 아니라 그 자체로 내재적 대상(intrinsic object)으로 보고자 한다는 것입니다.111이는 케일리의 정리가 모든 군이 치환군의 부분군이라고 알려주지만, 그럼에도 우리가 군을 그 자체로 추상적인 대상으로 생각하는 방식과 유사하다고 볼 수 있습니다. 이것이 항상 그랬던 것은 아니라는 점에 유의하십시오! 19세기 동안 군은 문자 그대로 GL(n) 또는 Sn의 부분집합으로 정의되었습니다. 실제로 실로우는 ”군”이라는 단어 없이도 자신의 정리들을 전개했습니다. 훨씬 나중에서야 Sn으로의 어떠한 매장(embedding)과도 무관한 추상 집합 G로서, 그 자체로 독립적인 대상인 군의 추상적 정의가 주어졌습니다. 따라서 우리는 접벡터라는 개념이 주변 공간을 참조하지 않고, 오직 문제가 되는 다양체 M의 내재적 성질만을 참조하기를 바랍니다.





46.7.1 접공간


이 구성을 동기 부여하기 위해, 이미 답을 알고 있는 埋め込まれた 경우인 구에서부터 시작해봅시다.




f:S2→ℝ가 구 위의 함수라 하고, 점 p를 택합시다. 점 p 근처에서 f는 원점의 어떤 열린 근방 위의 함수처럼 보입니다. 따라서 상상 속의 접평면 안에서 벡터 v→를 따라 방향미분(directional derivative)을 취하는 것을 생각해볼 수 있습니다(즉, 어떤 편미분입니다). 고정된 v→에 대해 이 편미분은 하나의 선형 사상입니다




	
	Dv→:C∞(M)→ℝ.
	








이는 반대 방향으로도 성립함이 밝혀집니다: Dv→가 모든 매끄러운 함수에 대해 무엇을 하는지 안다면, v를 복원할 수 있습니다. 이것이 접공간을 만들기 위해 우리가 사용하는 요령입니다. 벡터 v→를 직접 명시하려 하는 대신(주변 공간이 없으므로 이는 할 수 없습니다),


벡터란 편미분과 유사한 사상입니다.



좀 더 형식적으로, 다음과 같은 내용이 있습니다.





정의 46.7.1.


p에서의  미분 D란 다음의 라이프니츠 규칙을 만족시키는 선형 사상 D:C∞(M)→ℝ (즉, 모든 매끄러운 f에 실수를 대응시키는 사상)입니다: 임의의 f, g에 대해 다음 등식이 성립합니다.




	
	D(fg)=f(p)⋅D(g)+g(p)⋅D(f)∈ℝ.
	











이는 단지 “곱 규칙”일 뿐입니다. 그러면 접공간은 쉽게 정의할 수 있습니다:





정의 46.7.2.


접벡터란 단지 p에서의 derivation이며,  접공간 Tp(M)은 이러한 접벡터들 전체의 집합일 뿐입니다.







이렇게 하여 접공간을 구성하였습니다.







46.7.2 쌍대접공간


실제로, D에 대한 곱 규칙은 다음 세 조건과 동치임을 보일 수 있습니다:


	1.

D는 선형입니다. 즉 D(af+bg)=aD(f)+bD(g)입니다.




	2.

D(1M)=0이며, 여기서 1M은 M 위의 상수 함수입니다.




	3.

f(p)=g(p)=0일 때마다 D(fg)=0입니다. 직관적으로, 이는 함수 h=fg가 p에서 이차로 소멸한다면 D를 따른 그 미분값은 0이어야 함을 의미합니다.









이는 세 번째 동치인 정의를 시사합니다: 다음을 정의한다고 합시다




	
	𝔪p≔{f∈C∞M∣f(p)=0}
	





이는 p에서 소멸하는 함수들의 집합입니다 (이를 p에서의 극대 아이디얼이라고 부릅니다). 이 경우,




	
	𝔪p2={∑ifi⋅gi∣fi(p)=gi(p)=0}
	





은 p에서 이차로 소멸하는 함수들의 집합입니다. 따라서, 접벡터란 실제로는 단지 다음과 같은 선형 사상일 뿐입니다




	
	𝔪p/𝔪p2→ℝ.
	





다시 말해, 접공간은 사실 𝔪p/𝔪p2의 쌍대 공간이며, 이러한 이유로 공간 𝔪p/𝔪p2는  여접공간(접공간의 쌍대)으로 정의됩니다. 이 정의는 위의 미분(derivation)을 이용한 정의보다 훨씬 더 추상적이지만, 다음과 같은 좋은 성질들을 가지고 있습니다:


	•

좌표에 무관하다는 점과,




	•

매끄러운 함수 M→ℝ만을 이용하여 정의된다는 점인데, 이는 이후 대수기하학에서 다양체나 스킴을 다루며 이 정의를 그대로 반복할 때 상당히 유용할 것입니다.












46.7.3 타당성 검증


이렇게 동치인 정의들을 모두 살펴본 후, 마지막으로 해야 할 일은 이 접공간의 정의가 실제로 차원 n인 벡터 공간을 준다는 것을 확인하는 것입니다. 이를 위해서는 ℝn의 열린 부분집합에 대해서만 이를 확인하면 충분한데, 이는 일반적인 다양체 M(국소적으로 ℝn의 열린 부분집합인)에 대한 결과를 함의할 것입니다. 실해석학의 몇 가지 도구를 사용하면, 다음 결과를 증명할 수 있습니다:





정리 46.7.3.


M⊂ℝn이 열려 있고 0∈M이라고 합시다. 그러면




	
	𝔪0
	={매끄러운 함수f∣f(0)=0}
	





	
	𝔪02
	={매끄러운 함수f∣f(0)=0,(∇f)0=0}.
	





다시 말해 𝔪02는 0에서 소멸하고 f의 모든 1계 도함수가 영점에서 소멸하는 함수들의 집합입니다.







따라서, 다음과 같은 동형사상이 존재함을 알 수 있습니다




	
	𝔪0/𝔪02≅ℝn 에 의해f↦[∂f∂x1(0),…,∂f∂xn(0)]
	





그러므로 여접공간, 즉 접공간은 실제로 차원 n을 가집니다.









46.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 46A.


매끄러운 다양체 M 위의 미분 0-형식이 매끄러운 함수 M→ℝ와 동일한 것임을 보이십시오.







작성 예정: 여기서 정칙값 정리(regular value theorem)의 몇 가지 응용
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장 47 리만 곡면의 기본 정의


대략적으로 말하면, 리만 곡면 이론은 미분기하학의 아이디어를 사용한 복소해석학의 일반화에 불과합니다: 2-다양체가 실평면 ℝ2의 조각들을 매끄럽게 접합하여 더 복잡한 대상을 이루는 것으로 볼 수 있는 것처럼, 우리는 복소평면 ℂ의 “조각”들을 해석적으로 접합합니다.




정칙 함수의 이론이 매우 좋다는 것은 이미 알고 있습니다 — 그것들은 모두 해석적입니다! 여기서도 같은 정도의 경직성을 기대할 수 있습니다.




실제로 콤팩트 리만 곡면 위에서는, 이론이 정칙 함수의 경우보다 더욱 좋아집니다! 예를 들면:


	•

Y가 콤팩트인 두 리만 곡면 X와 Y에 대해, 임의의 유리형 함수 f:X→Y는 사실 정칙이어야 합니다. 즉, 모든 곳에서 정의됩니다.




	•

X가 콤팩트 리만 곡면이면, 정칙 함수 f:X→ℂ는 상수입니다.




	•

위와 같은 설정에서, 더 나아가 g:X→ℂ가 유리형 함수이면, g의 영점의 개수는 중복도를 포함하여 g의 극점의 개수와 같습니다.










비고 47.0.1 (왜 우리는 이러한 좋은 성질들을 가지는 것일까요?).


대략적으로 말하면, ℂ는 콤팩트하지 않습니다 — 이는 구멍이 제거된 리만 구와 동형입니다. 구멍을 메움으로써, 우리는 이전에 극점이었던 곳에서 값 ∞를 취하도록 유리형 함수를 확장할 수 있습니다.







방향 가능한 2-다양체로서, 우리는 리만 곡면의  종수를 정의할 수 있습니다 — 이는 순전히 위상적인 개념이지만, 매우 놀라운 방식으로 여러 대수적 불변량과 결정적으로 연결되어 있습니다. 암호학에서 타원 곡선에 대해 들어본 적이 있을 것입니다 — 이것들 또한 리만 곡면으로 나타나며, 그 일반화인  초타원 곡선은 임의의 종수 ≥2를 가지는 리만 곡면의 족을 이룹니다!





47.1 복소 구조


이전 장들에서의 정의를 상기해봅시다:


	•

위상 n-다양체는 하우스도르프 공간으로서, 각각이 ℝn과 동형인 피복 {Ui}를 가집니다.




	•

매끄러운 n-다양체는 모든 전이 사상이 매끄러운 위상 n-다양체입니다.






이들의 공통점은 무엇일까요? 겉보기에는 그리 많지 않아 보입니다. 하지만 본질적으로, 이들은 모두 같은 철학을 설명하고 있습니다:


우리는 가산 개의 조각 {Ui}를 취하여, 근본적인 구조를 유지하면서 이들을 접합합니다.






여기서, 위상 다양체는 위상적 구조를 가지며, 매끄러운 다양체는 매끄러운 구조를 가집니다. 비슷한 방식으로, 복소 다양체는 복소 구조를 가집니다.




여기서 “구조”란 무엇을 의미할까요?




먼저, 위상적 구조는 여러분에게 익숙합니다 — 그것은 그저 위상입니다. 형식적으로, 위상은 열린집합들의 모임으로 정의되지만, 위상적 구조의 실제 의미는 다음을 결정합니다:


	•

어떤 집합이 열려있다고 또는 닫혀있다고 간주되는지,




	•

점들의 수열이 주어진 점으로 수렴하는지,




	•

사상 X→Y 또는 Y→X가 연속인지 (Y가 또 다른 위상 공간으로 주어졌을 때),




	•

등입니다.









기존의 (하우스도르프) 위상을 가진 위상 n-다양체가 주어졌을 때, 우리는 국소 좌표계가 위상적 구조를 존중하는지, 즉 동형사상인지 여부를 판별할 수 있습니다.





예제 47.1.1 ((0,2)는 위상 1-다양체입니다).


ℝ에 포함된 열린 구간 (0,2)는 위상 다양체로 간주될 수 있습니다.

[image: 도표]
이 공간에 대한 두 가지 가능한 좌표계, ϕ1과 ϕ2가 나타나 있습니다.




이들의 공식은 ϕ1:(0,2)→(0,2),ϕ1(x)=x와 ϕ2:(0,2)→(0,1.3),ϕ2(x)=x+0.35⋅(1−x−|1−x|)입니다.







위의 예시에서, 좌표계 ϕ2가 위상동형사상임에도 불구하고 매끄러워 보이지 않는다는 것을 알아차렸을 것입니다. 그래서 매끄러운 2-다양체를 다음과 같은 식으로 정의하고 싶어집니다:


곡면 S⊆ℝ3이 매끄러운 2-다양체라는 것은, 각 p∈S에 대해 E⊆ℝ2와 미분동형인 열린 근방 V⊆S가 존재한다는 것입니다.



실제로 이것이 고전 미분기하학에서의 실제 정의입니다 — 물론 이것이 완전히 일반적이지는 않은데, 예를 들어 클라인 병은 ℝ3에 매장될 수 없다는 것을 우리는 알고 있습니다.




그렇다면 우리는 왜 정의 46.2.2에서 이와 비슷한 것을 정의하지 않았을까요? 문제는, 미분동형사상이라는 개념이 하우스도르프 위상 공간 위에서 정의되지 않는다는 것입니다 — 사실 정의될 수가 없는데, 바로 위의 예시에서 미분동형사상이 아닌 위상동형사상을 볼 수 있습니다 — 다시 말해, 하나의 위상 공간에 서로 다른 매끄러운 구조가 부여될 수 있다는 것입니다.




그러므로 정의 정의 46.2.2이 하고 있는 일의 본질은, 각 조각 Ei⊆ℝn으로부터 위상 공간 M으로 매끄러운 구조를 유도함으로써 매끄러운 구조가 무엇을 의미하는지를 암묵적으로 정의하는 것입니다. 전이 함수가 매끄러워야 한다는 조건은, 물론, 서로 다른 ϕi에 의해 M 위에 유도된 매끄러운 구조들이 동일함을 보장하기 위한 것입니다.




완전히 같은 방식으로, 우리는 정의 46.1.2를 다음과 같이 대체할 수도 있었을 것입니다:


위상 n-다양체 M이란, M을 덮는 부분집합들의 모임 {Ui}를 갖춘 집합으로서, 각 Ui에 대해 ℝn의 부분집합으로 가는 전단사 사상이 존재하며, 이를




	
	ϕi:Ui→Ei⊆ℝn
	





이라 할 때, 각 Ei는 ℝn의 열린집합이며, 모든 전이 사상이 위상적 위상동형사상이라는 조건을 만족시킵니다.






여기서 ϕi는 ”집합 동형사상”이며, 정의 46.2.2에서의 위상동형사상과 비슷한 역할을 하고, 위상 공간 구조 역시 조각 Ei로부터 유사하게 유도됩니다.





예제 47.1.2 ((0,2)는 매끄러운 1-다양체입니다).


위와 마찬가지로, ℝ에 포함된 열린 구간 (0,2) 또한 매끄러운 다양체로 간주될 수 있습니다.

[image: 도표]
이번에는 ϕ1은 위와 동일하지만, ϕ2:(0,2)→(0,2+1e)는 다음과 같이 정의됩니다




	
	ϕ2(x)={x만약x≤1x+e−1/(x−1)그렇지 않으면.
	








ϕ1, ϕ2, 그리고 이들의 역함수가 모두 매끄러운 함수이므로, 전이 사상 ϕ1∘ϕ2−1와 ϕ2∘ϕ1−1 역시 매끄러우며, 따라서 정의 46.2.2의 가정을 만족시킵니다.







이 개념을 잠시 곰곰이 생각해 볼 필요가 있습니다 — ℝn 위의 매끄러운 함수는 너무나 자연스러운 것이기에, 매끄러운 다양체가 단순한 위상 이상의 구조를 지닌다는 사실을 잊기 쉽습니다.




다시 한번, 위의 예시에서 보았듯이, ℝn은 단순히 매끄럽다는 것 이상의 구조를 가지고 있습니다 — 바로 해석적 구조입니다. 좌표계 ϕ2는 이 구조를 보존하지 않습니다.




그러므로 리만 곡면에 대해서는 다음과 같이 정의하겠습니다:


리만 곡면이란, 국소적으로 ℂ처럼 보이며 복소-매끄러운 구조를 지니는 매끄러운 (실) 2-다양체입니다.






물론, 복소해석학의 기적 덕분에 — 정칙 함수는 해석적입니다! — 이는 리만 곡면이 복소해석적 구조를 지닌다고 말하는 것과 동치입니다.







47.2 리만 곡면


대표적인 예: 리만 구, 또는 {z∈ℂ∣|z|<1}과 같은 ℂ의 임의의 열린집합.




위의 동기로부터, 리만 곡면의 정의가 자연스럽게 도출됩니다:





정의 47.2.1 (리만 곡면).


리만 곡면 X란 가산 개의 집합으로 이루어진 열린 덮개 {Ui}를 가지는 제2가산 연결 하우스도르프 공간이며, 이 집합들은 동형사상에 의해 ℂ의 열린 부분집합들과 위상동형인 것을 말합니다,




	
	ϕi:Ui→≅Ei⊆ℂ
	





다음과 같이 정의되는  전이 사상 ϕij가




	
	ϕij:Ei∩ϕiimg(Ui∩Uj)→ϕi−1Ui∩Uj→ϕjEj∩ϕjimg(Ui∩Uj).
	





해석함수가 되도록 하는 것입니다. 각 ϕi를  복소 좌표계라 부르며, 이들을 함께 모으면  복소 아틀라스를 이룹니다.







복소 아틀라스가 하우스도르프 공간에  복소 구조를 부여한다고 말합니다. 따라서 다시 말해, 리만 곡면은 복소 구조를 갖는 (제2가산, 연결, 하우스도르프) 위상 공간입니다.




[MIR95]에는 극대 복소 아틀라스에 의한 다른 정의가 있습니다. 두 정의는 동일하지만, 실제로는 무한히 많은 복소 좌표계를 지정하는 것보다 유한히 많은 복소 좌표계를 지정하는 것이 더 쉽습니다.




복소 좌표계 Ui→Ei는 Ui 위에  국소 좌표를 부여하는 것으로 생각해야 합니다. 형식적으로는:





정의 47.2.2.


점 p∈X, 열린집합 U⊆X, 그리고 복소 좌표계 ϕ:U→ℂ에 대해, 각 x∈U마다 z=ϕ(x)라 하면, z를  국소 좌표라 부릅니다. ϕ(p)=0이면 이 국소 좌표가 p에  중심을 둔다고 말합니다.










47.3 복소 다양체


실 n-다양체의 정의와 유사하게, 복소 다양체를 정의할 수 있습니다. 위에서와 마찬가지로, 이 구조는 매끄러운 곡면보다 훨씬 더 강한 경직성을 가집니다.





정의 47.3.1 (복소 n-다양체).


복소 n-다양체란 가산 개의 집합으로 이루어진 열린 덮개 {Ui}를 가지는 하우스도르프 공간이며, 이 집합들은 동형사상에 의해 ℂn의 열린 부분집합들과 위상동형인 것을 말합니다,




	
	ϕi:Ui→≅Ei⊆ℂn
	





전이 사상 ϕij가 해석 함수가 되도록 합니다.







물론, 복소 n-다양체는 자연스럽게 매끄러운 (실) 2n-다양체가 됩니다.







47.4 리만 곡면의 예


이 장에서는 몇 가지 예가 제시될 것입니다.





예제 47.4.1 (ℂ의 열린 부분집합).


연결된 열린 부분집합 U⊆ℂ는 어느 것이든 리만 곡면입니다.

[image: 도표]



이는 지루한 예시입니다 (전체가 어떠한 접합도 없이 정의될 수 있습니다), 하지만 계속 진행해 봅시다.








예제 47.4.2 (리만 구면).


리만 구면 ℂ∞는 매끄러운 2-다양체로서 그저 하나의 구면입니다.

[image: [Uncaptioned image]]
그 복소 구조는 다음과 같이 정의됩니다:




N=(0,0,1)과 S=(0,0,0)이 두 대척점이 되도록 구면을 ℝ3에 매장합니다.




E1을 xy-평면이라 하고, E2를 z=1인 점들의 집합이라 합시다.




그러면 ϕ1:ℂ∞∖{N}→E1을 (점 N을 제외한) 구에서 점 N을 지나 E1로 향하는 입체 사영이라 하고, ϕ2:ℂ∞∖{S}→E2를 (점 S를 제외한) 구에서 점 S를 지나 E2로 향하는 입체 사영이라 합시다.




E1과 E2를 z↦(Rez,Imz,0)∈E1과 t↦(Ret,−Imt,1)∈E2에 의해 ℝ3에 매장된 복소평면의 사본으로 생각합니다. 그러면 ϕ1과 ϕ2는 ℂ∞의 복소 좌표계입니다.




ϕ1과 ϕ2의 정의역은 ℂ∞를 덮습니다. ℂ∞를 복소다양체로 만들려면, ϕ1과 ϕ2에 의해 유도되는 복소 구조가 동일함을 확인해야 합니다 — 실제로, N도 S도 포함하지 않는 임의의 열린집합 U 위에서, 이 사영들은 모든 p∈U에 대해 ϕ1(p)=1ϕ2(p)의 관계를 만족합니다.




이는 또한 t↦(Ret,−Imt,1)에서 왜 음의 부호가 필요한지 설명해줍니다 — 그렇지 않으면 이 사영들은 ϕ1(p)=1(ϕ2(p)¯)의 관계를 만족하게 되는데, 이는 해석적이지 않습니다.




우리는 리만 구를 빠진 점 ∞를 ”채우기” 위해 ℂ의 두 사본을 용접하여 얻은 결과로 생각할 수 있습니다.







위의 예에서, ϕ1이 주는 국소 좌표는 S를 중심으로 하고, ϕ2가 주는 국소 좌표는 N을 중심으로 합니다. 점 ϕ1−1(4)는 좌표계 ϕ1 아래에서 국소 좌표 z=4를 가지며, 좌표계 ϕ2 아래에서는 국소 좌표 t=14를 가지게 됩니다.





예제 47.4.3 (복소 원환면).


L을 ℂ의 실부와 허부가 모두 정수인 복소수들의 집합 ℤ[i]라고 합시다. 그러면 L은 ℂ의 덧셈 부분군을 이룹니다.




몫 ℂ/L을 생각해봅시다. 몫사상 ℂ→ℂ/L은 ℂ/L 위에 자연스러운 복소 구조를 유도합니다.




[image: 도표]



여기서는 ℂ/L을 정사각형으로 그리지만, 위쪽 변과 아래쪽 변, 그리고 왼쪽 변과 오른쪽 변이 매끄럽게 용접되어 있다고 상상해야 합니다.




원환면의 각 작은 조각에 대해, 몫사상의 원상 중 적절한 성분을 취함으로써 이를 ℂ로 동형적으로 대응시킬 수 있습니다 — 사영의 서로 다른 선택들은 a∈L에 대한 전이함수 ϕij(x)=x+a로 관계되며, 이는 해석적입니다.




복소 원환면은 콤팩트하므로, ℂ/L 위의 임의의 정칙 함수는 상수입니다. 유리형 함수는 더 흥미로우며, 구성하기도 더 어렵습니다.







그리고 몇 가지 반례들입니다.





예제 47.4.4.


두 리만 구의 서로소 합집합은 연결되어 있지 않으므로 리만 곡면이 아닙니다.







리만 곡면이 연결되어야 한다는 조건은 정리들이 깔끔하게 성립하도록 하기 위한 단순한 기술적 조건에 불과합니다 — 복소 구조를 갖는 임의의 위상 공간은 각 연결 성분마다 하나씩 대응하는 리만 곡면들의 서로소 합집합으로 분해될 수 있기 때문에, 이 조건을 요구한다고 해서 잃는 것은 그리 많지 않습니다.








장 48 리만 곡면 사이의 사상



48.1 정의


이 정의는 우리가 예상하는 그대로입니다 — 리만 곡면의 주요 특징이 복소 구조이므로, 사상 f:ℂ→ℂ가 리만 곡면 사이의 사상이 되는 것은 그것이 정칙일 때, 그리고 오직 그때뿐입니다.





정의 48.1.1.


X와 Y를 리만 곡면이라 합시다. 사상 f:X→Y가 p∈X에서 정칙인 것은, p∈U1을 만족하는 X 위의 차트 ϕ1:U1→E1과 f(p)∈U2를 만족하는 Y 위의 차트 ϕ2:U2→E2가 존재하여 합성 ϕ2∘f∘ϕ1−1가 ϕ1(p)에서 정칙이 될 때, 그리고 오직 그때뿐입니다. f가 X의 모든 점에서 정칙일 때, 그리고 오직 그때에만 f를  리만 곡면 사이의 사상이라고 합니다.







다시 말해: f가 정칙인 것은 국소 좌표 사이를 대응시키는 함수로서 정칙일 때, 그리고 오직 그때뿐입니다.





예제 48.1.2.


몇 가지 예시를 들어보겠습니다.


	•

f(x)=x3으로 정의되는 함수 f:ℂ→ℂ는 사상입니다.




이 함수는 전단사가 아님에 유의하십시오. p≠0인 각 점에서는 f가 역함수를 갖는 열린 근방이 존재하지만, 0에서는 f가 역함수를 갖지 않습니다.




	•

복소평면을 리만 구면에 내포시키는 사상 ℂ↪ℂ∞는 사상입니다.















48.2 리만 구면으로 가는 함수


대표적인 예: 유리형 함수 1z는 정칙 ℂ→ℂ∞ 함수로 만들 수 있습니다.




이 절에서는 리만 구면 ℂ∞를 “무한대의 점이 추가된 ℂ”로 볼 수 있음을 살펴보겠습니다. 이러한 해석을 통해 유리형 함수 f:X→ℂ를 정칙 사상 g:X→ℂ∞로 해석할 수 있으며, 이는 유리형 함수를 훨씬 더 잘 다룰 수 있게 해줍니다 — 더 이상 특이점이 존재하지 않으며, 결과 함수 g는 어디서나 정칙입니다!




먼저, ℂ∞가 자연스럽게 점 하나가 추가된 ℂ로 해석될 수 있음을 살펴봅니다: 예제 47.4.2에서와 같은 표기법을 사용하여, ℂ∞∖{N}을 사상 ϕ1을 통해 E1과 (따라서 ℂ와) 동일시하고, ∞를 점 N이라 합시다.





질문 48.2.1.


이 점을 ∞라고 부르는 것이 타당함을 스스로 확인해 보십시오 — |zi|→+∞를 만족하는 ℂ 위의 점들의 모든 수열 {zi}에 대해, 위상 공간으로서의 ℂ∞에서 ϕ1−1(zi)→∞가 성립합니다.







그러면, X를 리만 곡면이라 하고, f:X→ℂ를 X 위의 유리형 함수라 합시다. 자연스럽게, g는 다음과 같이 정의될 수 있습니다




	
	g(z)={f(z)만약f(z)≠∞∞만약f(z)=∞.
	





그러면 g는 연속입니다 — 그뿐만 아니라, 해석적이기도 합니다.





질문 48.2.2.


분명히, g(z)≠∞인 점 z∈X에서는 g가 해석적입니다.




g(z)=∞인 z∈X에서도 g가 해석적임을 스스로 확인해 보십시오. (예제 47.4.2에서와 같은 표기법을 사용하여, 작은 열린집합 U⊆X를 취하고, gimg(U)⊆ℂ∞를 t=1/z로 재매개변수화해 보십시오.)







따라서,





명제 48.2.3.


g가 항등적으로 ∞가 아닌 유리형 함수 f:X→ℂ와 정칙 사상 g:X→ℂ∞ 사이에는 일대일 대응이 존재합니다.







또는, 좀 더 편하게 말하면,


ℂ의 ∞에 있는 구멍을 메움으로써, 유리형 함수를 어디에서나 정칙인 ℂ∪∞ 사이의 사상으로 해석적으로 확장할 수 있게 됩니다.









48.3 그 밖의 몇 가지 좋은 성질들


지난 절에서 우리는 리만 구면 ℂ∞가 유리형 함수의 특이점을 제거할 수 있게 해준다는 것을 방금 살펴보았습니다.




비형식적으로 말하면, 이는 ℂ∞가 ℂ의 ”콤팩트화”이기 때문입니다 — 콤팩트하게 만들기 위해 한 점을 추가한 것입니다 — 그리고 콤팩트 리만 곡면은 여러 좋은 성질을 가집니다.





명제 48.3.1.


X와 Y가 콤팩트하고, f:X→Y가 정칙이며 상수가 아니라고 합시다. 각 점 y∈Y에 대해, dy를 y의 원상에 속한 점들의 중복도의 총합으로 정의합니다.




그러면, dy는 잘 정의되어 있으며 상수입니다.







이 명제가 왜 놀라운지 알 수 있습니다:





예제 48.3.2 (이 명제는 매끄러운 콤팩트 다양체에 대해서는 성립하지 않습니다).


콤팩트 매끄러운 실 1-다양체 사이의 다음 함수 f:X→Y를 생각해 봅시다. 이는 x축과 y축을 가진 그래프로 나타내었습니다. (콤팩트한 1-다양체는 ℝ에 매장될 수 없다는 점에 유의하십시오. 왜냐하면 ℝ의 콤팩트 부분집합은 닫혀 있고 유계이므로 반드시 경계를 가지기 때문입니다. 제대로 된 그래프는 4차원 공간에 존재해야 하는데, 이는 시각화하기가 상당히 어려우므로, 근사적인 표현으로 만족하겠습니다.)




[image: [Uncaptioned image]]



여기서, X와 Y는 모두 단위원과 동형사상 관계에 있습니다.




Y의 각 점 위에 있는 올(fiber)의 점의 개수를 세어 봅니다:


	•

점 A 위에는, 무한히 많은 점이 있습니다.




	•

점 B 위에는, 오직 한 점만 있습니다. (다만 이 점이 ”중복도 2”를 가진다고 주장할 수 있습니다)




	•

점 C 위에는, 두 점이 있습니다.




	•

점 D 위에는, 올이 공집합입니다.













정의 48.3.3.


위의 값 dy는 사상 f의  차수라고 불리며, deg(f)로 씁니다.








예제 48.3.4.


사상 z↦zk를 ℂ∞→ℂ∞ 사상으로 확장하면, 차수 k를 가집니다.







t≠0이면, t가 서로 다른 k개의 k제곱근을 가진다는 것을 알고 있습니다. 하지만 t=0이면, 그 원상은 오직 점 0만으로 이루어져 있습니다 — 이 경우, 우리는 z=0이 ”중복점”이라고 말하고 싶습니다 — 다음 절에서 사상의 중복도를 정의할 때 이를 엄밀하게 formalize하겠습니다.




절 74.1를 읽으셨다면, 이는 사실 X와 Y가 모두 리만 구인 경우의 호몰로지에서의 차수 개념과 동일합니다 — 이는 imf가 몇 개의 구형 자루로 이루어져 있는지를 세는 것입니다. 하지만, 이 경우에는, 이론이 특별히 더 좋습니다 — 그래프가 각 점을 d번 덮는 것과 호모토피 동치일 뿐만 아니라, 각 점이 실제로 정확히 d번 덮이기 때문입니다!




이 주제는 복소해석학과 리만 곡면에서 반복적으로 나타날 것입니다. 기본적으로:


”것들”을 제대로 세면, 공식이 매우 깔끔합니다.






이 명제의 증명은 어렵지 않습니다 — 핵심 관찰은 정리가 f(z)=zn 형태의 함수에 대해 참이며, 각 점 p∈X 주변에서 국소적으로 f가 동형사상이거나 위의 형태를 가진다는 것입니다. 따라서 dy는 국소적으로 상수이며, Y가 연결되어 있으므로 상수가 됩니다.







48.4 사상의 중복도


대표적인 예: f(x)=(x−3)2는 mult3(f)=2를 가집니다.




이전 절에서, 우리는 한 점에서의 사상의 중복도에 대해 비형식적으로 이야기했습니다. 이 절에서 이를 엄밀하게 정의하겠습니다.





예제 48.4.1.


f(z)=z5+1로 주어진 사상 f:ℂ→ℂ를 생각해 봅시다.




각 점 y∈ℂ 위에서, 올 fpre(y)는 5개의 점을 가집니다 — y=1인 경우는 예외로, 이때 fpre(1)={0}는 오직 1개의 점만을 가집니다.







이러한 동작은 바람직하지 않으며, 우리는 함수 f가 점 0의 “동일한 사본” 5개를 점 1로 보낸다고 말하고 싶습니다. (다른 관점으로 보면, 1로 수렴하는 각 수열 {yi}에 대해, 각 i마다 f(xi)=yi를 만족하며 0으로 수렴하는 서로 다른 수열 {xi}가 5개 존재합니다.)




이에 영감을 받아, 다음과 같은 방식으로 중복도를 정의하겠습니다:


	•

z↦zm은 정수 m≥1에 대해 중복도 m을 가집니다.




	•

정의역이나 공역에 대해 정칙 재매개화를 수행하더라도, 차수는 변하지 않습니다.






이 두 성질이 차수를 완전히 정의한다는 것이 밝혀졌습니다! 다음이 성립합니다.





명제 48.4.2.


f:X→Y를 p∈X에서 정의된 상수가 아닌 정칙 사상이라 합시다. 그러면, f(p)를 중심으로 하는 Y 위의 모든 좌표계 ϕ2:U2→V2(즉, ϕ2(f(p))=0)에 대해, p를 중심으로 하는 X 위의 좌표계 ϕ1:U1→V1이 존재하여, 유도된 사상 ϕ2∘F∘ϕ1−1:V1→V2가 z↦zm의 형태를 가지도록 하는 유일한 정수 m≥1이 존재합니다.







다시 말해, Y의 좌표계를 고정하면, X의 (열린 부분집합의) 좌표계가 존재하여 ℂ의 열린 부분집합 사이에 유도된 사상이 거듭제곱 사상이 되도록 할 수 있으며, 더 나아가 그 지수는 선택에 무관합니다.


모든 사상은 국소적으로 z↦zm처럼 보입니다.






증명.


본질적으로, 테일러 전개를 이용하여 m을 결정하면, ϕ1의 선택은 그 제약 조건들에 의해 거의 고정됩니다. ∎






정의 48.4.3.


위의 값 m은 점 p에서 f의  중복도이며, multp(f)로 표기합니다.








예제 48.4.4 (점에서의 사상의 중복도에 대한 더 많은 예시).


몇 가지 예시를 살펴보겠습니다.


	•

ℂ→ℂ∞ 사상으로 확장된 함수 z↦z−2는 점 0에서 중복도 2를 가집니다 — 점 0의 “두 사본”이 점 ∞로 사상됩니다.




	•

함수 f(z)=(z−1)(z−2)5는 mult2(f)=5를 가집니다 — 더 일반적으로, p가 f의 근이라면, multp(f)는 그 근의 중복도입니다.




	•

함수 z↦z+1은 모든 곳에서 중복도 1을 가집니다 — 사실, 상수가 아닌 사상의 “대부분의” 점에서의 중복도는 1이 됩니다.












이것들이 공식 용어입니다:





정의 48.4.5.


multp(f)>1인 점 p를  분기점이라 부릅니다. 이 경우, 점 f(p)를  가지점이라 부릅니다.










48.5 유리형 함수의 위수의 합


우리가 좋은 공식을 얻는 또 다른 경우입니다.





예제 48.5.1.


(ℂ→ℂ 함수를 자명한 방식으로 확장하여 정의된) 몇 가지 유리형 ℂ∞→ℂ∞ 함수를 고려하고, 그 영점과 극점을 (중복도와 함께) 나열해 보겠습니다.




	함수
	영점
	극점



	5
	없음
	없음





	(x+1)2
	−1, −1
	∞, ∞



	1x2+1
	∞, ∞
	i, −i



	x+1x+2
	−1
	−2











매번, 영점의 개수는 극점의 개수와 같습니다. 이것은 우연이 아닙니다!





명제 48.5.2.


f:X→ℂ를 콤팩트 리만 곡면 X 위의 상수가 아닌 유리형 함수라 합시다. 그러면




	
	∑pordp(f)=0.
	





이 성립합니다.







물론, X가 콤팩트여야 합니다 — 영점은 여러 개 있지만 극점은 없는 ℂ→ℂ 함수가 분명히 존재합니다.




증명.


f를 X→ℂ∞ 함수로 확장하면, 0의 올에 속한 점들의 중복도의 합은 ∞의 올에 속한 점들의 중복도의 합과 같습니다. ∎








48.6 후르비츠 공식


작성 예정: 이것을 작성하십시오. 사실 꽤 멋집니다







48.7 항등 정리


다음 명제들은 예상되는 바입니다 — 정칙 함수를 다루는 복소해석학에서도 동일한 현상이 나타납니다.





정리 48.7.1.


f,g:X→Y를 리만 곡면 사이의 정칙 사상이라 합시다. X의 공집합이 아닌 열린집합 위에서 f=g이면, f=g입니다.







이는 문제 31C의 유사물입니다. 여기서 X가 연결되어 있다는 가정이 사용됨에 주목하십시오 — ℂ의 두 사본의 분리합집합은 매끄러운 2-다양체이지만, 리만 다양체는 아닙니다.




즉,


정칙 사상은 경직되어 있습니다 — 함수의 값이 아주 작은 부분집합에서 결정되면 그 함수의 값은 어디서나 결정됩니다.










장 49 아핀 평면 곡선과 사영 평면 곡선


이 장에서는 아핀 평면 곡선과 사영 평면 곡선을 정의합니다. 여기에는 두 가지 목적이 있습니다:


	•

ℝ2의 많은 흥미로운 곡선들은 다항식의 근의 집합으로 정의될 수 있습니다. 이는 단지 자연스러운 일반화일 뿐입니다.




	•

사실, 모든 콤팩트 리만 곡면이 사영 곡선으로 쓰일 수 있음을 보게 될 것입니다! 따라서 사영 곡선을 연구함으로써, 우리는 실제로 모든 콤팩트 리만 곡면을 연구한 셈이 됩니다.






다음 절들에서 이것들이 의미하는 바를 살펴보겠습니다.





49.1 아핀 평면 곡선


평면 위의 몇 가지 친숙한 곡선들을 생각해 봅시다.


	•

직선은 방정식 y=ax+b, 또는 x=c로 나타낼 수 있습니다.




	•

원은 −1≤x≤1에 대해 y=±1−x2의 집합으로 쓸 수 있습니다.









지금까지는 별다른 내용이 없지만, 여기 그림이 있습니다.

[image: 도표]



보시다시피, 위의 정의들은 사실 상당히 투박합니다. 곡선 위의 점들을 암묵적으로 정의함으로써 더 낫게 할 수 있습니다:


	•

직선은 ax+by+c=0을 만족하는 (x,y)의 집합으로 나타낼 수 있습니다.




	•

원은 x2+y2=1을 만족하는 (x,y)의 집합으로 나타낼 수 있습니다.






물론, 이 방식으로는 점의 좌표를 계산적으로 구하기가 더 어렵지만, 정의는 더 깔끔합니다.




요점은 다음과 같습니다:


흥미로운 곡선들 중 많은 경우가 다항식의 근의 집합으로 쓰일 수 있습니다.






그래서 우리는 여기서도 같은 것을 시도해 볼 것입니다 — 직관적으로, 복소 차원 2에서 시작하여 다항식 하나를 지정하면, 남은 부분은 복소 차원 1을 갖게 됩니다, 즉 리만 곡면이 됩니다.




먼저, 우리가 해결해야 할 기술적인 세부사항이 하나 있습니다 — 다항식의 근의 집합이 매끄러운 곡선일 필요는 없다는 점입니다.





예제 49.1.1.


ℝ2에서 x2−y2=0의 근의 집합은 원점 근처에서 곡선이 아닙니다 — 서로 교차하는 두 개의 곡선이 있습니다.

[image: 도표]






이는 다항식에 제약을 둠으로써 쉽게 처리할 수 있습니다. f(x,y)를 다항식이라 하고, X={(x,y)∈ℝ2∣f(x,y)=0}라 합시다. 그러면:





정리 49.1.2.


∂f∂x와 ∂f∂y가 둘 다 소멸하지는 않는 점 (x,y)∈X에 대해, X는 (x,y) 근처에서 매끄럽습니다.







∂f∂x≠0 또는 ∂f∂y≠0인 점 (x,y)∈X에서, 우리는 X가 (x,y)에서  매끄럽다 또는  비특이적이다라고 말합니다.




사실, 우리에게는 더 많은 것이 있습니다. 위와 같은 표기법으로, (x,y)∈X라 하면, 다음이 성립합니다:


	•

∂f∂x≠0이라 가정하면, 점 (x,y) 근처에서 X는 어떤 해석적 함수 g에 대해 x=g(y)로 매개변수화될 수 있습니다.




	•

∂f∂y≠0이라고 가정하면, 점 (x,y) 근방에서 X는 어떤 해석 함수 h에 대해 y=h(x)로 매개변수화될 수 있습니다.






이 모든 것은 그저 음함수 정리일 뿐입니다.





연습문제 49.1.3.


원 x2+y2=1 위에서 점 (0,1)과 (1,0)에 대해 위의 명제를 확인해 보십시오.







ℝ2를 ℂ2로 바꾸어도 정확히 동일한 명제가 성립합니다.




다음으로, 근의 집합 X가 단순히 ℂ2 안의 점들의 집합이 아니라 실제로 리만 곡면이 되기를 원합니다. 따라서 X 위에 적절한 해석적 구조를 찾아야 합니다.




위의 원에서 적절한 해석적 구조는 무엇일까요? 한 가지 가능한 생각은 원을 호의 길이에 따라 펼쳐서 ℝ 위로 사상하는 것이지만, 리만 곡면에 대해서는 이것조차 잘 정의되지 않습니다 — 예를 들어 구면을 평면 위로 어떻게 펼치겠습니까?




또 다른 가능성은, 위의 음함수 정리의 진술을 바탕으로 다음과 같이 선언하는 것입니다:


	•

U 안의 모든 점에서 ∂f∂x≠0인 열린집합 U⊆X 위에서, U가 충분히 작아서 X가 어떤 해석 함수 g에 대해 x=g(y)로 매개변수화될 수 있다고 가정하면, ϕ(x,y)=ϕ(g(y),y)=y인 사상 ϕ는 복소 좌표계입니다.




	•

∂f∂y≠0인 경우도 마찬가지입니다.









가능한 복소 좌표계 하나가 아래에 그려져 있습니다. 직관적으로, 두 점 (1,0)과 (−1,0)에서 ∂f∂y=0이라는 사실은 이 ”x로의 투영” 복소 좌표계가 이 점들에서 사용될 수 없음을 반영합니다.

[image: 도표]



사실 실해석적인 경우에는 위의 두 정의가 동치입니다. 원한다면 아래 연습문제를 풀어볼 수 있습니다.





연습문제 49.1.4.


위의 원에 대해 이를 보이십시오. (한 가지 가능한 방법은 호의 길이에 대한 명시적인 공식을 적고 그것이 해석적임을 보이는 것입니다)







이 정의가 이미 어느 정도 자연스럽기는 하지만, 여기에는 그 이상의 것이 있습니다. 범주론에서는 대상들 사이의 사상을 연구함으로써 대상들의 성질을 연구합니다. 위의 집합 X는 자연스러운 사상을 가지고 있습니다 — ℝ2로의 포함 사상이며, ℝ2는 명백히 이미 존재하는 해석적 구조를 가지고 있습니다.




[image: 도표]



위에서 정의한 해석적 구조는 다음과 같은 의미에서 자연스럽습니다:


	•

Y→𝑔X→𝜄ℝ2인 함수 g에 대해, g가 해석적인 것과 ι∘g가 해석적인 것은 동치입니다.




	•

X→𝜄ℝ2→𝑔Y인 함수 g에 대해, g가 해석적인 것과 g∘ι가 해석적인 것은 동치입니다.




	•

X→𝜄ℝ2일 때, ι는 해석적이며, ι′이 해석적인 임의의 다른 복소 구조 X′→ι′ℝ2에 대해, 유일한 해석적 사상 X′→X가 존재합니다.









실제로 위의 각 항목은 X 위의 복소 구조를 유일하게 결정합니다.




어떤 의미에서 이것은 우리의 자연스러운 해석적 구조에 대한 보편 성질과 같은 것입니다.




물론 우리는 해석적 실다양체가 무엇인지 정의하지 않았습니다. 용감한 독자는 이 모든 개념을 엄밀하게 형식화하고 위의 명제를 증명해 볼 수 있습니다.




정리해야 할 또 다른 기술적 세부사항이 있습니다. f(x,y)=(y−1)(y−2)의 영점 집합은 다음과 같습니다:

[image: 도표]
이는 분명히 매끄럽습니다 — 하지만 연결되어 있지 않습니다. 우리는 리만 곡면이 연결되어 있을 것을 요구했습니다.




이 두 가지 문제를 제외하면, 우리의 최종 명제는 다음과 같습니다:





정의 49.1.5.


다항식 f(z,w)∈ℂ[z,w]가 주어졌을 때, f의 근의 집합을 X={(z,w)∈ℂ2∣f(z,w)=0}라고 합시다. X가 연결되어 있고, 모든 (z,w)∈X에 대해 f가 (z,w)에서 매끄럽다고(즉, ∂f∂z≠0이거나 ∂f∂w≠0이라고) 가정합시다. 그러면 X는 리만 곡면입니다 — 우리는 X를  (매끄러운) 아핀 평면 곡선이라고 부르며, 복소 좌표계는 다음과 같이 정의됩니다:


	•

U 위의 모든 점에서 ∂f∂z≠0인 열린집합 U에서, ϕ:U→ℂ, ϕ(z,w)=w는 복소 차트입니다.




	•

U 위의 모든 점에서 ∂f∂w≠0인 열린집합 U에서, ϕ:U→ℂ, ϕ(z,w)=z는 복소 차트입니다.












어떤 의미에서 더 “휘어진” 사영평면 ℂℙ2와 달리, 평면은 “평평하기” 때문에 이를 아핀이라고 부릅니다.




물론 예시가 몇 가지 있어야 할 것입니다 — 이러한 도구들을 갖추면, 우리는 (아핀) 타원곡선과 다른 아핀 곡선들을 정의할 수 있는 위치에 있습니다.





예제 49.1.6 (포물선).


w=z2로 잘라낸 리만 곡면을 생각해봅시다. 그 실수부는 포물선처럼 생겼습니다:

[image: 도표]
4차원의 그래프를 그리는 것은 어려우므로, 리만 곡면을 3차원으로 사영할 것입니다. 그 결과는 다음과 같습니다:

[image: [Uncaptioned image]]



이 리만 곡면은 사실 (z,w)↦z에 의해 복소평면 ℂ와 동형입니다.








예제 49.1.7 (원).


원의 실수부가 어떤 모습인지는 모두 알고 있습니다. 그러나 리만 곡면 전체를 시각화하는 것은 다소 더 어렵습니다.

[image: [Uncaptioned image]]
강조 표시된 빨간 원이 실수부입니다. 평면이 자기 자신과 교차하는 것처럼 보이는 것은 단지 사영에 의한 산물일 뿐이라는 점에 유의하십시오.




원은 복소평면 ℂ와 동형이 아니지만(이는 당분간 증명할 수 없을 것입니다111호모토피 장을 읽었다면, 이 리만 곡면은 그 실수부인 원으로의 변형 수축을 가지므로 원과 호모토픽합니다. 반면 복소평면 ℂ는 널호모토픽하다는 것을 우리는 알고 있습니다.), 사실 변환 y↦y⋅i에 의해 쌍곡선 x2−y2=1과 동형입니다. 또 다른 회전과 상수 곱셈을 거치면, 이는 다시 쌍곡선 xy=1과 동형이 되는데, 이는 점 (0,0) 하나가 빠진 직선 x=y와 “거의” 동형입니다.








예제 49.1.8 (타원곡선 y2=x3−x).


실수부는 이렇게 생겼습니다. (이번에는 복소부는 그리지 않았습니다.)

[image: 도표]



이는 당분간 증명할 수 없겠지만, 유한개의 점을 제거하는 것을 허용하더라도 이 리만 곡면은 ℂ와 동형이 아니라는 것이 밝혀집니다.










49.2 사영직선 ℂℙ1


사영직선을 정의할 것입니다 — 앞으로 밝혀지겠지만, 이는 우리가 이미 정의한 리만 구 ℂ∞와 동형입니다. 따라서 이 절은 단지 우리의 도구가 어떻게 작동하는지를 보여주기 위한 것일 뿐입니다.




이름에서 짐작하셨을 수도 있듯이: 점들의 집합으로서, ℂℙ1은 점들의 집합 ℂ2∖{0}을, 임의의 λ∈ℂ∖{0}에 대한 관계 (x,y)∼(λx,λy)로 나눈 몫입니다.




위상적 복소 다양체로서는, 다행히도 여전히 쉽습니다 — ℂ2∖{0}은 자연스러운 위상을 가지며, ℂℙ1은 몫위상을 얻습니다.





연습문제 49.2.1.


공간 ℝℙ1 위의 위상도 유사하게 정의하십시오.








연습문제 49.2.2.


X⊆ℝ2를 점 (0,0)을 지나지 않는 직선이라고 합시다. X→𝑓ℝ2→𝑞ℝℙ1가 매장, 즉 X→q∘fim(q∘f)⊆ℝℙ1가 위상동형사상임을 보이십시오.







리만 곡면으로서는, 일반적인 교과서적 정의는 다음과 같습니다:





정의 49.2.3 (ℂℙ1의 복소 구조).


ℂℙ1을 두 개의 열린집합으로 덮읍시다. U1은 x 좌표가 0이 아닌 점들로 이루어지고, U2는 y 좌표가 0이 아닌 점들로 이루어집니다. 그러면 ϕ1(x,y)=y/x로 주어진 복소 차트 ϕ1:U1→ℂ와 ϕ2(x,y)=x/y로 주어진 복소 차트 ϕ2:U2→ℂ 두 개가 복소 구조를 결정합니다.







그리고 이어서 두 열린집합이 실제로 ℂℙ1 전체를 덮고, 값 y/x가 잘 정의되며, 전이 사상이 정칙임을 증명합니다.




위의 정의는 초등적이지만 통찰을 주지는 못합니다. 복소 좌표계는 어디에서 오는 것일까요?




앞 장에서 우리가 한 작업을 고려하면, 여기서 어디로 나아가야 할지는 명백해야 합니다. 시도해 볼 만한 두 가지가 있습니다:





	•

X를 점 0을 포함하지 않는 ℂ2 안의 아핀 평면 곡선이라 합시다. 그러면 사상 X↪ℂ2↠ℂℙ1은 어떤 특정한 도함수가 소멸하지 않는 한 동형사상이어야 합니다.




	•

사상을 이용할 수도 있습니다: 복소 구조는, Y→𝑓ℂ2→𝑞ℂℙ1 또는 ℂ2→𝑞ℂℙ1→𝑔Y가 주어졌을 때, f가 해석적인 것과 q∘f가 해석적인 것이 동치이고, g가 해석적인 것과 g∘q가 해석적인 것이 동치가 되도록 하는 것입니다.









둘 다 위의 정의와 동치입니다 — 사실 이 정의는 첫 번째 항목의 특수한 경우일 뿐이며, 여기서 X는 각각 직선 x=1과 y=1로 취해집니다. 우연히도, 이렇게 얻어지는 2개의 복소 좌표계는 대수적으로 가장 간단하게 쓸 수 있는 것이고, 이미 ℂℙ1 전체를 덮으므로 흔히 이것이 정의로 채택됩니다. 그러나 반드시 이 2개의 직선이어야 할 이유는 없습니다 — x+y=1과 x−y=1을 사용해도 무방합니다.







49.3 사영 평면 곡선


이번에는 아핀 평면 곡선 X⊆ℂ2를 사용하는 대신, 사영 평면 곡선 X⊆ℂℙ2를 정의하겠습니다.




“또 하나의 예시의 원천”이라는 점을 제외하면, 사영 평면 곡선에는 뚜렷한 이점이 있습니다 — 콤팩트하다는 것입니다! 이 덕분에 여러 좋은 성질들이 성립할 수 있으며, 지난 장에서 몇 가지를 살펴본 바 있습니다.




먼저  사영 평면 ℂℙ2를 정의하는 것으로 시작하겠습니다. 물론 이것은 ℂ3∖{0}을 관계 (x,y,z)∼(λx,λy,λz)로 몫을 취한 것입니다. 이는 몫사상에 의해 ℂ3으로부터 유도되는 자연스러운 2차원 복소 구조를 가집니다.




위의 정의는 자연스럽지만 추상적입니다. 구체적으로는 다음과 같이 쓸 수 있습니다:





질문 49.3.1.


(그것들이 잘 정의되는 열린집합 위에서) 세 개의 복소다양체 좌표계를 다음과 같이 정의합니다:




	
	ϕ0(x,y,z)
	=(y/x,z/x)
	





	
	ϕ1(x,y,z)
	=(x/y,z/y)
	





	
	ϕ2(x,y,z)
	=(x/z,y/z).
	





이 복소다양체 구조가 올바른 것임을 스스로 확인해 보십시오.







그러면 사영 평면 곡선 X는 f(x,y,z)=0을 만족하는 점 (x,y,z)들의 집합으로 정의됩니다 — 마찬가지로 어떤 매끄러움 및 연결성 조건을 만족해야 합니다. 안타깝게도, 만약 다항식이 예컨대 f(x,y,z)=x−1이라면, 이는 잘 정의되지 않을 것입니다. 왜냐하면 f(1,0,0)=0이지만 f(2,0,0)=1이기 때문입니다. 그래서 우리는 f가 동차식일 것을 요구합니다 — 그렇게 하면 f(x,y,z) 자체는 여전히 잘 정의되지 않지만, 적어도 f(x,y,z)=0인지 아닌지는 알 수 있습니다.




사영 평면 곡선 위의 복소 구조도 마찬가지로 보편 성질에 의해 정의됩니다.




이 정의는 간결하고 자연스럽지만 추상적입니다. 더 구체적인 정의는 아래에 주어집니다.





질문 49.3.2.


위와 같은 표기법 하에서, U0, U1, U2를 각각 ϕ0, ϕ1, ϕ2의 정의역으로 정의합니다. Ui→ϕiℂ2가 Ui와 아핀 평면 ℂ2 사이의 동형사상을 준다는 점에 유의하십시오.




사영 평면 곡선 X와 Ui 중 하나의 교집합이, ℂ2로 사상되었을 때 (공집합일 수도 있는) 아핀 평면 곡선이 되며, 모든 사상이 동형사상임을 스스로 확인해 보십시오.







몇 가지 예시가 필요합니다.





예제 49.3.3 (리만 구, 다시 한번).


리만 구는 대안적으로 ℂℙ2에서 z=0인 점들의 집합으로 정의될 수 있습니다.




이것에는 특별히 흥미로운 점이 없습니다 — 우리는 이미 이 리만 곡면이 어떻게 생겼는지 알고 있습니다. 그저 자명한 예시로 쓰일 뿐입니다.








예제 49.3.4 (타원 곡선, 다시 한번).


f(x,y)=x3−x−y2라 합시다. 아핀 평면 ℂ2에서 f의 근들의 집합이 타원 곡선임을 알고 있습니다.




ℂ2를 U2와 동일시하면, ℂℙ2의 대부분의 점은 (x,y,1)로 쓸 수 있습니다. 우리는 ℂℙ2에서의 근의 집합을 U2로 제한했을 때 타원 곡선과 같아지는 다항식 g(x,y,z)를 찾고자 합니다.




직관적으로, 항등 정리에 의해 이것으로 리만 곡면을 유일하게 결정하기에 충분할 것입니다. 실제로, 우리가 찾는 다항식 g는 다음과 같습니다:




	
	g(x,y,z)=x3−xz2−y2z.
	





이는 다항식 f를 동차화하는 가장 게으른 방법일 뿐으로, 결과가 동차 다항식이 되도록 z의 최소 거듭제곱을 곱하는 것이며, g(x,y,1)=f(x,y)가 됩니다.




ℂℙ2는 콤팩트이고 g의 근의 집합은 닫혀 있으므로, 그 결과로 얻어지는 리만 곡면은 콤팩트입니다! 약속드린 대로입니다.







밝혀진 바로는, 리만 구면과 달리 위의 타원 곡선으로 정의되는 리만 곡면은 종수 1을 가집니다!




작성 예정: visualize this




우리는 리만 구면과 확실히 다른 첫 번째 예를 얻은 것입니다.





연습문제 49.3.5.


위의 예에서, z의 더 큰 거듭제곱을 곱하면 어떻게 될까요? 예를 들어




	
	g(x,y,z)=x3z−xz2−y2z.
	












예제 49.3.6 (초타원 곡선).


f(x,y)=(x−x1)(x−x2)⋯(x−x2k+1)−y2라 하되, x1,…,x2k+1은 모두 서로 다른 복소수라고 합시다.




f를 동차화하면 g(x,y,z)=(x−x1z)(x−x2z)⋯(x−x2k+1z)−y2z2k−1을 얻습니다.




위와 마찬가지로, ℂℙ2에서 g의 근의 집합은 리만 곡면을 잘라내며 — 이번에도 이는 종수 k를 가집니다!




따라서 우리는 단순히 k의 값을 다르게 선택함으로써 모든 종수의 콤팩트 리만 곡면의 예를 살펴본 셈입니다.







우리가 그 곡면 자체를 ”보았다”고 말하는 것은 그다지 정확하지 않습니다 — 하지만 타원 곡선을 시각화한 것과 같은 방식으로 이러한 초타원 곡선을 시각화해 볼 수 있습니다.







49.4 구멍 메우기


대표적인 예: 리만 구면은 복소평면 ℂ에 있는 하나의 구멍을 메움으로써 형성됩니다.




작성 예정: 이것을 작성하십시오







49.5 평면 곡선의 마디점


대표적인 예: 방정식 x2−y2=0으로 정의되는 집합은 단순 마디점을 가집니다.








장 50 미분 형식



50.1 ℂ 위의 미분 형식


이 절에서는 경로 적분이 가능한 대상의 정의를 일반화하겠습니다.





정의 50.1.1 (ℂ 위의 미분 1-형식).


열린집합 U⊆ℂ 위의 1-형식 ω는 f(z)dRe+g(z)dIm 꼴의 식이며, 여기서 f(z)와 g(z)는 매끄러운 U→ℂ 함수입니다.







여기서 매끄럽다는 것은 ℝ2→ℝ2 함수로 해석했을 때 무한히 미분 가능함을 의미합니다.




이는 ℝ2 위의 1-형식의 정의와 거의 동일합니다! 여기서 Re와 Im은 자연스러운 방식으로 𝐞1∨와 𝐞2∨의 역할을 합니다.




유일한 차이는, 보다시피 f(z)와 g(z)가 실수가 아닌 복소수를 반환한다는 점입니다 — 하지만 이는 대체로 큰 문제가 되지 않는데, 사영 원리(정리 43.2.1)에 의해 1-형식 ω는 실숫값 1-형식의 쌍 (Reω,Imω)와 동치이기 때문입니다.




우리가 이렇게 하고자 하는 이유는 단순히 편의를 위한 것입니다 — 표기를 남용하여, z를 함수 z↦z라고 하면, dz가 z의 변화량을 반환하는 1-형식이 되기를 원합니다.







50.2 미분 형식의 시각화


ω는 한 점을 입력받아 접공간으로부터의 ℝ-선형 사상을 반환하므로, 이를 시각화하는 자연스러운 방법은 화살표 도식(quiver diagram)을 그리는 것입니다 — 각 점에 대해, 벡터 v에 대한 값 ωp(v)를 표시하며, 이는 ”점 p 근처에서 v 방향으로, v의 길이와 대략 같은 길이의 곡선 c를 따라 적분하면, 그 결과는 대략 표시된 값과 같다”로 해석합니다.




미분 형식 ω를 곡선 c를 따라 적분하려면, 도식에 나타난 c의 이동 방향에 대응하는 숫자들을 단순히 합산하면 됩니다.




이러한 시각화를 바탕으로, 몇 가지 예를 살펴보겠습니다.





예제 50.2.1 (1-형식 dz).


단지 z의 변화량일 뿐인 dz를 다음과 같이 시각화할 수 있습니다.

[image: 도표]
적분 ∫cdz는 벡터들의 값을 모두 더하여 계산할 수 있으며, 그 결과 2+i를 얻습니다 — 이는 실제로 곡선을 따라 이동할 때의 z의 변화량인 0−(−2−i)=2+i와 일치합니다.




화살표를 전체 길이만큼 늘어뜨리면 혼란스러울 수 있으므로, 다음과 같이 화살표를 짧게 표시하겠습니다.

[image: 도표]







예제 50.2.2 (또 다른 정칙 1-형식: d(z2)=2z⋅dz).


정칙 1-형식이 무엇인지 아직 정의한 적은 없지만, 만약 f(z)가 정칙이면 df(z)가 정칙 1-형식이어야 한다는 것이 그 정의가 만족해야 할 직관적으로 타당한 성질입니다.




어쨌든, 위와 같은 절차를 수행하여 접벡터들을 따라 z2의 미분 변화량을 계산하면, 다음과 같은 결과를 얻습니다.




[image: 도표]



안타깝게도, 여전히 다소 복잡해 보입니다. 어쨌든, 보다시피 각 점 z에서 각 방향을 따라 1-형식 d(z2)의 값은 1-형식 dz의 대응하는 값의 2z배이며, 따라서 d(z2)=2z⋅dz가 되도록 곱셈을 정의하는 것이 타당합니다.








예제 50.2.3 (정칙이 아닌 형식: dz¯).


위의 두 예 모두에서, 각 점 z에 대해 ωz(𝐞2)=i⋅ωz(𝐞1)임을 알 수 있으며, 여기서 𝐞1=(1,0)이고 𝐞2=(0,1)입니다 — 다시 말해, 벡터를 반시계 방향으로 90deg 회전시키면 미분 형식의 값에 i를 곱한 것과 같습니다.




자연스럽게 드는 의문은, 이것이 모든 1-형식의 성질인가 하는 것입니다. 결론적으로는 그렇지 않습니다. (나중에 우리는 이것이 모든 정칙 1-형식, 더 일반적으로는 모든 (1,0)형 1-형식의 공통된 성질임을 보게 될 것입니다.)




다음 예를 생각해 봅시다: ω=dz¯ 라고 하면 — 이는 그저 z¯ 값의 변화일 뿐입니다.




[image: 도표]







예제 50.2.4 (또 다른 비정칙 형식: z¯⋅dz).


매끄러운 함수 f(z)가 복소미분가능일 때에만 정칙인 것과 마찬가지로, 매끄러운 1-형식 ω가 그 미분 dω를 계산할 수 있을 때에만 정칙이 되도록 정칙 1-형식을 정의해야 합니다.




우리는 아직 2-형식을 정의하지 않았을뿐더러, 1-형식 ω를 미분하여 2-형식으로 만든다는 것이 무엇을 의미하는지도 정의하지 않았습니다.








50.2.1 정칙 형식


위의 예들을 염두에 두고, 다음과 같이 정의합니다:





정의 50.2.5 (복소평면 위의 정칙 1-형식).


1-형식 ω는 어떤 정칙 함수 f에 대해 f(z)⋅dz로 쓸 수 있을 때에만 정칙입니다.







그리고 몇 가지 다른 유형들도 있습니다.





정의 50.2.6 (유형 (1,0)과 유형 (0,1)의 1-형식).


1-형식은 매끄러운 f에 대해 국소적으로 f(z)dz의 형태일 때  유형 (1,0)입니다. 마찬가지로, 1-형식은 매끄러운 f에 대해 국소적으로 f(z)dz¯의 형태일 때  유형 (0,1)입니다.








예제 50.2.7 (몇 가지 유형 (1,0)의 1-형식).


위의 예들을 살펴봅시다:


	•

정칙 형식인 dz나 2z⋅dz는 당연히 유형 (1,0)입니다.




	•

z¯⋅dz는 정칙은 아니지만 여전히 유형 (1,0) 형식입니다.




	•

그러나 dz¯는 유형 (1,0) 형식이 아닙니다.












왜 이것이 중요할까요? 위의 정의가 잘 정의되어 있다는 것은 자명하지 않다는 점에 주목하십시오 — 이는 정칙 함수가 모든 방향을 동일한 양만큼 스케일링하기 때문에 성립하는 것입니다!




직관적으로,


(1,0) 형식 ω는 ωp(𝐞2)=ωp(𝐞1)⋅i를 만족하는 형식입니다.









50.2.2 조각들을 종합하여: 리만 곡면 위의 1-형식


놀랍지 않게도, 이제 우리는 리만 곡면 위에서 1-형식을 정의할 수 있습니다.




작성 예정: 이것을 작성합니다










장 51 리만-로흐 정리



51.1 동기


복소해석학의 기본적인 사실을 상기해 봅시다:


정칙 ℂ→ℂ 함수는 원점에서의 테일러 급수 전개에 의해 유일하게 결정됩니다.






실수 매끄러운 함수의 경우와 비교하면, 이는 이미 매우 강한 제약입니다 — 원점의 작은 근방에서의 함숫값이 모든 곳에서의 함숫값을 결정합니다 — 하지만 함수를 명시하려면 여전히 무한히 많은 좌표가 필요합니다!




한편, 리우빌 정리가 있습니다:


유계인 정칙 ℂ→ℂ 함수는 상수입니다.



앞서 배웠듯이, 이 정리를 리만 곡면의 관점에서 서술하면 다음과 같이 더 우아하게 다시 쓸 수 있습니다:


정칙 ℂ∞→ℂ 함수는 상수입니다.



다시 말해, 정칙 ℂ∞→ℂ 함수를 명시하려면 복소수 하나만 있으면 됩니다! 즉, ℂ-벡터 공간 Hom(ℂ∞,ℂ)의 차원은 1입니다.




당연히, ”그 사이에 무언가가 있는가”라고 물을 수 있습니다. 있습니다! 그리고 리만-로흐 정리는 이러한 것들이 어떻게 작동하는지 이해하기 위한 핵심 재료입니다.




그렇다면, 이를 어떻게 정의할 것인가? 위의 두 상황을 비교해 보면, 정칙 ℂ→ℂ 함수는 유리형 ℂ∞→ℂ 함수이되, ∞에서만 극을 가질 수 있고 다른 곳에서는 가질 수 없는 함수입니다.




그러므로,


”임의 차수의 극을 허용함”과 ”반드시 정칙이어야 함” 사이를 매끄럽게 보간함으로써, 여러 흥미로운 함수 공간을 만들어 낼 수 있습니다.






편리하게도, 앞서 장 32에서 우리는 영점의  중복도와 유리형 함수의 극의  차수를 정의한 바 있습니다. 따라서 이 두 극단 사이의 자연스러운 지점은 차수가 최대 d인 극을 허용하는 것입니다.




표기의 편의를 위해 다음과 같이 정의합니다:





정의 51.1.1 (유리형 함수의 차수).


f가 p에서 유리형이라고 합시다. ordp(f)를 다음과 같이 정의합니다:


	•

f가 p에서 중복도 d인 영점을 가지면 d;




	•

f가 p에서 차수 d인 극을 가지면 −d;




	•

그 외의 경우 0.













예제 51.1.2 (ℂ∞ 위에서 차수가 최대 4인 극을 갖는 함수들의 공간).


L(4⋅∞)를 ∞를 제외한 모든 곳에서 정칙이고 ∞에서 차수가 최대 4인 극을 갖는 유리형 ℂ∞→ℂ 함수들의 집합이라고 합시다 — 다시 말해,




	
	L(4⋅∞)={ℂ∞ 위에서 유리형인 f∣ℂ∞∖{∞} 위에서 정의된 f,ord∞(f)≥−4}.
	





(표기 L(−)는 나중에 설명하겠습니다.)




당연히, 이는 자연스러운 ℂ-벡터 공간을 이룹니다.




원점에서 임의의 f∈L(4⋅∞)의 테일러 급수를 생각해 봅시다:




	
	f(z)=c−mzm+c−m+1zm−1+⋯+c−1z+c0+c1z+⋯
	





당연히, f가 원점에서 정의되므로 m>0에 대해 0이 아닌 계수 c−m을 가질 수 없습니다. 하지만 더 중요한 것은, m>4에 대해서도 0이 아닌 계수 cm을 가질 수 없다는 점입니다!111그 이유는 사실 그리 간단하지 않지만, 스스로 확인해 볼 수 있습니다: 0이 아닌 항이 유한 개만 있다면, ∞에서의 극의 위수 (−ord∞(f))는 정확히 0이 아닌 최고차 계수의 차수가 됩니다.




여기서 무슨 일이 일어났는지 보셨습니까? 우리는 함수가 해석적이면서 너무 심하게 발산하지 않아야 한다는 요구에서 출발했지만, 결국 순전히 대수적인 함수 — 즉 다항식에 도달하게 되었습니다!




특히, L(4⋅∞)는 차수가 ≤4인 다항식들로 이루어지며,




	
	dimL(4⋅∞)=5
	





ℂ-벡터 공간으로서 그러합니다.








예제 51.1.3 (더 복잡한 L(−) 공간).


∞에서 발산하는 함수만을 고려할 이유는 없습니다 — 앞으로 보게 되겠지만, 극의 위수를 제한하는 한, 더 일반적인 유리형 함수도 고려할 수 있습니다.




L(−1⋅3+4⋅i+5⋅∞)를 다음 조건을 만족하는 유리형 함수 f:ℂ∞→ℂ들의 집합이라고 합시다:


	•

ℂ∞의 모든 곳에서 정칙이되, 점 3, i, ∞에서는 예외일 수 있습니다;




	•

3에서는 위수가 ≥1인 근을 가져야 합니다;




	•

i에서는 위수가 4를 넘는 극을 가질 수 없습니다;




	•

∞에서는 위수가 5를 넘는 극을 가질 수 없습니다.






그러므로, 예를 들어 (z↦z−3), (z↦(z−3)3(z−i)2), 또는 (z↦(z−3)4)는 이 집합에 속하는 함수이지만, (z↦(z−3)2+1)이나 (z↦(z−3)7)은 그렇지 않습니다.




앞서와 마찬가지로, 이것 역시 ℂ-벡터 공간이며, 나아가 유한 차원이기도 합니다! 그 차원은 얼마여야 할까요?




자, 함수 f∈L(−1⋅3+4⋅i+3⋅∞)와 함수 g∈L(−1⋅3+7⋅∞) 사이에 1-1 전단사가 다음과 같이 존재함을 주목하십시오.




	
	g=Φ(f)=(z↦f(z)⋅(z−i)4),
	





여기서, 이제쯤 아마 짐작하셨겠지만, L(−1⋅3+7⋅∞)는 3에서 적어도 하나의 영점을 가지고 ∞에서 많아야 위수 7의 극을 가지는 유리형 함수들의 공간입니다.




이 정보를 이용하면, 그 차원이 7이어야 함을 이해하는 것은 그리 어렵지 않을 것입니다.







또 다른 동기 부여로: 이후에 우리는  인자(divisor)와  선다발(line bundle)이라는 개념도 정의할 것입니다. 만약 대수기하학의 맥락에서 이 개념들을 배운 적이 있다면, 이것들이 실제로 무엇에 관한 것인지 알게 되는 것이 흥미로울 수 있습니다; 그렇지 않더라도, 이러한 정리들이 완전히 대수적인 설정으로 자연스럽게 일반화될 수 있다는 것, 그리고 해석적 다양체의 경우에서 얻은 직관이 거의 그대로 통한다는 것은 여전히 매우 놀라운 사실입니다 — 실제로, ℚ[2]와 같은 수체의 종수(genus)까지도 정의할 수 있습니다!







51.2 인자


대표적인 예: (−3)⋅i+(−4)⋅∞는 ℂ∞ 위의 인자입니다.




위의 개념들에 대해 편리한 표기법을 정의하는 것으로 시작해 봅시다.




먼저, ”f는 원점에서 위수가 많아야 4인 영점을 가져야 한다”는 조건이 다음과 같이 편리하게 쓰일 수 있음을 관찰하십시오




	
	z4∣f.
	





다시 말해, z4는 f의  인자여야 합니다.




f가 다항식인 경우 이 표기법은 작동하는데, 두 다항식이 서로를 나눈다는 것이 무엇을 의미하는지는 이미 알고 있기 때문입니다.




일반화하면, “f는 점 i에서 차수가 3보다 큰 극을 가질 수 없고, f는 점 ∞에서 차수가 4보다 큰 극을 가질 수 없다”라고 다음과 같이 말할 수 있습니다.




	
	(z−i)−3⋅(z−∞)−4∣f.
	








물론 이 시점에서 이 표기법은 순전히 형식적인 것으로, 예를 들어 식 (z−∞)에 부여할 수 있는 “함수”로서의 해석은 존재하지 않습니다.




이러한 대상들은 적절하게도  제수(divisor)라고 불립니다. 그러면 이제 형식적 정의로 들어가 봅시다:





정의 51.2.1 (제수).


X를 리만 다양체라고 합시다. 그러면 X 위의 제수 D는 함수 D:X→ℤ로서, 점들의 이산 집합 위에서만 0이 아닌 값을 가집니다.







위의 형식적 대상 (z−i)−3⋅(z−∞)−4를 이제부터는 다음과 같이 함수 D:ℂ∞→ℤ로 간주하겠습니다.




	
	D(z)={−3z=i−4z=∞0그렇지 않으면.
	









표기의 남용 51.2.2.


점 p∈X에 대해, p에서 값 1을 취하고 그 외의 곳에서는 0을 취하는 제수를 나타내기 위해 p라고 씁니다.







제수는 정수값 함수이므로, 두 제수를 더하거나 제수에 정수를 곱할 수 있으며, 그 결과는 정수가 됩니다. 따라서,





예제 51.2.3 (제수로서의 (z−i)−3⋅(z−∞)−4).


위의 형식적 대상 (z−i)−3⋅(z−∞)−4에 대응하는 제수 D는 (−3)⋅i+(−4)⋅∞로 쓸 수 있습니다.










51.3 제수의 차수


대표적인 예: deg((−3)⋅i+(−4)⋅∞)=−7.




곡면 X가 콤팩트하다면, 점들의 임의의 이산 집합은 유한합니다. 따라서 X 위의 제수 D는 유한한 지지집합을 가집니다.




이로써 제수의 차수를 정의할 수 있습니다:





정의 51.3.1 (제수의 차수).


콤팩트 곡면 X 위의 제수 D에 대해, 그 차수는 ∑p∈XD(p)입니다.







물론 유한 개의 항만이 0이 아니므로 이 합은 잘 정의됩니다.







51.4 유리형 함수의 주인자(principal divisor)


대표적인 예: div(z−3)2z−i=2⋅3+(−1)⋅i+(−1)⋅∞ 는 차수 0을 갖습니다.




인자(divisor)를 정의한 후, 앞서 인자가 함수를 “나눈다”라고 했던 모호한 표현을 형식화할 편리한 표기법을 원합니다.





정의 51.4.1 (유리형 함수의 인자(divisor)).


f를 리만 곡면 X 위의 유리형 함수라고 합시다. 그러면 f의 제수 div(f)는 다음과 같습니다.




	
	div(f)(p)=ordp(f).
	











이를 형식적인 합으로도 쓸 수 있습니다: div(f)=∑pordp(f)⋅p — 위에서의 표기법 남용에 의해, f가 유한 개의 근과 극을 가진다면 이는 실제 합이 될 것입니다.




어떤 제수 D가 어떤 f에 대해 div(f)와 같다면, D를  주제수(principal divisor)라고 부릅니다. (이를 하나의 원소로 생성되는 아이디얼인 주 아이디얼과 비교해 보십시오!)




이 절의 대표적인 예시를 살펴보면, 리만 구에 대해 다음을 추측했을 수도 있습니다. 실제로는 훨씬 더 많은 것이 성립합니다:





명제 51.4.2.


콤팩트 곡면 X 위의 인자 D가 주인자(principal)라면, degD=0입니다.







극이 유계인 함수들의 공간을 다루기 위한 편리한 표기법을 정의한다는 목표를 잊지 맙시다. 위에서 정의한 표기법을 사용하면, f=z일 때 divf=1⋅0+(−1)⋅∞이며, 우리는 f가 인자 (−1)⋅∞를 “나눈다”고 말하고 싶습니다. 자연스러운 정의는 다음과 같을 것입니다:





정의 51.4.3 (인자의 부분 순서).


모든 p∈X에 대해 D(p)≥0이면 D≥0이라고 씁니다.




두 인자 D1과 D2에 대해, D1−D2≥0이면 D1≥D2라고 씁니다.







그리고 마지막으로,





정의 51.4.4.


D를 리만 곡면 X 위의 인자라고 합시다. 그러면 극이 D로 유계인 유리형 함수들의 공간은 다음과 같습니다




	
	L(D)={X 위에서 유리형인 f∣div(f)≥−D}.
	












연습문제 51.4.5.


이 연습문제는 여러분이 표기법에 익숙해지도록 하기 위한 것입니다. 다음을 보이십시오:


	•

두 인자 D1≤D2에 대해, L(D1)⊆L(D2)입니다.




	•

X가 콤팩트이면, L(0)≅ℂ입니다.




	•

X가 콤팩트이고 degD<0이면, L(D)={0}입니다.















51.5 리만-로흐 정리


작성 예정: 표준 인자(canonical divisor)를 설명하십시오





정리 51.5.1 (리만-로흐 정리).


D를 종수(genus) g인 대수 곡선 X 위의 인자라 하고, K를 X 위의 표준 인자(canonical divisor)라고 합시다. 그러면




	
	dimL(D)−dimL(K−D)=deg(D)+1−g.
	











작성 예정: 몇 가지 응용을 나열하십시오








장 52 선다발



52.1 개요


선다발에 대해 들어보셨을 수도 있는데, 이는 어떤 식으로든 “각 점의 원상이 하나의 직선이 되는 사상 π:L→X를 갖춘 집합 L”을 의미합니다. 그리고 대수기하학 절에서, 단지 함수처럼 보이는 “절단”이라는 개념을 마주치게 됩니다.




그럴듯하게 들리지만, “그래서 뭐 어떻다는 것인가? 그렇다면 이는 X보다 차원이 하나 더 많은 또 다른 복소다양체에 불과한 것 아닌가? 그냥 복소다양체를 공부하면 안 되는 것인가?”라고 물으실 수도 있습니다.




사실이긴 하지만, 선다발에는 더 많은 구조가 있습니다:


	•

두 선다발의 곱을 취할 수 있는데, 이는 어떤 식으로든 두 선다발의 “뒤틀림을 더하는” 것입니다.




	•

단면은 단순한 함수가 아닙니다 — “그래프 용지” 자체가 평평한 특수한 경우에는 단면을 함수의 그래프로 생각할 수 있지만, 만약 그것이 뫼비우스(Möbius) 띠처럼 휘어져 있다면, “그래프 용지”의 각 점에 “함숫값”을 대응시킬 방법이 없다는 것을 알게 될 것입니다 — 이러한 상황을 우리는 “선다발이 자명하지 않다”라고 부를 것입니다.









다시 말해, 선다발은 “함수의 그래프의 공간”을 크게 일반화한 것입니다.




나중에는 선다발과 인자의 선형 동치류 사이의 깊이 숨겨진 연관성을 보게 될 것이고, 그것들이 어떻게 모두 이른바 피카르 군을 통해 연결되는지 보게 될 것입니다.







52.2 정의


X를 리만 곡면이라 합시다.




이 절에서는 X를 단지 곡선으로 — 즉 2차원 대상이 아니라 1차원 대상으로 — 보겠습니다. 왜냐하면:


	•

3차원 공간에 매장될 수 있는 대상은 시각화하기가 더 쉽기 때문입니다. (실수부와 허수부를 모두 가진 …의 그래프를 그려보십시오, 그러면 제가 무슨 말을 하는지 아시게 될 것입니다!)




	•

우리가 관심을 갖는 모든 함수는 해석적이므로, 함수의 다른 곳에서의 거동은 실수축 위에서의 값에 의해 결정됩니다.






그러나 실수부만 보면 직관을 놓치는 경우가 있습니다 — 예를 들어, 원 x2+y2=1과 쌍곡선 x2=1+y2이 ℂ2에서 같은 모양의 리만 곡면을 잘라낸다는 것을 간과하기 쉽고, 함수 1x2+1이 x=±i에서 극을 갖는다는 것도 간과하기 쉽습니다. 그러니 주의하십시오.





정의 52.2.1.


선다발 L은 다음을 함께 갖춘 집합입니다:


	•

사영 사상 π:L→X,




	•

X의 열린 덮개 {Ui},




	•

각 Ui에 대해, π−1(p)의 각 점을 ℂ×p의 한 점으로 전단사적으로 대응시키는  선다발 차트 ϕ:π−1(U)→ℂ×U,




	•

두 열린집합 U1과 U2에 대해,  전이 함수 ϕ2∘ϕ1−1:ℂ×U1→ℂ×U2는 각 점 p∈U1×U2에 대해 ℂ×p→ℂ×p로 제한했을 때 ℂ-벡터 공간 동형사상이어야 하며, 그 비례 계수는 U 위에서 해석적 함수여야 합니다.













비고 52.2.2 (주의).


보통 우리는 함수 f(x)의 그래프를 y=f(x)인 점 (x,y)들의 집합으로 그립니다.




이번에는 [MIR95]의 표기법을 사용합니다 — 선다발 차트의 목표 공간이 U×ℂ가 아니라 ℂ×U입니다 — 그러므로 절단을 함수의 일반화로 본다면, 좌표는 대신 (y,x)처럼 보일 것입니다.







이 정의는 압축적이지만, 본질적으로는 다음과 같습니다:


선다발(line bundle)은 해석적 구조와 1차원 벡터 공간 구조로 이루어진 선다발 구조를 갖춘 집합입니다.



전이 사상(transition map)은 장 47에서 리만 곡면의 조각들을 이어 붙였던 것과 마찬가지로, 단순히 선다발의 조각들을 이어 붙이는 것입니다.




또 다른 정의도 있는데, 이것은 나중에 설명하겠습니다.





정의 52.2.3 (선다발의 절단).


L을 선다발이라 합시다. 열린집합 U 위의  절단(section)이란 π∘f가 U 위의 항등 사상이 되는 사상 f:U→L을 말합니다.




절단 f:X→L을  전역 절단(global section)이라 부릅니다.




절단 f:U→L이  해석적 절단(analytic section)이라는 것은, 선다발 도표 ϕ:π−1(U1)→ℂ×U1가 존재하는 모든 U1⊆U에 대해 ϕ∘f↾U1:U1→ℂ×U1가 해석적임을 의미합니다.







이 정의는 대수기하학, 정의 82.2.2에서 나중에 다시 보게 될 것입니다.





비고 52.2.4.


대부분의 책에서는 먼저 층(sheaf)이 무엇인지 정의한 다음, ”해석적 절단” 대신 ”해석적 함수 층의 절단”(또는 정칙 함수 등)이라고 말합니다.










52.3 선다발 시각화하기


리만 구 ℂ∞의 모든 정보를, 구를 시각화하는 것만으로 (표면 위의 어떤 ”호환되는 격자”로 해석적 구조를 바라보면서) 한꺼번에 머릿속에 담아둘 수 있는 것처럼, 적어도 가장 단순한 경우에는 선다발의 모든 정보도 한꺼번에 머릿속에 담아둘 수 있어야 합니다.




먼저, X=ℂ일 때 ℂ×X를 시각화해봅시다. 실수부만 살펴보면, 이는 평면처럼 보입니다.

[image: 도표]
선다발로서, 각 점의 원상은 하나의 직선입니다.

[image: 도표]




질문 52.3.1.


기호로 나타내면, 수직선은 ℂ×X의 어떤 부분집합에 대응합니까?







그런데 이들은 단순히 서로 무관한 직선들이 아닙니다 — 두 가지 구조가 더 있습니다. 첫 번째는 벡터 공간 구조입니다 — 물론 ℂ-벡터 공간으로서 ℂ의 차원은 1입니다. 우리는 직선 위에 1,2,3,…인 점들을 표시함으로써 이를 시각화할 수 있습니다.

[image: 도표]
다른 구조는 p가 X 위를 변화함에 따라 직선들이 ”매끄럽게 변화”해야 한다는 것입니다. 우리는 이를, 그렇습니다, 격자를 그림으로써 시각화합니다.

[image: 도표]




질문 52.3.2.


격자 그림은 선다발 도표의 형식적 정의와 어떻게 대응합니까? (힌트: 선다발 도표 ϕ:L→ℂ×U (여기서 U⊆X)에 대해 수직선 x=c와 수평선 y=c의 원상을 취한 다음, X 위의 해석적 구조를 사용하여 U의 열린 부분집합을 ℂ의 열린 부분집합과 동일시하십시오.)







지금까지는 놀라운 것이 없습니다 — 이는 그저 보통의 격자 그래프이며, 여기에 y=x2−1과 같은 함수를 그릴 수 있고, 함수가 격자에 대해 해석적이면 그 함수는 해석적입니다.

[image: 도표]



물론, 함수 대신 이것을 절단이라고 부릅니다. 이 특정한 절단은 예상하시는 대로 실제로 해석적입니다.




어떤 ”격자”들이 동일한 선다발 구조를 나타내는지 살펴봅시다. 이 부분에서는 {z∈ℂ∣|z−3|<2}를 살펴볼 것이며, 그 실수부는 (1,5)입니다.

[image: 도표]
선분 (1,5) 위에 해석적 재매개변수화를 적용한다면 — 예를 들어 t=25/x라 두면, 격자는 다음과 같이 됩니다. 이는 여전히 동일한 선다발 구조를 나타냅니다 — 다시 말해, 두 도표는 서로 호환됩니다.

[image: 도표]
해석적으로 변화하는 함수로 수직 방향을 재조정하더라도, 이는 여전히 동일한 선다발 구조를 나타냅니다.

[image: 도표]
그러나 선형이 아닌 무언가로 수직 방향을 재조정하면, 벡터 공간 구조가 바뀌게 됩니다. 다음 격자는 동일한 선다발 구조를 나타내지 않습니다:

[image: 도표]



직관적으로 이는 타당합니다 — 벡터 공간에서는 두 원소를 더하여 또 다른 원소를 얻을 수 있습니다 — 우리의 경우, a,b∈L이고 π(a)=π(b)라면, c=a+b를 계산하여 π(c)=π(a)=π(b)인 또 다른 원소 c∈L을 얻을 수 있습니다. 수직 방향을 비선형적으로 재조정하면, 원소 c가 바뀌게 됩니다.




마지막으로, L이 여전히 해석적 구조를 가지고 있다는 것을 잊지 마십시오 — 단면이 반드시 함수일 필요는 없지만, 우리는 여전히 단면이 언제 해석적인지 말할 수 있습니다.





질문 52.3.3.


위에서 설명한 모든 것이 형식적 정의와 일치하는지 확인하십시오. (이것은 중요합니다! 흐릿한 그림은 개념을 이해하는 데 도움이 되지 않으며, 여러분의 직관이 불완전하거나 부정확하다면 이후 부분을 이해하는 데 큰 어려움을 겪게 될 것입니다.)







지금까지는 모든 것이 그저 모눈종이처럼 보였고, 그 위에서 단면은 마치 함수처럼 보였습니다.111위에서 경고했듯이, ”그래프 좌표”는 (y,x)로 씁니다. 좀 더 복잡한 공간 X — 리만 구를 생각해 봅시다.




우리는 실수부만을 보고 있으므로, 다시 한번 ℂ∞는 그저 원처럼 보입니다.

[image: [Uncaptioned image]]
이전처럼, 곡면 위의 점들을 매개변수화하기 위해 z와 t를 두며, 둘 다 정의되는 곳에서는 t=1z입니다.




그럼에도 원을 매립하려면 2차원이 필요합니다. 따라서 ℂ×ℂ∞의 실수부는 다음과 같이 보일 수 있습니다:

[image: [Uncaptioned image]]



격자선이 그려져 있고, 원점 z=0은 점으로 표시되어 있습니다. 세로선은 z=0, z=12, z=1, z=32, …의 위치를 나타냅니다.




반대편에서는 다음과 같은 모습을 볼 수 있습니다. 세로선은 t=0, t=12, t=1, t=32, …의 위치를 나타냅니다.

[image: [Uncaptioned image]]




질문 52.3.4.


0도 ∞도 포함하지 않는 임의의 열린집합 U⊆ℂ∞에 대해, ℂ×U 위에서 위의 두 선다발 좌표계가 동일한 선다발 구조를 정의함을 확인하십시오. (전이 함수는 무엇입니까?)







이렇게 해서, 우리는 소위 자명한 선다발 ℂ×ℂ∞를 갖게 됩니다.




약속했던 대로, 여기에는 자명하지 않은 선다발도 존재합니다.




먼저, 위 절에서 다음을 상기하십시오: 0도 ∞도 포함하지 않는 임의의 열린집합 U 위에서, 세로 방향을 z배로 스케일링하는 또 다른 선다발 좌표계를 생각할 수 있으며, 이는 U 위에서 동일한 선다발 구조를 유도합니다.

[image: 도표]




질문 52.3.5.


ϕp와 ϕg를 각각 보라색 격자와 초록색 격자에 대응하는 선다발 좌표계라 합시다. q∈L인 점이 z∉{0,∞}에 대해 ϕp(q)=(y,z)를 만족한다면, ϕg(q)=(yz,z)가 됨을 확인하십시오.







이제 — 위의 자명한 선다발 ℂ×ℂ∞는 두 조각을 용접하여, 각 y에 대해 보라색 선 (y,z)가 빨간색 선 (y,t)에 용접되도록 한 것으로 볼 수 있음에 주목하십시오. 그러나 우리가 그 특정한 용접 방식에 제한될 이유는 전혀 없습니다 — 이번에는, 각 y에 대해 초록색 선 (yz,z)를 빨간색 선 (y,t)에 용접해 보겠습니다.




그 결과물은 다음과 같이 보일 것입니다. 상당히 복잡해 보이므로, 이번에는 4개의 시점을 보여드립니다.

[image: [Uncaptioned image]]



이번에 원기둥은 오직 예시를 위한 것입니다. 무슨 일이 일어나고 있는지 살펴봅시다.


	•

먼저, 보라색 점과 빨간색 점 근처에서는 그래프 선들이 우리에게 익숙한 상황처럼 보입니다.




t=1z이기 때문에, 바깥에서 볼 때 빨간색 좌표선들은 뒤집힌 것처럼 보일 것임에 주목하십시오.




	•

양의 쪽(z>0이고 t>0)에서는 문제가 없습니다 — 그림에 나타난 대로, 보라색 선들을 더 가깝게 밀착시키기만 하면 됩니다.




	•

그러나 음의 쪽에서는 — 초록색 선 (yz,z)가 y가 증가할 때 아래쪽으로 움직임에 주목하십시오, 따라서 그것이 위로 가도록 하려면 ”모눈종이를 비틀” 필요가 있습니다.




그림에서는 이것이 모든 가로선들이 교차하는 특이점으로 묘사되어 있지만, 실제로는 우리가 ”모눈종이”를 180도로 비틀어서 다른 부분에 용접하는 것으로 생각해야 합니다.









이것이 바로 Möbius 띠입니다!




따라서, ”동형”이 무엇을 의미하든 간에, 이 선다발이 자명한 것과 동형이 아니라는 것은 분명해 보입니다.





질문 52.3.6.


위에서 한 작업이 y, z, t가 실수가 아닐 때도 성립하는지 확인하십시오 — 특히, ℝ∖{0}와 달리 ℂ∖{0}는 연결 집합입니다. 이번에는 아마 “그래프 용지”를 시각화할 수 없을 것입니다 (4차원이기 때문입니다!). 따라서 직관은 실수부에 국한시키고 나머지는 대수를 이용해야 합니다.










52.4 선다발 사이의 사상


두 선다발이 동형이라는 것이 무엇을 의미하는지 형식적으로 정의하려면, 사상을 정의할 수 있어야 합니다. 이는 정확히 예상하시는 바와 같습니다 — 즉 L1과 L2 위의 선다발 구조(즉 벡터 공간 구조와 해석적 구조)를 보존해야 합니다.





정의 52.4.1.


π1:L1→X와 π2:L2→X를 선다발이라 합시다. 선다발 사상 α:L1→L2는 다음을 만족하는 집합 사상입니다:


	•

π2∘α=π1이고,




	•

ϕ1:π1−1(U1)→ℂ×U1와 ϕ2:π2−1(U2)→ℂ×U2가 선다발 차트라면, 그 합성이




	
	ϕ2∘α∘ϕ1−1:ℂ×(U1∩U2)→ℂ×(U1∩U2)
	





(s,p)↦(f(p)⋅s,p)의 형태를 가지며, 여기서 f는 U1∩U2 위에서 정칙입니다.













연습문제 52.4.2.


위의 함수 f(p)는 모든 p∈U1∩U2에 대해 0이 아니어야 합니다. 왜 그럴까요? (힌트: ϕ1과 ϕ2의 역할을 바꾸어 함수를 뒤집어 보십시오.)








질문 52.4.3.


위의 정의가 다음과 동치임을 확인하십시오: α가 선다발 사상인 것은 다음과 동치입니다


	•

점 q∈π1−1(x)를 어떤 점 α(q)∈π2−1(x)로 보내며(즉 각 올이 대응하는 올로 사상되며), 그리고




	•

열린집합 U⊆X 위의 모든 정칙 단면 s:U→L1에 대해, α(s)가 정칙 단면 s:U→L2가 됩니다.













예제 52.4.4.


X=ℂ라 합시다. 그러면 α(y,x)=(y⋅x2,x)로 정의된 α:ℂ×X→ℂ×X는 선다발 준동형사상입니다.




이 선다발 준동형사상은 동형사상이 아닌데, 모든 점 (y,0)이 (0,0)으로 사상되기 때문입니다.







선다발 동형사상의 정의는 예상하시는 바와 같습니다.





정의 52.4.5 (선다발의 동형사상).


두 선다발 L1과 L2는, 서로 역인 선다발 동형사상 α:L1→L2와 β:L2→L1이 존재하면  동형입니다.










52.5 가역층과의 관계


작성 예정: 쓸 것입니다 (사실 층도 아직 정의하지 않았습니다)








부 XIV 대수적 정수론 I: 정수환


	53 대수적 정수

	54 정수환

	55 유일 인수분해 (드디어!)

	56 민코프스키 경계와 유상군

	57 판별식의 추가 성질

	58 보너스: 펠 방정식을 풀어봅시다!






장 53 대수적 정수


대수적 수론의 첫 맛보기입니다.




이는 올림피아드와 고등 수학의 경계에 매우 가까운 내용입니다. 여러분은 항상 a+2b가 “노름”(norm) a2−2b2를 가지며, 이 노름이 어떤 식으로든 곱셈적이라는 것을 알고 있었을 것입니다. 또한 근이 켤레쌍으로 나타난다는 것도 항상 알고 있었을 것입니다. 최소다항식에 대해 들어본 적은 있어도 그다지 잘 알지는 못할 수도 있습니다.




이 장과 다음 장은 이러한 모호한 개념들을 정확하게 만들어 줄 것입니다. 이 내용은 주로 [OGG10]의 첫 장에서 가져온 것입니다.





53.1 고등학교 대수학으로부터의 동기


이는 제 블로그 압도적인 힘111URL: https://blog.evanchen.cc/conjugate/에서 각색한 것입니다.




고등학교 미적분 예비과정에서는 정수 계수를 갖는 어떤 다항식의 근을 구하라는 문제를 자주 접하게 됩니다. 예를 들면,




	
	x3−x2−x−15=(x−3)(x2+2x+5)
	





근으로 3, −1+2i, −1−2i를 갖습니다. 또 다른 예로는,




	
	x3−3x2−2x+2=(x+1)(x2−4x+2)
	





근으로 −1, 2+2, 2−2를 갖습니다. −1±2i나 2±2와 같은 무리수 근들이 쌍으로 나타난다는 것을 알아차릴 수 있습니다. 실제로, 미적분 예비과정에서는 복소수 근이 켤레쌍으로 나타난다고 명시적으로 알려줄 것입니다. 더 일반적으로, a+bc 형태의 모든 근은 “켤레쌍”으로 나타나는 것처럼 보입니다. 그리고 그 이유도 알 수 있을 것입니다.




하지만 다음과 같은 다항식은




	
	x3−8x+4
	





유리수 근을 갖지 않습니다. (이 다항식의 근은 대략 −3.0514, 0.51730, 2.5341입니다.) 혹은 더 간단한 예로,




	
	x3−2
	





실근을 단 하나, 23만 갖습니다. 이 근들은 무리수임에도 불구하고 “켤레”쌍을 갖지 않습니다. 정말 그럴까요?




정확히 무슨 일이 일어나고 있는지 알아봅시다. α를 임의의 복소수라 합시다. ℚ 위에서 α의  최소다항식을 다음 조건을 만족하는 다항식으로 정의합니다.


	•

P(x)는 유리수 계수를 가지며, 최고차항의 계수는 1입니다.




	•

P(α)=0.




	•

P의 차수는 가능한 한 작습니다. degP를 α의  차수라고 부릅니다.










예제 53.1.1 (최소다항식의 예).



	(a)

2의 최소다항식은 x2−2입니다.




	(b)

허수 단위 i=−1의 최소다항식은 x2+1입니다.




	(c)

p가 소수일 때, 원시 p차 단위근 ζp=e2πip의 최소다항식은 xp−1+xp−2+⋯+1입니다.












100x2−200 역시 2를 근으로 갖는 같은 차수의 다항식이라는 점에 주목하십시오. 바로 이 때문에 다항식이 모닉(monic)일 것을 요구하고자 하는 것입니다. 또한 바로 이 때문에 유리수 범위에서 작업하기로 선택하는 것입니다. 그렇게 하면 정수가 아닌 값이 나올 걱정 없이 최고차항의 계수로 나눌 수 있습니다.




왜 이것이 중요할까요? 요점은 다음과 같습니다: A(α)=0을 만족하는 또 다른 다항식 A(x)가 있다고 합시다. 그러면 P(x)가 실제로 A(x)를 나눈다고 주장할 수 있습니다! 이는 P의 다른 모든 근 역시 A의 근이 된다는 것을 의미합니다.




증명은 귀류법으로 진행됩니다: 만약 그렇지 않다면, 다항식의 긴 나눗셈에 의해 다음을 만족하는 몫 Q(x)와 나머지 R(x)를 찾을 수 있습니다.




	
	A(x)=Q(x)P(x)+R(x)
	





그리고 R(x)≢0입니다. x=α를 대입해 보면 R(α)=0임을 알 수 있습니다. 하지만 degR<degP이고, P(x)는 최소다항식이어야 했습니다. 이는 불가능합니다!




이로부터 최소다항식이 유일하다는 것(존재할 경우)이 모닉성과 함께 따라 나오므로, 실제로는 그 최소다항식이라고 부르는 것이 더 낫습니다.





연습문제 53.1.2.


ℂ에서 최소 다항식이 없는 원소를 찾을 수 있습니까?







더 구체적인 예를 살펴봅시다. 처음에 나왔던 A(x)=x3−3x2−2x+2를 생각해 봅시다. 2+2의 최소 다항식은 P(x)=x2−4x+2입니다(왜일까요?). 이제 2+2가 근이라면 A(x)는 P(x)로 나누어떨어진다는 것을 알고 있습니다. 그리고 이것이 바로 2+2가 A의 근이라면 2−2도 근이어야 함을 아는 방법입니다.




또 다른 예로, 23의 최소 다항식은 x3−2입니다. 따라서 23는 실제로 두 개의 켤레를 가지는데, 즉 α=23(cos120∘+isin120∘)와 β=23(cos240∘+isin240∘)입니다. 따라서 23에서 소멸하는 임의의 다항식은 α와 β도 근으로 가집니다!





질문 53.1.3 (중요하지만 항진명제: 기약 ⇔ 최소).


α를 다항식 P(x)의 근이라 합시다. P(x)가 최소 다항식인 것과 기약인 것이 동치임을 보이십시오.










53.2 대수적 수와 대수적 정수


대표적인 예: 2는 대수적 정수입니다 (x2−2의 근), 12는 대수적 수이지만 대수적 정수는 아닙니다 (x−12의 근).




이제 훨씬 더 넓은 일반성 속에서 다루어 봅시다. 먼저 위에서 논의한 새로운 수들에 이름을 붙여 봅시다.





정의 53.2.1.


대수적 수는 ℚ의 계수를 가지는 어떤 다항식의 근이 되는 임의의 α∈ℂ입니다. 대수적 수의 집합은 ℚ¯로 표기합니다.








비고 53.2.2.


ℚ[x]의 임의의 다항식은 ℤ[x]의 다항식으로 스케일링할 수 있으므로, 대수적 수는 (ℚ가 아니라) ℤ의 계수를 가지는 어떤 다항식의 근인 수라고 똑같이 말할 수도 있습니다.








정의 53.2.3.


대수적 수 α와 그 최소 다항식 P(모닉이며 유리수 계수를 가짐)를 생각해 봅시다. P의 계수가 정수로 밝혀지면, α를  대수적 정수라고 부릅니다.




대수적 정수의 집합은 ℤ¯로 표기합니다.








비고 53.2.4.


가우스 보조정리를 사용하면, α가 정수 계수를 가지는 임의의 모닉 다항식의 근이라면 α는 대수적 정수임을 보일 수 있습니다. 그래서 실제로는, 2+3가 대수적 정수임을 증명하고 싶다면, 그것이 최소임을 확인할 필요 없이 ”다항식 (x2−5)2−24가 작동합니다”라고만 말하면 됩니다.







때로는 명확성을 위해 ℤ의 원소를  유리 정수라고 부릅니다.





예제 53.2.5 (대수적 정수의 예).


다음 수들은




	
	4,i=−1,23,2+3
	





모두 대수적 정수인데, 모닉 다항식 x−4, x2+1, x3−2, (x2−5)2−24의 근이기 때문입니다.




수 12은 최소 다항식 x−12을 가지므로, 대수적 수이지만 대수적 정수는 아닙니다. (사실 유리근 정리도 임의의 모닉 정수 다항식이 12을 근으로 가지지 않음을 직접적으로 함의합니다!)







처음부터 언급하고 싶은 두 가지 성질이 있습니다. 이는 절의 끝부분에 나오는 까다롭지만 좋은 문제들에서 폭넓게 사용될 것이기 때문입니다. 첫 번째는 매우 쉬우므로 지금 증명합니다:





명제 53.2.6 (유리 대수적 정수는 유리 정수입니다).


대수적 정수가 유리수인 것은 그것이 유리 정수인 것과 필요충분조건입니다. 기호로 나타내면




	
	ℤ¯∩ℚ=ℤ.
	





입니다.







증명.


α를 유리수라 합시다. α가 정수라면 그것은 x−α의 근이므로, 역시 대수적 정수입니다.




역으로, P가 정수 계수를 가지는 모닉 다항식이고 P(α)=0이라면 (예컨대 유리근 정리에 의해) α는 반드시 정수여야 함이 따라 나옵니다. ∎





다른 하나는 다음과 같습니다.





명제 53.2.7 (ℤ¯는 환이고 ℚ¯는 체).


대수적 정수 ℤ¯는 환을 이룹니다. 대수적 수 ℚ¯는 체를 이룹니다.







원한다면 지금 이를 증명할 수도 있지만, 다음 장의 결과가 거의 대신해 줄 것이므로, 잠시 이를 그대로 받아들이기로 합시다.





비고 53.2.8.


최소다항식 P를 갖는 대수적 정수 α에 대해, P의 다른 모든 근 역시 대수적 정수라는 것은 정의상 명백합니다. (위의 두 성질과 더불어) 이 성질이 대수적 정수의 집합을 특징짓는다는 것을 확인할 수 있습니다. 이러한 관점에서, 대수적 정수는 정수환 ℤ⊆ℚ를 모든 대수적수의 체 ℚ¯로 내재적으로 정의된 방식으로 일반화한 것으로 생각할 수 있습니다.










53.3 수체


대표적인 예: ℚ(2)는 전형적인 수체입니다.




임의의 대수적수 α가 주어지면, ℚ(α) 형태의 체를 생각할 수 있습니다. 좀 더 완전한 버전을 적어봅시다.





정의 53.3.1.


수체 K는 ℚ를 부분체로 포함하며 유한 차원 ℚ-벡터 공간인 체입니다. K의  차수는 그 차원입니다.








예제 53.3.2 (전형적인 예).


다음 체를 생각해봅시다




	
	K=ℚ(2)={a+b2∣a,b∈ℚ}.
	





이는 ℚ의 체 확대이며, 차수는 2입니다 (기저는 1과 2입니다).







ℚ[2] 대신 ℚ(2) (분모를 허용해야 하는 표기)를 쓴 것에 혼란스러울 수 있습니다. 하지만 예제 5.5.4를 읽어보면, 분모는 사실 별로 중요하지 않다는 것을 알 수 있습니다: 예를 들어 어차피 13−2=17(3+2)입니다. 지금 일반적으로 이를 확인해보거나, 아니면 그 구별을 무시하고 제가 어디서나 대괄호를 쓴 것처럼 여기시면 됩니다.





연습문제 53.3.3 (중요하지 않음).


α가 대수적수이면 ℚ(α)≅ℚ[α]임을 보이십시오.








예제 53.3.4 (대수적수 첨가).


α를 어떤 기약다항식 P(x)∈ℚ[x]의 근이라 합시다. 체 ℚ(α) 역시 체 확대이며, 기저는 1,α,α2,…,αm−1입니다. 여기서 m=degP입니다. 특히, ℚ(α)의 차수는 P의 차수입니다.








예제 53.3.5 (수체가 아닌 예).


ℝ과 ℂ는 유한한 ℚ-기저가 없으므로 수체가 아닙니다.










53.4 원시원소 정리, 그리고 단생성 확대


대표적인 예: ℚ(3,5)≅ℚ(3+5)입니다. 왜 그런지 알 수 있습니까?




이 정리를 여기 실은 이유는 오직 그것이 참이라고 아무도 말해주지 않은 것에 화가 났기 때문이며 (이는 매우 자연스러운 추측입니다), 저는 독자에게 같은 일을 반복하고 싶지 않습니다. 다만 이후에는 이를 사용하지 않을 것입니다.





정리 53.4.1 (아르틴의 원시원소 정리).


모든 수체 K는 어떤 대수적수 α에 대해 ℚ(α)와 동형입니다.







증명은 문제 59F로 남겨둡니다. 이를 증명하려면 먼저 체 확대에 대해 이야기해야 하기 때문입니다.




전형적인 예




	
	ℚ(3,5)≅ℚ(3+5)
	





를 보면 왜 이 정리가 그리 놀랍지 않아야 하는지 명확해집니다.







53.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 53A.


2+33를 근으로 갖는 정수 계수 다항식을 찾으십시오.








문제 53B (브라질 2006).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

p를 ℚ[x]에서 차수가 1보다 큰 기약다항식이라 합시다. p가 곱이 1인 두 근 r과 s를 가지면 p의 차수가 짝수임을 증명하십시오.


힌트. p(x)가 r의 최소다항식이지만, q(x)=xdegpp(1/x) 역시 그러하다는 점에 주목하십시오. 따라서 q와 p는 서로의 배수여야 합니다.










문제 53C.


n개의 단위근 ε1, …, εn을 생각합니다. 평균 1n(ε1+⋯+εn)이 대수적 정수라고 가정합니다. 평균이 0이거나 ε1=⋯=εn임을 증명하십시오. (보조정리 22.2.2에서 사용됩니다.)


힌트. |1n(ε1+⋯+εn)|≤1.










문제 53D.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

어떤 유리수 q가 cos(qπ)∈ℚ를 만족합니까?


힌트. 자명한 것들뿐입니다. cos(qπ)∈ℚ라고 가정합니다. ζ를 단위근이라 하면 (어떤 N에 대해 ζN−1=0이므로 대수적 정수입니다) 2cos(qπ)=ζ+ζN−1이 대수적 정수이자 유리수임에 주목하십시오.










문제 53E (MOP 2010).


원형으로 배열된 n>2개의 램프가 있으며, 처음에는 하나만 켜져 있고 나머지는 꺼져 있습니다. 우리는 꼭짓점들이 램프들 중에 있는 임의의 정다각형을 선택하여 모든 램프의 상태를 동시에 전환할 수 있습니다. 모든 램프를 끄는 것이 불가능함을 보이십시오.


힌트. 단위근으로 보십시오. 12는 대수적 정수가 아님에 주목하십시오.










문제 53F (크로네커의 정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

α가 대수적 정수라고 하십시오. 이것의 모든 갈루아 켤레의 절댓값이 1이라고 가정하십시오. 어떤 양의 정수 N에 대해 αN=1임을 증명하십시오.


힌트. α=α1, α2, …, αn을 이것의 켤레라고 하십시오. e∈ℕ에 걸쳐 다항식 (x−α1e)…(x−αne)을 살펴보십시오. 가능한 모든 다항식에 대해 비둘기집 원리를 적용하십시오.










문제 53G.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

절댓값이 1이면서 단위근이 아닌 대수적 정수가 존재합니까?








문제 53H.


대수적 정수의 환은 뇌터 환입니까?











장 54 정수환



54.1 노름과 자취


대표적인 예: ℚ(2)의 원소로서의 a+b2는 노름 a2−2b2과 자취 2a를 가집니다.




올림피아드를 하던 시절, a2+b2가 a+bi의 “노름”이었던 것을 기억하십니까? 좋습니다, 실제로 무슨 일이 일어나고 있는지 알려드리겠습니다.




먼저, 켤레의 개념을 정확히 해보겠습니다.





정의 54.1.1.


α를 대수적 수라 하고, P(x)를 그것의 최소다항식이라 하되 차수는 m이라 합시다. 그러면 P의 m개의 근은 α의 (갈루아)  켤레입니다.







이 시점에서 중복된 켤레가 없다는 것을 보여줄 가치가 있습니다.





보조정리 54.1.2 (기약다항식은 서로 다른 근을 가집니다).


ℚ[x]의 기약다항식은 복소수 중근을 가질 수 없습니다.







증명.


f(x)∈ℚ[x]를 기약다항식이라 하고, 이것이 중근 α를 가진다고 가정합시다. 도함수 f′(x)를 취합니다. 이 도함수는 세 가지 흥미로운 성질을 가집니다.


	•

f′의 차수는 f의 차수보다 하나 작습니다.




	•

다항식 f와 f′는 인수 x−α를 공유하기 때문에 서로소가 아닙니다.




	•

f′의 계수 또한 ℚ에 속합니다.






g=gcd(f,f′)를 생각해봅시다. 유클리드 호제법에 의해 g∈ℚ[x]여야 합니다. 하지만 f′에 대한 앞의 두 사실은 g가 상수가 아니며 degg<degf임을 보장합니다. 그런데 g는 f를 나누므로, 이는 f가 기약이어야 한다는 사실에 모순됩니다. ∎





따라서 α는 정확히 α의 차수만큼의 켤레를 가집니다.




이제, 어떤 원소의 노름 N(α)를 그것의 켤레들의 곱으로 정의하고 싶습니다. 예를 들어, 2+i가 노름 (2+i)(2−i)=5를 갖고, 일반적으로 a+bi가 노름 a2+b2을 갖기를 원합니다. 노름이 곱셈적이라면 정말 멋질 것입니다. 복소수에서는 이것이 성립함을 이미 알고 있습니다!




안타깝게도 이것은 그다지 잘 작동하지 않습니다. 다음을 생각해보십시오.




	
	N(2+i)=5그리고N(2−i)=5.
	





하지만 (2+i)(2−i)=5이고, 이는 우리가 원하는 것처럼 노름 25를 갖지 않습니다. 왜냐하면 5는 차수가 1이고 켤레를 전혀 갖지 않기 때문입니다. 이러한 “나쁜” 일이 일어나는 이유는, 우리가 원소의 노름을 정의하려 하고 있지만, 실제로는 특정한 K에 대한 원소의 노름을 정의해야 하기 때문입니다.




제가 말하려는 것은, 노름이 어느 체에 있는지에 따라 다른 의미를 가져야 한다는 것입니다. 5를 ℚ의 원소로 생각하면 그 노름은 5입니다. 하지만 ℚ(i)의 원소로 생각하면 그 노름은 실제로 25여야 합니다. 이를 실현해봅시다: K를 수체라 할 때, 이제 NK/ℚ(α)를 다음과 같이 K에 대한 α의 노름으로 정의하겠습니다.





정의 54.1.3.


α∈K가 차수 n을 가진다고 합시다. 그러면 ℚ(α)⊆K이고, k=(degK)/n이라 둡시다. α의  노름은 다음과 같이 정의됩니다




	
	NK/ℚ(α)≔(∏α의 갈루아 켤레)k.
	





자취는 다음과 같이 정의됩니다




	
	TrK/ℚ(α)≔k⋅(∑α의 갈루아 켤레).
	











k의 지수는 5를 ℚ의 원소가 아니라 ℚ(i)의 원소로 볼 때 5의 노름을 52=25로 만들어주는 “보정 계수”입니다. K의 “일반적인” 원소에 대해서는 k=1일 것으로 예상됩니다.





연습문제 54.1.4.


중첩된 벡터 공간에 대해 알고 있는 것을 이용하여 k가 실제로 정수임을 스스로 확인해보십시오.








예제 54.1.5 (a+b2의 노름).


α=a+b2∈ℚ(2)=K라고 합시다. b≠0이면, α와 K는 차수 2를 갖습니다. 따라서 α의 켤레는 오직 a±b2뿐이며, 이로부터 노름




	
	(a+b2)(a−b2)=a2−2b2,
	





을 얻습니다. 대각합은 (a−b2)+(a+b2)=2a입니다.




신기하게도, 공식 a2−2b2와 2a는 b=0인 경우에도 성립합니다.








예제 54.1.6 (a+b23+c43의 노름).


α=a+b23+c43∈ℚ(23)=K라고 합시다. 위와 마찬가지로, b≠0이거나 c≠0이면, α와 K는 같은 차수 3을 갖습니다. α의 켤레는 a+b23ω+c43ω2와 a+b23ω2+c43ω이며, 우리는 NK/ℚ(α)=a3+2b3+4c3−6abc와 TrK/ℚ(α)=3a를 계산할 수 있습니다.




이 경우에는 α의 켤레가 체 K 안에 놓여 있지 않다는 점에 유의하십시오!







중요한 것은 다음과 같습니다:





명제 54.1.7 (노름과 트레이스는 유리 정수입니다).


α가 대수적 정수이면, 그 노름과 트레이스는 유리 정수입니다.








질문 54.1.8.


증명해 보십시오. (비에트 공식.)







훌륭하지만, 이는 한 가지 의문을 남깁니다: 노름은 왜 곱셈적입니까? 이를 위해서는, 노름과 대각합에 대한 새로운 정의를 제시해야 합니다.





비고 54.1.9.


”보정 계수”를 자동으로 더하는 또 다른 방법은 K에서 ℂ로의 매장을 이용하는 것입니다.




이후 정리 59.3.1에서 보게 되겠지만, K에서 ℂ로의 매장은 정확히 d=degK개 존재하며, 이를 σ1,…,σd라고 합시다. 그러면, TrK/ℚ(α)=∑i=1dσi(α)이고 NK/ℚ(α)=∏i=1dσi(α)입니다.








정리 54.1.10 (노름과 대각합에 대한 본질적으로 올바른 정의).


K를 차수 n인 수체라 하고, α∈K라고 합시다. μα:K→K를




	
	x↦αx
	





로 정의되는 사상이라 하고, 이를 ℚ-벡터 공간의 선형 사상으로 봅시다. 그러면,


	•

α의 노름은 행렬식 detμα와 같으며,




	•

α의 대각합은 대각합 Trμα와 같습니다.












행렬식의 정의에는 명백한 기하학적 해석이 있습니다: K≅ℚn을 벡터 공간으로 볼 때, 행렬식은 α를 곱했을 때 ℚn이 얼마나 늘어나는지를 나타냅니다. 즉, ℚn 안에 부피가 v인 평행육면체가 주어졌을 때, 변환 μα 아래에서 이는 부피가 |N(α)|v인 평행육면체로 변환됩니다.




대각합과 행렬식은 기저의 선택에 의존하지 않으므로, 원하는 아무 기저나 골라서 고등학교 때 배운 정의를 그대로 사용해도 됩니다. 멋지지 않습니까?





예제 54.1.11 (a+b2에 대한 행렬의 명시적 계산).


K=ℚ(2)라 하고, 1, 2를 K의 기저라고 합시다.




	
	α=a+b2
	





(심지어 b=0일 수도 있습니다)라고 하면, 다음을 확인할 수 있습니다.




	
	(a+b2)(x+y2)=(ax+2yb)+(bx+ay)2.
	





이를 행렬 형태로 다시 쓰면 다음과 같습니다.




	
	[a2bba][xy]=[ax+2ybbx+ay].
	





결과적으로, μα를 다음 행렬로 해석할 수 있습니다.




	
	μα=[a2bba].
	





물론 다른 기저를 고르면 행렬은 달라지지만, 행렬식과 대각합은 달라지지 않습니다: 이들은 항상 다음과 같이 주어집니다.




	
	detμα=a2−2b2그리고Trμα=2a.
	











이 해석은 b=0인 경우에도 왜 a+b2에 대해 같은 공식이 성립해야 하는지를 설명해 줍니다.





증명.


노름에 대해서만 결과를 증명하겠습니다; 대각합은 비슷하게 따라 나옵니다. 다음과 같이 놓읍시다




	
	n=degα,kn=degK.
	





증명은 k=1인지 아닌지에 따라 두 부분으로 나뉩니다.





k=1일 때의 증명.


n=degα=degK로 놓읍시다. 따라서 노름은 실제로 갈루아 켤레들의 곱입니다. 또한




	
	{1,α,…,αn−1}
	





는 K에서 선형독립이며, 따라서 (dimK=n이므로) 기저가 됩니다. 이를 μα의 기저로 사용합시다.







	
	xn+cn−1xn−1+⋯+c0
	





를 α의 최소다항식이라 합시다. 따라서 μα(1)=α, μα(α)=α2이고 이런 식으로 계속되지만, μα(αn−1)=−cn−1αn−1−⋯−c0입니다. 그러므로 μα는 다음 행렬로 주어집니다




	
	M=[000…0−c0100…0−c1010…0−c2⋮⋮⋮⋱0−cn−2000…1−cn−1].
	





따라서




	
	detM=(−1)nc0
	





이며, 비에트의 공식에 의해 증명이 끝납니다. ∎





k>1일 때의 증명.


다음과 같이 중첩된 벡터 공간들이 있습니다




	
	ℚ⊆ℚ(α)⊆K.
	





e1, …, ek를 K의 ℚ(α)-기저라 합시다 (즉, K를 ℚ(α) 위의 벡터 공간으로 해석하고, 그 기저를 택합니다). {1,α,…,αn−1}가 ℚ(α)의 ℚ 기저이므로, 다음 원소들은




	
	e1,e1α,…,e1αn−1e2,e2α,…,e2αn−1⋮⋮⋱⋮ek,ekα,…,ekαn−1
	





K의 ℚ-기저를 이룹니다. 이 기저를 사용하면, 사상 μα는 다음과 같이 보입니다




	
	[MM⋱M]⏟k번
	





여기서 M은 위와 같은 행렬입니다: 각 ei마다 우리의 기존 행렬 한 벌씩을 얻게 될 뿐입니다. 따라서 필요한 대로 detμα=(detM)k입니다. ∎






질문 54.1.12.


대각합에 대해서도 결과를 확인해 보십시오. ∎









이로부터 다음이 즉시 따라옵니다




	
	NK/ℚ(αβ)=NK/ℚ(α)NK/ℚ(β)
	





왜냐하면 정의에 의해 다음을 갖기 때문입니다




	
	μαβ=μα∘μβ,
	





그리고 행렬식이 곱셈적이라는 사실입니다. 같은 방식으로, 대각합은 덧셈적입니다.







54.2 정수 환


대표적인 예: K=ℚ(2)이면 𝒪K=ℤ[2]입니다. 그러나 K=ℚ(5)이면 𝒪K=ℤ[1+52]입니다.




ℤ는 ℚ보다 더 나은 수론을 제공합니다. 마찬가지로, K의 대수적 정수에 초점을 맞추면 정말 좋은 구조를 얻을 수 있으며, 여기서 그렇게 하겠습니다.





정의 54.2.1.


수체 K가 주어졌을 때, 우리는




	
	𝒪K≔K∩ℤ¯
	





를 K의  정수환이라 정의합니다; 다시 말해 𝒪K는 K의 대수적 정수들로 이루어집니다.







이제 이차체의 고전적인 예를 다루겠습니다. 진행하기 전에, 사소한 정수론 사실 하나를 적어야 합니다.





연습문제 54.2.2 (성가시지만 단순한).


a와 b를 유리수라 하고, d를 제곱인수가 없는 양의 정수라 합시다.


	•

d≡2,3(mod4)이면, 2a,a2−db2∈ℤ인 것과 a,b∈ℤ인 것이 동치임을 증명하십시오.




	•

d≡1(mod4)에 대해, 2a,a2−db2∈ℤ인 것과 a,b∈ℤ이거나 a−12,b−12∈ℤ인 것이 동치임을 증명하십시오.






4로 나눈 나머지를 취해야 할 것입니다.








예제 54.2.3 (K=ℚ(3)의 정수환).


K를 위와 같다고 합시다. 우리는




	
	𝒪K=ℤ[3]={m+n3∣m,n∈ℤ}.
	





임을 주장합니다. α=a+b3로 놓습니다. 그러면 최소 다항식이 정수 계수를 가질 때 α∈𝒪K입니다.




b=0이면 최소 다항식은 x−α=x−a이고, 따라서 α는 정수일 때에만 성립합니다. b≠0이면 최소 다항식은




	
	(x−a)2−3b2=x2−2a⋅x+(a2−3b2).
	





연습문제로부터, 이는 정확히 a,b∈ℤ일 때 성립합니다.








예제 54.2.4 (K=ℚ(5)의 정수환).


이 경우에는




	
	𝒪K=ℤ[1+52]={m+n⋅1+52∣m,n∈ℤ}.
	





증명은 정확히 동일하되, 연습문제에서 b≠0일 때 a,b∈ℤ이거나 a,b∈ℤ−12인 두 가지 가능성이 모두 있음을 알려준다는 점만 다릅니다. 이는 1+52가 x2−x−1=0의 근이라는 사실을 반영하며, 3의 경우에는 이러한 일이 불가능합니다.







일반적으로 K=ℚ(d)의 정수환은




	
	𝒪K={ℤ[d]d≡2,3(mod4)ℤ[1+d2]d≡1(mod4).
	





우리가 보이고자 하는 것은 𝒪K가 K 안에서 정수가 ℚ 안에서 행동하는 것과 매우 비슷하게 행동한다는 것입니다. 먼저 K가 𝒪K의 원소들의 몫으로 이루어져 있음을 보입니다. 사실, 더 강한 결과를 얻을 수 있습니다:





예제 54.2.5 (분모의 유리화).


예를 들어, K=ℚ(3)을 생각해봅시다. 수 x=14+3는 K의 원소이지만, ”분모를 유리화”함으로써 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	14+3=4−313.
	





그러므로 사실 x는 𝒪K에 속하는 어떤 정수의 113임을 알 수 있습니다.







이 정리는 더 일반적으로도 성립합니다.





정리 54.2.6 (K=ℚ⋅𝒪K).


K를 수체라 하고, x∈K를 임의의 원소라 합시다. 그러면 nx∈𝒪K가 되도록 하는 정수 n이 존재합니다; 다시 말해, 어떤 α∈𝒪K에 대해




	
	x=1nα
	





입니다.








연습문제 54.2.7.


이를 직접 증명해보십시오. (x가 유리수 계수를 갖는 최소 다항식을 가진다는 사실을 이용하는 것으로 시작하십시오. 또는 노름을 취하십시오.)







이제 𝒪K가 환임을 보이려고 합니다; 덧셈과 곱셈에 대해 닫혀 있음을 확인할 것입니다. 이를 위한 가장 쉬운 방법은:





보조정리 54.2.8 (α∈ℤ¯ ⇔ ℤ[α]가 유한생성).


α∈ℚ¯라 합시다. 그러면 α가 대수적 정수인 것은 아벨 군 ℤ[α]가 유한생성인 것과 동치입니다.







증명.


α가 대수적 정수인 것은 정수 계수를 갖는 어떤 0이 아닌 모닉 다항식의 근인 것과 동치임에 유의하십시오. 먼저 다음을 가정합시다




	
	αN=cN−1αN−1+cN−2αN−2+⋯+c0.
	





그러면 집합 1,α,…,αN−1가 ℤ[α]를 생성합니다. 왜냐하면 α의 모든 거듭제곱이 N보다 작아질 때까지 αN을 반복적으로 대체할 수 있기 때문입니다.




역으로, ℤ[α]가 어떤 b1,…,bm에 의해 유한생성된다고 가정합시다. bi들을 α에 대한 다항식으로 보면, 큰 정수 N을 선택하여 (예컨대 N=degb1+⋯+degbm+2015) αN을 bi들로 표현하여 다음을 얻을 수 있습니다




	
	αN=c1b1(α)+⋯+cmbm(α).
	





위의 결과는 α에 대한 모닉 다항식을 우리에게 주며, N의 선택은 그것이 0이 아님을 보장합니다. 따라서 α는 대수적 정수입니다. ∎






예제 54.2.9 (12은 대수적 정수가 아님).


우리는 이미 12이 대수적 정수가 아님을 알고 있습니다. 따라서 우리는




	
	ℤ[12]={a2m∣a,m∈ℤ그리고m≥0}
	





이 유한생성이 아닐 것으로 예상하며, 실제로 그러합니다.








질문 54.2.10.


마지막 예를 구체적으로 만들기 위해: ℤ[12]의 원소들 중 다음의 정수 결합으로 쓸 수 없는 모든 원소들을 나열해보십시오




	
	{12,78,1364,20154096,11048576}
	











이제 정리를 서술할 수 있습니다.





정리 54.2.11 (대수적 정수는 +와 ×에 대해 닫혀 있습니다).


집합 ℤ¯는 덧셈과 곱셈에 대해 닫혀 있습니다. 즉 이는 환입니다. 특히, 𝒪K 또한 임의의 수체 K에 대해 환입니다.







증명.


α,β∈ℤ¯라고 합시다. 그러면 ℤ[α]와 ℤ[β]는 유한 생성됩니다. 따라서 ℤ[α,β]도 그렇습니다. (세부 사항: ℤ[α]가 ℤ-기저 a1,…,am을 가지고 ℤ[β]가 ℤ-기저 b1,…,bn을 가진다면, mn개의 원소 aibj를 취하십시오.)




이제 ℤ[α±β]와 ℤ[αβ]는 ℤ[α,β]의 부분집합이므로 이들 또한 유한 생성됩니다. 따라서 α±β와 αβ는 대수적 정수입니다. ∎





사실, 더 좋은 것이 성립합니다. 보았듯이, ℚ(3)에 대해서는 𝒪K=ℤ[3]이었습니다. 다시 말해, 𝒪K는 1과 3에 의해 생성되었습니다. ℚ(5)에 대해서도 비슷한 것이 성립했습니다. 사실 일반적인 그림도 정확히 이와 같다고 주장합니다.





정리 54.2.12 (𝒪K는 계수 n의 자유 ℤ-가군입니다).


K를 차수 n의 수체라고 합시다. 그러면 𝒪K는 계수 n의 자유 ℤ-가군입니다. 즉, 아벨 군으로서 𝒪K≅ℤ⊕n입니다. 다시 말해, 𝒪K는 다음과 같이 n개의 원소로 이루어진 ℤ-기저를 가집니다




	
	𝒪K={c1α1+⋯+cn−1αn−1+cnαn∣ci∈ℤ}
	





여기서 αi는 𝒪K의 대수적 정수입니다.







증명은 이후 장으로 미루겠습니다.




이 마지막 정리는 여러 면에서 𝒪K가 K 안의 ”격자”임을 보여줍니다. 즉, 수체 K에 대해 𝒪K 안에서 α1, …, αn을 찾을 수 있어 다음이 성립합니다




	
	𝒪K
	≅α1ℤ⊕α2ℤ⊕⋯⊕αnℤ
	





	
	K
	≅α1ℚ⊕α2ℚ⊕⋯⊕αnℚ
	





아벨 군으로서.







54.3 단생성 확대에 대하여


수체 K가 모두 어떤 α에 대해 ℚ(α)로 표현될 수 있다는 것을 상기하십시오. 정수환에 대해서도 비슷한 것이 성립하기를 바랄 수 있습니다. 즉,




	
	𝒪K=ℤ[θ]
	





로 쓸 수 있기를 바라는 것이며, 이 경우 {1,θ,…,θn−1}은 K의 기저이자 𝒪K의 ℤ-기저 역할을 동시에 합니다(여기서 n=[K:ℚ]). 다시 말해, 𝒪K의 기저가 실제로 ”거듭제곱 기저”이기를 바랍니다.




이는 우리가 사용하는 가장 흔한 예들에 대해서는 성립합니다:


	•

이차체, 그리고




	•

문제 54E에서의 원분체.






안타깝게도, 일반적으로는 성립하지 않습니다: 첫 번째 반례는 X3−X2−2X−8의 근 α에 대한 K=ℚ(α)입니다.




이러한 좋은 성질을 가진 확대를  단생성이라고 부릅니다. 나중에 보게 되겠지만, 단생성 확대는 정말 좋은 인수분해 알고리즘을 가지고 있습니다, 정리 55.5.4.





비고 54.3.1 (𝒪K에서 무엇이 잘못되었는가?).


앞서 언급했듯이, 아벨 군으로서 𝒪K≅ℤ3이므로, 이는 유한히 많은 원소에 의해 생성됩니다.




사실, {1,α,β}는 𝒪K의 기저이며, 여기서 β=α+α22입니다. {1,α,α2}에 의해 생성되는 군은 𝒪K에서 지표 2를 가집니다 – 즉, |𝒪K/⟨1,α,α2⟩|=2이며, β를 놓치게 됩니다.




대신 {1,β,β2}를 기저로 선택하려 하면, 다시 |𝒪K/⟨1,β,β2⟩|=2를 얻게 되며, α를 놓치게 됩니다. 명시적으로 계산해 보면 β2=3α2+7α2+6=3β+2α+6을 얻을 수 있습니다.




이것이 이 확대가 단생성이 아니라는 증명은 아니지만, 𝒪K의 구조에 대한 느낌을 주기를 바랍니다.










54.4 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 54A.


α가 𝒪K의 단위원(α−1∈𝒪K를 의미함)인 것과 NK/ℚ(α)=±1인 것이 동치임을 보이십시오.


힌트. 노름은 곱셈적이며 갈루아 켤레들의 곱과 같습니다.










문제 54B.


K를 수체라고 합시다. 𝒪K의 분수체는 무엇입니까?


힌트. 그것은 K와 동형입니다.










문제 54C (러시아 올림피아드 1984).


다음을 만족하는 모든 정수 m과 n을 구하십시오.




	
	(5+32)m=(3+52)n.
	






힌트. ℚ(2) 위의 표준 노름을 취하면 이를 무너뜨립니다.










문제 54D (미국 TST 2012).


다음을 만족하는 a,b,c>2010이 존재하는지 판별하십시오.




	
	a3+2b3+4c3=6abc+1.
	






힌트. ℚ(23)에서의 노름.










문제 54E (원분체).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

p를 홀수인 유리 소수라 하고 ζp를 1의 원시 p제곱근이라 합시다. K=ℚ(ζp)라 합시다. 𝒪K=ℤ[ζp]임을 증명하십시오. (사실 p가 소수가 아니어도 이 결과는 성립합니다.)


힌트. 명백히 ℤ[ζp]⊆𝒪K이므로, 우리의 목표는 역방향 포함 관계를 보이는 것입니다. 임의의 α∈𝒪K에 대하여 α(1−ζp)의 대각합이 p로 나누어짐을 보이십시오. x=a0+a1ζp+⋯+ap−2ζp−2∈𝒪K (단, ai∈ℚ)가 주어졌을 때, (1−ζp)x를 생각해 보십시오.













장 55 유일 인수분해 (드디어!)


오래도 걸렸습니다.





55.1 동기


디오판토스 방정식 n=x2+5y2에서, 주어진 n에 대한 해에 관심이 있다고 합시다. 아이디어는 n을 ℤ[−5]에서 “인수분해”해 보는 것으로, 예를 들면




	
	6=(1+−5)(1−−5).
	





하지만 안타깝게도 이것은 그리 간단하지 않은데, 앞서 말했듯이 우리는 원소의 유일 인수분해를 갖지 않기 때문입니다:




	
	6=2⋅3=(1+−5)(1−−5).
	





이것이 통하지 않는 한 가지 이유는 우리에게 최대공약수라는 개념이 없기 때문입니다. (35,77)=7이라고 쓸 수는 있지만, (3,1+−5)는 어떻게 이해해야 할까요?




요령은 아이디얼을 “일반화된 최대공약수”로 사용하는 것입니다. (a,b)라는 표기로 제가 의미하는 것은 아이디얼 {ax+by∣x,y∈ℤ[−5]}임을 기억하십시오. (35,77)=(7)임을 알 수 있지만, (3,1+−5)는 환 안의 실제 값을 나타내지 않으므로 “단순화되지 않은” 채로 남게 됩니다. 이러한 집합(아이디얼)을 원소처럼 사용하면, 소인수분해의 완전한 이론을 전개할 수 있음이 밝혀지며, 이 장에서 바로 그것을 다룹니다.




다시 말해, 우리는 아이디얼 (a1,…,am)을 사용해 a1, …, am의 “일반화된 최대공약수”를 해석합니다. 특히 표현하고자 하는 수 x가 있다면, 이를 그냥 (x)로 부호화합니다.




다시 6의 예로 돌아가서,




	
	(6)=(2)⋅(3)=(1+−5)⋅(1−−5).
	





실제로 (6)을 소 아이디얼로 완전히 인수분해하면 다음과 같다는 것을 제 말대로 믿어 주십시오.




	
	(6)=(2,1−−5)2(3,1+−5)(3,1−−5)=𝔭2𝔮1𝔮2.
	





실제로 (2)=𝔭2, (3)=𝔮1𝔮2, (1+−5)=𝔭𝔮1, (1−−5)=𝔭𝔮2입니다. 따라서 6은 원소로는 인수분해되지 않더라도 아이디얼로는 실제로 유일하게 인수분해됩니다.




위에서 볼 수 있듯이, 아이디얼 인수분해는 원소 인수분해보다 더 정교합니다. 아이디얼로의 인수분해를 얻고 나면, 거기서부터 원소로의 모든 인수분해를 복원할 수 있습니다. 이것의 요점은, n을 x2+5y2로 쓰고 싶다면 n을 아이디얼로 인수분해하기만 하면 되고, 거기서부터 원소로의 모든 인수분해를 복원할 수 있으며, 결국 n을 x2+5y2로 쓰는 모든 방법을 얻을 수 있다는 것입니다. 우리는 이미 n을 유리 소인수로 분해할 수 있으므로(위의 예 6=2⋅3처럼), 각 유리 소수 p∣n이 어떻게 분해되는지만 알아내면 됩니다. 이를 위한 방법이 있는데, 바로 정리 55.5.4입니다! 실제로 이 특수한 경우에 그것이 무엇을 말하는지도 알려드리겠습니다:


	•

만약 t2+5가 (t+c)(t−c)(modp)로 인수분해되면, (p)=(p,c+−5)(p,c−−5)입니다.




	•

그렇지 않으면 (p)는 소 아이디얼입니다.






이 장에서는 유일 인수분해 이론을 완전히 일반적인 형태로 전개하겠습니다.





비고 55.1.1.


이 장에서는 𝔞, 𝔟, 𝔭, 𝔮 라는 문자를 𝒪K의 아이디얼을 나타내는 데 사용하겠습니다. 분수 아이디얼이 등장할 때는 I와 J를 사용하겠습니다.










55.2 아이디얼 산술


대표적인 예: (x)(y)=(xy)이고, (x)+(y)=(gcd(x,y))입니다. 어느 경우든 생성원의 관점에서 생각하십시오.




먼저 두 아이디얼 𝔞와 𝔟를 더하고 곱하는 방법을 알려드려야 합니다.





정의 55.2.1.


환 R의 두 아이디얼 𝔞와 𝔟가 주어졌을 때, 다음과 같이 정의합니다




	
	𝔞+𝔟
	≔{a+b∣a∈𝔞,b∈𝔟}
	





	
	𝔞⋅𝔟
	≔{a1b1+⋯+anbn∣ai∈𝔞,bi∈𝔟}.
	











(일반적인 환에서는 무한합이 의미가 없으므로, 𝔞⋅𝔟에서 유한 개의 항 이후로 합을 끊는다는 점에 유의하십시오.) 이것들이 실제로 아이디얼임을 쉽게 확인할 수 있습니다. 이 정의는 𝔞와 𝔟의 생성원의 관점에서 생각하면 더 자연스럽습니다.





명제 55.2.2 (생성원을 통한 아이디얼 연산).


𝔞=(a1,a2,…,an)이고 𝔟=(b1,…,bm)이 환 R의 아이디얼이라고 합시다. 그러면


	(a)

𝔞+𝔟는 a1,…,an,b1,…,bm으로 생성되는 아이디얼입니다.




	(b)

𝔞⋅𝔟는 1≤i≤n이고 1≤j≤m인 aibj로 생성되는 아이디얼입니다.












증명.


꽤 간단하니, 이 결과가 옳다는 것을 스스로 확인해 보십시오. ∎





다시 말해, 합에 대해서는 두 생성원 집합을 이어 붙이고, 곱에 대해서는 생성원들의 곱을 취합니다. 주 아이디얼의 경우 이는 “보통의” 곱셈과 일치한다는 점에 주목하십시오. 예를 들어




	
	(3)⋅(5)=(15)
	





ℤ에서 말입니다.





비고 55.2.3.


아이디얼 𝔞와 원소 c에 대해, 집합




	
	c𝔞={ca∣a∈𝔞}
	





은 (c)⋅𝔞와 같다는 점에 주목하십시오. 따라서 “스케일링”과 “주 아이디얼을 곱하는 것”은 같은 것입니다. 이는 중요한데, 앞으로 두 개념을 서로 바꾸어 사용할 것이기 때문입니다.








비고 55.2.4.


두 아이디얼의 덧셈은 원소들의 덧셈에 대응하지 않습니다 — 예를 들어, (4)+(6)=(4,6)=(2)이지만, 4+6=10입니다.




이것이 우리가 기대할 수 있는 최선입니다 — 아이디얼에 대해서는 원소들의 덧셈이 의미를 가지지 않습니다 — 예를 들어, 1+1=2이고 1+(−1)=0이지만, 아이디얼로서는 (1)=(−1)입니다.




사실, 아이디얼의 덧셈은 원소들의 gcd를 직관적으로 일반화한 것입니다 — 위의 예에서 확인할 수 있듯이, gcd(4,6)=2입니다.




그럼에도 불구하고, 𝔞+𝔟가 (𝔞,𝔟)와 같은 표기보다 자연스러운 표기라는 데 동의하시기를 바랍니다.




인수분해는 아이디얼들을 더하는 것이 아니라 곱하는 것을 수반하므로, 당분간은 𝔞+𝔟라는 표기를 사용할 필요가 없을 것입니다.







마지막으로, 인수분해를 하고자 한다면 나눗셈이라는 개념이 있어야 합니다. 그래서 다음과 같이 정의합니다:





정의 55.2.5.


𝔞가 𝔟를 나눈다고 말하며, 𝔞⊇𝔟이면 𝔞∣𝔟라고 씁니다.







포함관계가 뒤집힌다는 점에 주목하십시오! 따라서 (3)은 (15)를 나누는데, 이는 (15)가 (3)에 포함되기 때문입니다. 즉, 15의 모든 배수는 3의 배수입니다. 그리고 앞 절의 예시로부터: ℤ[−5]에서, (3,1−−5)는 (3)과 (1−−5)를 나눕니다.




마지막으로,  소 아이디얼은 정의 5.3.1에서와 같이 정의됩니다: xy∈𝔭가 x∈𝔭 또는 y∈𝔭를 함의하면 𝔭는 소 아이디얼입니다. 이는 나눗셈의 정의와 부합합니다:





연습문제 55.2.6.


영이 아닌 진 아이디얼 𝔭가 소 아이디얼인 것은, 𝔭가 𝔞𝔟를 나눌 때마다 𝔭가 𝔞 또는 𝔟 중 하나를 나누는 것과 동치입니다.







비고 5.3.3에서 언급했듯이, 이는 또한 우리가 단원에 의한 곱셈을 무시할 수 있게 해줍니다: (−3)=(3).







55.3 데데킨트 정역


대표적인 예: 어떠한 𝒪K이든 데데킨트 정역입니다.




이제 데데킨트 정역을 다음과 같이 정의합니다.





정의 55.3.1.


정역 𝒜는, 뇌터 환이고 정수적으로 닫혀 있으며 𝒜의 영이 아닌 모든 소 아이디얼이 실제로 극대 아이디얼일 때,  데데킨트 정역입니다. (마지막 조건이 중요한 조건입니다.)








비고 55.3.2.


우리는 곧 임의의 수체 K에 대해 𝒪K가 데데킨트 정역임을 증명할 것입니다. 이는 사실 Napkin에서 우리가 사용할 유일한 경우입니다. 그러므로 ”데데킨트 정역”이라는 용어를 도입하는 것은, 우리가 실제로 다른 종류의 데데킨트 정역을 마주치게 될 것이기 때문이 아니라, 주로 유일 인수분해를 위해 𝒪K의 어떤 성질들이 사용되는지 강조하기 위함입니다.







여기서 새로 정의해야 할 단어가 하나 있지만, 이를 그리 많이 사용하지는 않을 것입니다.





정의 55.3.3.


R을 정역이라 하고, K를 그 분수체라 합시다. R 위의 모닉 다항식의 근이 되는 K의 원소 a∈K가 오직 R의 원소(즉 자명한 x−r 다항식의 근)뿐일 때, R이  정수적으로 닫혀 있다고 합니다.







데데킨트 정역의 정의에서 흥미로운 조건은 마지막 조건입니다: 소 아이디얼과 극대 아이디얼이 동일하다는 것입니다. 다른 조건들은 그저 기술적인 사항일 뿐이지만, ”소 아이디얼은 극대 아이디얼이다”라는 조건은 실질적인 내용을 담고 있습니다.





예제 55.3.4 (ℤ는 데데킨트 정역입니다).


환 ℤ는 데데킨트 정역입니다. 다음을 유의하십시오.


	•

ℤ는 (자명한 이유로) 뇌터입니다.




	•

ℤ의 분수체는 ℚ입니다. f(x)∈ℤ[x]가 모닉이면, 유리근 정리에 의해 모든 유리근은 정수입니다(이는 ℤ¯∩ℚ=ℤ의 증명과 동일합니다). 따라서 ℤ는 정수적으로 닫혀 있습니다.




	•

ℤ의 영이 아닌 소 아이디얼은 (p)이며, 이는 극대 아이디얼이기도 합니다.












우리가 관심을 갖는 경우는 인수분해를 하고자 하는 환 𝒪K입니다. 이제 임의의 수체 K에 대해 환 𝒪K가 데데킨트 정역임을 보이겠습니다. 먼저, 지루한 부분부터 시작합니다.





명제 55.3.5 (𝒪K는 정수적으로 닫혀 있고 뇌터적입니다).


임의의 수체 K에 대해, 환 𝒪K는 정수적으로 닫혀 있고 뇌터적입니다.







증명.


지루하지만, 완전성을 위해 여기 제시합니다.




𝒪K≅ℤ⊕n이므로,111정리 54.2.12에 의함. 이것이 뇌터임을 알 수 있습니다.




이제 𝒪K가 정수적으로 닫혀 있음을 보이겠습니다. η∈K가 𝒪K의 원소들을 계수로 갖는 어떤 다항식의 근이라고 가정합시다. 따라서




	
	ηn=αn−1⋅ηn−1+αn−2⋅ηn−2+⋯+α0
	





여기서 αi∈𝒪K입니다. 우리는 η∈𝒪K 역시 성립함을 보이고자 합니다.




위로부터, 𝒪K[η]는 유한 생성이며… 따라서 ℤ[η]⊆𝒪K[η]는 유한 생성입니다. 그러므로 η∈ℤ¯이며, 따라서 η∈K∩ℤ¯=𝒪K입니다. ∎





이제 재미있는 부분을 해보겠습니다. 반복적으로 다시 등장하게 될 더 강한 결과를 증명하겠습니다.





정리 55.3.6 (중요: 소 아이디얼은 유리 소수를 나눕니다).


𝒪K를 정수환이라 하고, 𝔭를 그 안의 영이 아닌 소 아이디얼이라 합시다. 그러면 𝔭는 어떤 유리 소수 p를 포함합니다. 더욱이 𝔭는 극대 아이디얼입니다.







구체적인 예로, ℤ[i] 안의 (2+i)⊆ℤ[i]를 생각해 봅시다. 이 경우 p=5이며, p∈(2+i)이기 때문에 격자가 두 방향 모두에서 주기 5로 주기적이 됨을 알 수 있고, 이는 {a+bi∣0≤a,b≤4,a,b∈ℤ} 안의 유한히 많은 점들만으로 아이디얼에 대한 모든 잉여류를 덮기에 충분함을 함의합니다.




여기서 몫이 유한함을 보이는 증명은, 다음 절에서 다룰 격자의 메시가 유한하다는 명제와 밀접하게 관련되어 있습니다.




증명.


𝔭 안의 임의의 α≠0을 취합시다. 그 갈루아 켤레들은 대수적 정수이므로, 그들의 곱 N(α)/α는 𝒪K 안에 있습니다(비록 각각의 켤레가 개별적으로는 K 안에 있을 필요가 없더라도 말입니다). 결과적으로 N(α)∈𝔭이며, 우리는 𝔭가 어떤 정수를 포함함을 결론짓습니다.




그런 다음 𝔭 안에서 가장 작은 양의 정수를 p라고 합시다. p는 유리 소수여야 하는데, 그렇지 않다면 𝔭∋p=xy이므로 x,y∈𝔭 중 하나가 성립하기 때문입니다. 이것으로 첫 번째 부분이 증명됩니다.




이제 𝔭가 극대 아이디얼임을 보이기 위해 다소 교묘한 작업을 해보겠습니다. 𝒪K/𝔭를 살펴봅시다; 𝔭가 소 아이디얼이므로 이는 정역이어야 하지만… 우리는 이것이 실제로 유한하다고 주장합니다! 이를 위해, 우리는 𝒪K 위에서 곱셈을 할 수 있다는 사실을 잊습니다. 𝒪K≅ℤ⊕n이 아벨 군으로서 성립함을 상기하면, 우리는 다음과 같은 사상을 얻습니다.




	
	𝔽p⊕n≅𝒪K/(p)↠𝒪K/𝔭.
	





따라서 |𝒪K/𝔭|≤pn은 유한합니다. 유한 정역은 체이므로(문제 5D) 증명이 완료됩니다. ∎





영이 아닌 모든 소 아이디얼 𝔭가 극대 아이디얼이므로, 우리는 이제 𝒪K가 데데킨트 정역임을 알게 되었습니다. 이 교묘한 증명은 본질적으로 문제 5G의 풀이에서 영감을 받았음을 유의하십시오.





비고 55.3.7.


첫 번째 부분에 대한 대안적인 증명은 다음과 같습니다: 𝔭가 아이디얼이므로 α⋅𝒪K⊆𝔭이지만, α⋅𝒪K는 계수 n인 자유 ℤ-가군이므로, 𝔭는 계수 n인 두 자유 ℤ-가군 사이에 끼어 있으며, 정리 18.1.5에 의해 𝔭 역시 계수 n인 자유 가군이어야 합니다. 따라서 몫은 유한하며, 그다음 보조정리 56.8.8을 사용합니다.










55.4 유일 인수분해가 성립합니다


좋습니다, 이제 말씀드리겠습니다!


유일 인수분해는 데데킨트 정역에서 완벽하게 성립합니다!







비고 55.4.1 (데데킨트 정역과 UFD의 비교).


뇌터 조건과 정수 폐포 조건을 잠시 잊는다면, 다음이 성립합니다:


	•

소원소와 기약원소가 같다면, 그 정역은 원소의 유일 인수분해를 허용합니다.




	•

소 아이디얼과 극대 아이디얼이 같다면, 그 정역은 아이디얼의 유일 인수분해를 허용합니다.






유사성에 주목하십시오 — 어느 경우든, 뇌터 조건은 소인수를 계속 추출할 때 유한한 시간 안에 끝난다는 것을 보장하기 위한 것에 “불과합니다”.








예제 55.4.2 (𝒜가 정수적으로 닫혀 있지 않으면 무엇이 잘못될까요?).


ℤ의 아이디얼인 𝒜=2ℤ를 생각해 봅시다. 분명히, 0이 아닌 모든 소 아이디얼은 극대 아이디얼입니다.




그럼에도 불구하고, 𝒜에서 (2⋅3⋅5)=(60)는 소 아이디얼이 아니며 (따라서 물론 극대 아이디얼도 아닙니다), 이를 예를 들어 (2⋅3)⋅(5)로 분해할 수 없습니다.








정리 55.4.3 (소인수분해가 작동합니다).


𝔞를 데데킨트 정역 𝒜의 0이 아닌 진 아이디얼이라 합시다. 그러면 𝔞는 0이 아닌 소 아이디얼 𝔭i들의 유한 곱으로 다음과 같이 쓸 수 있습니다,




	
	𝔞=𝔭1e1𝔭2e2…𝔭geg
	





그리고 이 인수분해는 𝔭i의 순서를 제외하면 유일합니다.




더욱이, 𝔞가 𝔟를 나눈다는 것은 모든 소 아이디얼 𝔭에 대해 𝔞에서 𝔭의 지수가 𝔟에서 그에 대응하는 지수보다 작거나 같다는 것과 동치입니다.







증명을 다 쓰지는 않겠지만, 기본적인 공략법을 설명하겠습니다. [ULL08]의 3절에서 이를 잘 설명하고 있습니다. 산술의 기본정리를 증명할 때, 기본적인 줄거리는 다음과 같았습니다:


	(1)

p가 유리 소수222소수에 대한 유치원 수준의 정의는 “p가 두 개의 더 작은 정수의 곱이 아니다”라는 것임에 주의하십시오. 이는 소수의 올바른 정의가 아닙니다: 소수의 정의는 p∣bc이면 p∣b 또는 p∣c라는 것입니다. 유치원 수준의 정의는 “기약”이라 불리는 것입니다. 다행히도, ℤ에서는 소수와 기약원소가 같은 것이므로, 여러분의 “소수” 정의가 틀렸다고 아무도 말해주지 않았던 것입니다.라면, p∣bc는 p∣b 또는 p∣c를 의미함을 보이십시오. (이는 유클리드 보조정리라 불립니다.)




	(2)

강한 귀납법을 사용하여 모든 N>1이 소수들의 곱으로 표현될 수 있음을 보이십시오(쉽습니다).




	(3)

어떤 소수들에 대해 p1…pm=q1…qn이면(반드시 유일할 필요는 없습니다), p1=qi인 i가 존재함을 보이십시오. 예컨대 q1이라 합시다.




	(4)

양변을 p1으로 나누고 귀납법을 사용하십시오.






여기서 이 증명을 반복하려고 하면 어떻게 될까요? 우리는 1단계를 공짜로 얻습니다. 왜냐하면 더 나은 ”소수”의 정의를 사용하고 있기 때문입니다. 3단계도 할 수 있는데, 이는 1단계로부터 따라 나오기 때문입니다. 그러나 2단계는 작동하지 않는데, 추상적인 데데킨트 정역에 대해서는 크기라는 개념이 실제로 없기 때문입니다. 그리고 4단계도 작동하지 않는데, 아직 소 아이디얼의 역원이 무엇인지에 대한 개념이 없기 때문입니다.




그런데 실제로는 아이디얼의 역원 𝔞−1를 정의할 수 있으며, 이 장이 끝날 때까지 그렇게 할 것입니다. 그러면 𝔞⋅𝔞−1=(1)=𝒜임을 확인해야 합니다. 사실 이것조차 쉽지 않습니다. 먼저 소 아이디얼 𝔭에 대해 이것이 참임을 확인하고, 그런 다음 소인수분해를 증명하고, 그다음에 이것이 참임을 증명해야 합니다. 더욱이 𝔞−1는 실제로는 아이디얼이 아니므로, 𝒜 대신 분수체 K에서 작업해야 합니다.




그러므로 새로운 상황에서의 주요 단계들은 다음과 같습니다.


	(1)

먼저, 모든 아이디얼 𝔞가 유한한 소수들의 모임 𝔭1…𝔭g를 나눔을 보이십시오. (이는 초른의 보조정리의 응용입니다.)




	(2)

𝔭−1를 정의하고 𝔭𝔭−1=(1)임을 보이십시오.




	(3)

인수분해가 존재함을 보이십시오(다시 초른의 보조정리를 사용합니다).




	(4)

우리가 정의한 새로운 역원을 사용하여 그것이 유일함을 보이십시오.









마지막으로, 𝒜가 (예를 들어 ℤ와 같은) 주 아이디얼 정역(PID)인 경우 이것이 얼마나 멋진지 언급하겠습니다. 그러면 모든 원소 a∈𝒜는 아이디얼 (a)와 직접 대응됩니다. 이제 (a)가 아이디얼들의 곱 𝔭i=(pi)로 인수분해된다고 가정해봅시다.




	
	(a)=(p1)e1(p2)e2…(pn)en.
	





이는 문자 그대로




	
	a=up1e1p2e2…pnen
	





으로 읽히며, 여기서 u는 어떤 단원입니다(정의 4.4.1을 상기하십시오). 따라서 PID인 데데킨트 정역은 ℤ에서와 마찬가지로 원소들에 대한 유일 인수분해를 만족합니다. (사실 이것의 역도 참입니다.)







55.5 인수분해 알고리즘


이차체(quadratic field)에서 몇 가지 예를 살펴보겠습니다. K=ℚ(d)이면 다음과 같음을 기억하십시오.




	
	𝒪K={ℤ[d]d≡2,3(mod4)ℤ[1+d2]d≡1(mod4).
	





또한 a+b−d의 노름은 a2+db2로 주어짐을 기억하십시오.





예제 55.5.1 (ℚ(−5)의 정수환에서 6을 인수분해하기).


K=ℚ(−5)로부터 나오는 𝒪K=ℤ[−5]를 생각합시다. 우리는 이미




	
	(6)=(2)⋅(3)=(1+−5)(1−−5)
	





그리고 이 주 아이디얼들로는 더 이상 나아갈 수 없습니다. 하지만 다음과 같이 둡시다.




	
	𝔭=(1+−5,2)=(1−−5,2)그리고𝔮1=(1+−5,3),𝔮2=(1−−5,3).
	





그러면 (6)=𝔭2𝔮1𝔮2임이 밝혀집니다. 더 구체적으로는 (2)=𝔭2, (3)=𝔮1𝔮2이며, (1+−5)=𝔭𝔮1이고 (1−−5)=𝔭𝔮2입니다. (증명은 곧 하겠습니다.)







우리의 모든 아이디얼이 𝒪K에 대해 계산된다는 점을 강조하고 싶습니다. 예를 들어,




	
	(2)={2x∣x∈𝒪K}.
	








이 예에서 𝔭가 소 아이디얼/극대 아이디얼임을 어떻게 알 수 있을까요? (다시 말하지만, 우리는 데데킨트 정역에 있으므로 이 둘은 같습니다.) 답: 𝒪K/𝔭를 살펴보고 그것이 체인지 확인하십시오. 여기에는 요령이 있습니다: 우리는 다음과 같이 나타낼 수 있습니다.




	
	𝒪K=ℤ[−5]≅ℤ[x]/(x2+5).
	





따라서 그것을 𝔭로 나눈 나머지를 취하면, 다음을 얻습니다.




	
	𝒪K/𝔭=ℤ[x]/(x2+5,2,1+x)≅𝔽2[x]/(x2+5,x+1)
	





환으로서.





질문 55.5.2.


𝒪K/𝔭≅𝔽2임을 결론짓고, 𝔮1과 𝔮2 또한 극대 아이디얼임을 스스로 확인해 보십시오.







아이디얼 곱셈의 명시적인 예를 하나 들어야겠습니다. 다음을 계산해봅시다.




	
	𝔮1𝔮2
	=((1+−5)(1−−5),3(1+−5),3(1−−5),9)
	





	
	
	=(6,3+3−5,3−3−5,9)
	





	
	
	=(6,3+3−5,3−3−5,3)
	





	
	
	=(3)
	





여기서 우리는 먼저 9−6=3을 계산했고(유클리드 알고리즘을 떠올리십시오!), 그다음 다른 모든 생성원들이 3으로 이미 가진 것 외에 아무것도 기여하지 않음을 확인했습니다(이 아이디얼들 역시 𝒪K에서 계산된 것입니다). 𝔭2, 𝔭𝔮1, 𝔭𝔮2에 대해서도 같은 방식으로 계산할 수 있습니다.




마지막으로, 어떤 x에 대해서도 𝔭≠(x)임을, 즉 𝔭가 주 아이디얼이 아님을 빠르게 확인해볼 가치가 있습니다. 모순을 위해 그렇다고 가정합시다. 그러면 x는 1+−5와 2를 모두 나누는데, 이는 어떤 α1,α2∈𝒪K에 대해 1+−5=α1x이고 2=α2x라는 의미입니다. (주 아이디얼은 정확히 x의 ”배수”들이므로 (x)=x𝒪K입니다.) 노름을 취하면, NK/ℚ(x)가 다음 둘을 모두 나눔을 알 수 있습니다.




	
	NK/ℚ(1+−5)=6그리고NK/ℚ(2)=4.
	





𝔭≠(1)이므로 x는 단원일 수 없으며, 따라서 그 노름은 2여야 합니다. 그러나 𝒪K에는 노름이 2=a2+5b2인 원소가 존재하지 않습니다.





예제 55.5.3 (ℚ(−17)의 정수환에서 3을 인수분해하기).


𝒪K=ℤ[−17]가 K=ℚ(−17)로부터 나온다고 합시다. 우리는 𝒪K≅ℤ[x]/(x2+17)임을 알고 있습니다. 이제




	
	𝒪K/3𝒪K≅ℤ[x]/(3,x2+17)≅𝔽3[x]/(x2−1).
	





이는 이미 (3)이 소(즉 극대) 아이디얼이 될 수 없음을 보여주는데, 그렇지 않다면 우리의 결과가 체(field)여야 하기 때문입니다. 어쨌든 우리는 다음과 같은 사영을 갖습니다.




	
	𝒪K↠𝔽3[x]/((x−1)(x+1)).
	





𝔮1을 그 상(image)에서 (x−1)의 원상(pre-image)이라 합시다. 즉,




	
	𝔮1=(3,−17−1).
	





마찬가지로,




	
	𝔮2=(3,−17+1).
	





우리는 𝒪K/𝔮1≅𝔽3임을 알고 있으므로, 𝔮1은 극대(소) 아이디얼입니다. 마찬가지로 𝔮2도 소 아이디얼입니다. 신기하게도, 다음을 명시적으로 확인할 수 있습니다.




	
	𝔮1𝔮2=(3).
	





따라서 이것이 (3)의 소 아이디얼로의 인수분해입니다.







𝔮1𝔮2=(3)이라는 사실은 신기해 보이지만, 실제로 참입니다.




	
	𝔮1𝔮2
	=(3,−17−1)(3,−17+1)
	





	
	
	=(9,3−17+3,3−17−3,18)
	





	
	
	=(9,3−17+3,6)
	





	
	
	=(3,3−17+3,6)
	





	
	
	=(3).
	





사실 이것은 일반적으로 항상 성립하는 것으로 밝혀졌습니다. 유리 소수 p가 주어지면, ℤ[θ] 형태의 임의의 𝒪K에서 p를 인수분해하는 알고리즘이 존재합니다.





정리 55.5.4 (소인수분해 알고리즘 / 데데킨트-쿠머 정리).


K를 대수적 수체라 합시다. θ∈𝒪K가 |𝒪K/ℤ[θ]|=j<∞를 만족한다 하고, p를 j를 나누지 않는 소수라 합시다. 그러면 (p)=p𝒪K는 다음과 같이 인수분해됩니다:


f를 θ의 최소다항식이라 하고, f¯를 법 p로 다음과 같이 인수분해합시다




	
	f¯≡∏i=1g(f¯i)ei(modp).
	





그러면 각 i에 대해 𝔭i=(fi(θ),p)는 소 아이디얼이며, (p)의 인수분해는 다음과 같습니다




	
	𝒪K⊇(p)=∏i=1g𝔭iei.
	







특히, K가 𝒪K=ℤ[θ]인 단생성체(monogenic)라면 j=1이며, 이 정리는 모든 소수 p에 대해 적용됩니다.







이 책의 거의 모든 응용에서 K는 단생성체, 즉 j=1일 것입니다. 여기서 ψ¯는 다항식 ψ∈ℤ[x]가 𝔽p[x]에서 갖는 상을 나타냅니다.





질문 55.5.5.


우리가 선택할 수 있는 원상 fi는 여러 가지가 있을 수 있습니다 (예를 들어 fi¯=x2+1(mod3)이라면, fi=x2+3x+7을 선택할 수도 있습니다.) 이것이 𝔭i의 값에 영향을 주지 않는 이유는 무엇입니까?







앞서 우리는 특정한 경우에 대해 이 인수분해가 성립하는지 확인할 수 있었음에 유의하십시오. 이것이 성립한다는 증명도 이와 거의 같지만, 아이디얼 노름이라는 도구가 하나 더 필요합니다. 그 이후에는 이 명제를 문제 55E로 남겨둡니다.




이 알고리즘은 𝒪K=ℤ[θ]인 임의의 단생성 대수적 수체에서 (p)의 소인수분해를 계산하는 구체적인 방법을 제공합니다. 그 절차를 요약하면 다음과 같습니다:


	1.

θ의 최소다항식을 구하고, 이를 f∈ℤ[x]라 합시다.




	2.

f를 법 p로 기약다항식들 f¯1e1f¯2e2…f¯geg로 인수분해합니다.




	3.

각 i에 대해 𝔭i=(fi(θ),p)를 계산합니다.






그러면 (p)=𝔭1e1…𝔭geg입니다.




혹은 더 짧게:


ℤ[x]/(f(x))에서 p를 인수분해하는 대신, ℤ[x]/(p)에서 f(x)를 인수분해할 수 있습니다.



두 방법 모두 ℤ[x]/(f(x),p)에서 0을 인수분해하는 것과 동치입니다 — 다시 말해, ℤ[x]/(f(x),p)를 ℤ[x]-가군의 직합으로 쓰는 것입니다.





연습문제 55.5.6.


위의 알고리즘을 사용하여 ℤ[i]에서 (29)를 인수분해하십시오.










55.6 분수 아이디얼


대표적인 예: ℤ에 대한 ℚ의 유사물로, 아이디얼의 역원을 취할 수 있게 해줍니다. 소인수분해가 가장 좋은 방식으로 작동합니다.




이제 정수를 인수분해하는 것과 마찬가지로 𝒜의 아이디얼을 인수분해하는 깔끔한 이론을 갖추었습니다. 이제 ℤ의 인수분해가 자연스럽게 ℚ의 원소를 인수분해하는 방법을 제공한다는 점에 주목하십시오. 분자와 분모를 각각 인수분해하면 됩니다.




유사성을 더 명확히 해봅시다. 유리수의 유사물은 다음과 같습니다.





정의 55.6.1.


𝒜를 분수체 K를 갖는 데데킨트 정역이라 합시다. K의  분수 아이디얼 J란 다음과 같은 형태의 집합입니다




	
	J=1x⋅𝔞여기서 x∈𝒜이고, 𝔞는 정수 아이디얼입니다.
	





강조를 위해, 𝒜의 아이디얼을 때때로  정수 아이디얼이라 부르기도 합니다.







이 정의가 다소 의외라고 느껴질 수도 있습니다: 분수 아이디얼이 어떤 정수 아이디얼 𝔞, 𝔟에 대해 𝔞𝔟의 형태여야 한다고 예상할 법도 합니다. 하지만 실제로는 분모에 x∈𝒜만 있으면 충분합니다. 이는 우리가 𝒪K를 살펴볼 때, 정수 분모만 있으면 충분하다는 것을 발견했던 것과 같은 유비입니다: 14−3=113(4+3). 이와 마찬가지로 여기서도 𝔞𝔟 대신 1x⋅𝔞만 살펴보면 충분하다는 것이 밝혀질 것이며, 그래서 처음부터 이런 식으로 정의합니다. 다른 동치인 정의는 문제 55D를 참고하십시오.





예제 55.6.2 (52ℤ는 분수 아이디얼입니다).


집합




	
	52ℤ={52n∣n∈ℤ}=12(5)
	





은 ℤ의 분수 아이디얼입니다.







이제 앞서 규정한 대로, 분수 아이디얼은 곱셈에 대한 군을 이룹니다:





정리 55.6.3 (분수 아이디얼은 군을 이룹니다).


𝒜를 데데킨트 정역이라 하고 K를 그 분수체라 합시다. 임의의 정수 아이디얼 𝔞에 대해, 집합




	
	𝔞−1={x∈K∣x𝔞⊆(1)=𝒜}
	





은 𝔞𝔞−1=(1)을 만족하는 분수 아이디얼입니다.







(이 결과는 자명하지 않습니다. 𝔞𝔞−1=(1)을 증명하는 한 가지 방법은, 먼저 𝔞가 소 아이디얼인 경우에 대해 증명한 다음, 𝔞의 소 아이디얼로의 분해를 고려하는 것입니다.)





정의 55.6.4.


따라서 K의 0이 아닌 분수 아이디얼들은 항등원 (1)=𝒜를 갖는 곱셈 군을 이룹니다. 이  아이디얼 군은 JK로 표기합니다.








예제 55.6.5 (ℤ에서의 (3)−1).


ℤ에서 다음이 성립함을 확인해 보십시오




	
	(3)−1={13n∣n∈ℤ}=13ℤ.
	











이로부터 모든 분수 아이디얼 J는 다음과 같이 유일하게 표현될 수 있음이 따라옵니다




	
	J=∏i𝔭ini⋅∏i𝔮i−mi
	





여기서 ni와 mi는 양의 정수입니다. 실제로 𝔞가 정수 아이디얼인 것은, 정수의 경우와 마찬가지로, 그 모든 지수가 음이 아닌 경우와 동치입니다. 그러므로 분수 아이디얼을 생각하는 아마도 더 나은 방법은, 음의 지수를 가질 수도 있는 소 아이디얼들의 곱으로 보는 것입니다.







55.7 아이디얼 노름


마지막 도구는 아이디얼 노름으로, 이는 아이디얼의 ”크기”에 대한 개념을 제공합니다.





정의 55.7.1.


0이 아닌 아이디얼 𝔞⊆𝒪K의  아이디얼 노름(또는 절대 노름)은 |𝒪K/𝔞|로 정의되며 N(𝔞)로 표기합니다.








예제 55.7.2 (가우스 정수에서 (5)의 아이디얼 노름).


K=ℚ(i), 𝒪K=ℤ[i]라 합시다. 𝒪K에서의 아이디얼 (5)를 생각해 봅시다. 다음이 성립합니다




	
	𝒪K/(5)≅{a+bi∣a,b∈ℤ/5ℤ}
	





따라서 (5)는 아이디얼 노름 25를 가지며, 이는 𝒪K/(5)가 52=25개의 원소를 가진다는 사실에 대응됩니다.








예제 55.7.3 (가우스 정수에서 (2+i)의 아이디얼 노름).





	
	𝒪K/(2+i)≅𝔽5
	





임을 알 수 있는데, 이는 2+i를 법으로 할 때 5≡0이고 i≡−2이기 때문입니다. (실제로 (2+i)가 소 아이디얼이므로 체를 얻는 것이 당연합니다!) 따라서 N((2+i))=5이며, 마찬가지로 N((2−i))=5입니다.







따라서 아이디얼 노름은 그 아이디얼이 얼마나 ”여유로운지”를 측정합니다: 즉, (5)는 ℤ에서보다 ℤ[i]에서 훨씬 더 넓게 퍼져 있습니다. (이 직관은 나중에 𝒪K를 실제로 격자로 볼 때 중요해질 것입니다.)





질문 55.7.4.


아이디얼 노름이 1인 아이디얼은 무엇입니까?







(5)를 이용한 우리의 예시는 아이디얼 노름의 여러 성질을 시사하는데, 이는 실제로 참임이 밝혀집니다:





보조정리 55.7.5 (절대 노름의 성질).


𝔞를 𝒪K의 0이 아닌 아이디얼이라 합시다.


	(a)

N(𝔞)는 유한합니다.




	(b)

다른 임의의 영이 아닌 아이디얼 𝔟에 대해, N(𝔞𝔟)=N(𝔞)N(𝔟)입니다.




	(c)

𝔞=(a)가 주 아이디얼이면, N(𝔞)=|NK/ℚ(a)|입니다. 












아쉽게도 이 성질들을 증명하지는 않겠지만, 𝒪K가 데데킨트 정역임을 증명할 때 이미 (a)를 증명했습니다.




원소의 노름의 경우와 마찬가지로, 아이디얼 노름 또한 기하학적 해석을 가집니다: 𝔞=(a)일 때 μa를 a-곱하기 사상이라 하면, NK/ℚ(a)=|detμa|는 K를 ℚ-벡터 공간으로 볼 때 μa 아래에서 K가 얼마나 늘어나는지를 측정한다는 것을 상기하십시오.





연습문제 55.7.6.


μa(𝒪K)⊆𝒪K이면, |𝒪K/a𝒪K|가 정확히 |detμa|와 같음을 스스로 확인해 보십시오.







이는 왜 N(𝔞)=|NK/ℚ(a)|인지를 설명해 주지만, 𝔞=(a)=(−a)이므로 𝔞-곱하기 사상이 유일할 필요는 없다는 점에 유의하십시오.




N이 완전히 곱셈적이라는 사실 덕분에, 자연스러운 확장을 통해 분수 아이디얼 J의 노름도 생각할 수 있습니다




	
	J=∏i𝔭ini⋅∏i𝔮i−mi⟹N(J)≔∏iN(𝔭i)ni∏iN(𝔮i)mi.
	





따라서 N은 JK→ℚ×인 자연스러운 군 준동형사상입니다.







55.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 55A.


K=ℚ(−13)일 때, 𝒪K에서 77의 서로 다른 인수분해가 세 가지 존재함을 보이십시오.








문제 55B.


K=ℚ(23)라 하고, 𝒪K=ℤ[23]임을 주어진 것으로 받아들이십시오. 𝒪K에서 (5)의 인수분해를 구하십시오.








문제 55C (페르마의 소정리).


𝔭를 어떤 정수환 𝒪K의 소 아이디얼이라 하십시오. α∈𝒪K에 대해 다음을 보이십시오,




	
	αN(𝔭)≡α(mod𝔭).
	






힌트. 보통의 페르마의 소정리의 증명을 그대로 따라 해 보십시오.




풀이. α≡0(mod𝔭)이면 자명하므로, 그렇지 않은 경우를 가정합니다. 그러면 𝒪K/𝔭는 N(𝔭)개의 원소를 갖는 유한체입니다. (𝒪K/𝔭)∗를 살펴보면, 이는 N(𝔭)−1개의 원소를 갖는 곱셈군이므로, αN(𝔭)−1≡1(mod𝔭)이며, 원하는 결과를 얻습니다.










문제 55D.


𝒜를 분수체 K를 갖는 데데킨트 정역이라 하고, J⊆K를 택하십시오. J가 분수 아이디얼인 것과 다음이 동치임을 보이십시오


	(i)

J가 덧셈 및 𝒜의 원소에 의한 곱셈에 대해 닫혀 있고, 또한




	(ii)

J가 아벨 군으로서 유한 생성됩니다.






더 간결하게 말하면: J가 분수 아이디얼인 것 ⇔ J가 유한 생성 𝒜-가군인 것입니다.


힌트. 분모를 없애십시오!




풀이. J가 K의 몇몇 원소들에 의해 생성된다고 가정합시다; 이들을 αi,βi∈𝒜에 대해 βiαi로 쓸 수 있습니다. 따라서




	
	J={∑iγi⋅βiαi∣αi,βi,γi∈𝒪K}.
	





이제 ”분모를 없애 봅시다”. α=α1…αn이라 두고, αJ가 정수 아이디얼임을 보이십시오.










문제 55E.


정리 55.5.4의 표기법에서, I=∏i=1g𝔭iei라 하십시오. 간단히 하기 위해 K가 단생성이어서 𝒪K=ℤ[θ]라고 가정합니다.


	(a)

각 𝔭i가 소 아이디얼임을 증명하십시오.




	(b)

(p)가 I를 나눈다는 것을 보이십시오.




	(c)

노름을 사용하여 (p)=I임을 보이십시오.







힌트. (a)는 간단합니다. (b)의 경우 p를 법으로 하여 계산하십시오. (c)의 경우 노름을 사용하십시오.




풀이. (a) 부분에서, 𝔭i가 소 아이디얼인 이유는 단지 다음이




	
	𝒪K/𝔭i≅(ℤ[x]/f)/(p,fi)≅𝔽p[x]/(fi)
	





체이기 때문이며, 이는 fi가 기약이기 때문입니다.

(b)를 확인해 봅시다. p를 법으로 하여 곱을 계산하면 다음을 얻습니다333예를 들어, (3,1+7)(3,1−7)이 (3)에 포함됨을 알고 싶다고 합시다. 전체 계산을 수행하여 (9,3+37,3−37,6)을 얻을 수 있습니다. 하지만 모든 원소가 3으로 나누어떨어진다는 사실만 필요하다면, 처음부터 “3을 법으로 하여” (1+7)(1−7)=(6)만 살펴보아도 충분합니다. 나머지 곱들은 모두 명백히 3의 인수를 가질 것입니다. 




	
	∏i=1g(fi(θ))ei≡(f(θ))≡0(modp)
	





따라서 I⊆(p)임을 보였습니다.

마지막으로, 크기 논증을 통해 (c)를 증명합니다. 핵심 아이디어는 I와 (p)가 실제로 같은 크기를 가져야 한다는 것이며, 이를 정확히 확인하기 위해 아이디얼 노름을 사용할 것입니다. (p)가 I를 나누므로, (p)=∏i=1g𝔭iei′로 쓸 수 있으며, 여기서 각 i에 대해 ei′≤ei입니다. 𝒪K/(p)≅ℤ/pℤ[x]/(f)의 크기가 pdegf임에 주목하십시오. 마찬가지로, 각 i에 대해 𝒪K/𝔭i의 크기는 pdegfi입니다. 이제 ei′를 사용하여 N((p))를 계산하고 결과를 비교하십시오.










문제 55F (USEMO 2025).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

k를 6으로 나누어떨어지지 않는 양의 정수라 합시다. p가 2025k−1과 2026k−1을 모두 나누는 소수 p가 존재한다고 가정합시다. p<3k임을 증명하십시오.


힌트. ω를 k차 단위근이라 합시다. 𝔭를 K=ℚ(ω)의 정수환에서 p 위에 있는 임의의 소 아이디얼이라 합시다. 2025−ωi와 2026−ωj가 𝔭에 속하는 지표 i와 j가 존재함을 보이십시오. 그런 다음 1+ωi−ωj가 0이 아니며 노름이 3k 이하임을 보이십시오.




풀이. 앞서와 같이, ω:-e2iπk로 둡시다. K=ℚ(ω)라 하고, pℤ 위에 있는 𝒪K의 임의의 소 아이디얼 𝔭를 선택합시다.

다음을 알고 있습니다




	
	∏i=0k−1(2025−ωi)=2025k−1∈(p)⊆𝔭
	





그리고 𝔭는 소 아이디얼이므로, 어떤 i에 대해 2025−ωi∈𝔭임을 알 수 있습니다. 마찬가지로 어떤 j에 대해 2026−ωj∈𝔭입니다. 빼면,




	
	(2026−ωj)−(2025−ωi)=1+ωi−ωj∈𝔭⟹p∣NK/ℚ(1+ωi−ωj).
	





6∤k이므로 1+ωi−ωj≠0이 성립하고, 따라서 p는 위의 노름 이하입니다. 그러나 정의로부터 직접,




	
	|Nℚ(ω)/ℚ(1+ωi−ωj)|=∏gcd(m,k)=1,1≤m≤k|1+ωmi−ωmj|≤3k.
	

















장 56 민코프스키 경계와 유상군


우리는 이제 아이디얼의 유일 인수분해에 관한 훌륭한 이론을 갖추었습니다. PID의 경우, 이것은 실제로 우리에게 UFD를 제공합니다. 좋습니다.




잠시 후, 𝒪K가 PID로부터 얼마나 멀리 떨어져 있는지를 측정하는 유상군이라는 것을 정의할 것입니다; 유상군이 클수록 𝒪K는 PID로부터 더 멀리 떨어져 있습니다. 특히, 𝒪K는 유상군이 자명하면 PID입니다.




그런 다음 유상군에 제약을 가할 수 있게 해 주는 몇 가지 부등식을 제시할 것입니다; 예를 들어, 이것은 어떤 경우에는 유상군이 반드시 자명해야 함을 보이는 데 사용될 것입니다. 놀랍게도, 그 증명은 기하학의 결과인 민코프스키 정리를 사용할 것입니다.





56.1 유상군


대표적인 예: PID는 자명한 유상군을 가집니다.




K를 수체라 하고, JK를 𝒪K의 분수 아이디얼로 이루어진 곱셈군이라 합시다. PK를  주 분수 아이디얼로 이루어진 곱셈군, 즉 어떤 x∈K에 대해 (x)=x𝒪K 꼴인 것들의 군이라 합시다.





질문 56.1.1.


PK 역시 곱셈군임을 확인하십시오. (이것은 정말 쉽습니다: x𝒪K⋅y𝒪K와 (x𝒪K)−1를 명명해 보십시오.)







JK가 아벨 군이므로, 우리는 이제  유상군(또는  아이디얼 유상군)을 다음 몫으로 정의할 수 있습니다




	
	ClK≔JK/PK.
	





ClK의 원소들을  류라고 부릅니다.




동등하게,


유상군 ClK는 K에서의 상수배에 대해 법(modulo)을 취한, 영이 아닌 분수 아이디얼들의 집합입니다.






두 아이디얼이 𝒪K-가군으로서 동형사상일 때에만 같은 류에 속하므로, 류를 아이디얼들의 ”모양”으로 생각할 수도 있습니다.





예제 56.1.2 (ℚ(−5)에서의 아이디얼 류).


만약 체가 허수 이차체라면, 아이디얼의 류를 시각화하는 것은 정말 쉽습니다: 복소수를 곱하는 것은 스케일링과 회전의 조합에 대응하므로(즉, 각도를 보존하므로), 두 아이디얼이 닮음일 때, 즉 회전과 스케일링을 사용하여 하나를 다른 하나 위에 겹칠 수 있을 때 같은 류에 속합니다.




체가 K=ℚ(−5)일 때, 정수환은 𝒪K=ℤ[−5]입니다.




아래의 첫 번째 그림은 아이디얼 (1)⊆𝒪K를 나타냅니다. 두 번째 그림은 주 아이디얼이 아닌 (2,1+−5)⊆𝒪K를 나타냅니다.

[image: 도표]






특히, 영이 아닌 주 아이디얼들은 스케일링을 제외하면 동일하므로, 모든 아이디얼이 주 아이디얼이면 ClK는 자명합니다.




유상군의 크기를  유상수라고 부릅니다. 유상수가 항상 유한하다는 것은 아름다운 정리이며, 이 장의 대부분은 이 결과를 향해 쌓아 나갈 것입니다. 이를 위해서는 여러 가지 요소가 필요합니다.







56.2 수체의 판별식


대표적인 예: 이차체.




K=ℚ(2)라고 합시다. 앞서 보았듯이, 이는 𝒪K=ℤ[2]임을 의미하며, 다음을 뜻합니다




	
	𝒪K={a+b2∣a,b∈ℤ}.
	





이제 핵심적인 통찰은 이것을 격자로 생각할 수 있다는 것입니다: 기하학적으로, 우리는 이것을 ℤ2를 생각하는 것과 같은 방식으로 생각하고자 합니다.




짓궂게도, 우리는 a+b2를 (a,b)로 보냄으로써 이것을 ℚ2에 매장하려 할 수 있습니다. 하지만 이는 조금 어리석은데, 어떤 의미에서 ℝ 안에 살면서 ”일차원적”인 K를 무례하게 이차원 공간으로 만들어 버리기 때문입니다. 또한 이는 우리가 좋아하지 않는, 기저의 선택에 의존합니다. 더 나은 방법은 항등사상과 켤레, 즉 두 개의 매장 σ1:K→ℂ와 σ2:K→ℂ가 존재한다는 사실을 생각하는 것입니다:




	
	σ1(a+b2)
	=a+b2
	





	
	σ2(a+b2)
	=a−b2.
	





다행히도 이 두 매장은 모두 실수 상(image)을 가집니다. 이로부터 우리는 다음과 같은 점들의 집합을 생각하게 됩니다




	
	(σ1(α),σ2(α))∈ℝ2 로서α∈K.
	





이를 통해 𝒪K가 ℝ2에서 어떤 모습인지 시각화할 수 있습니다. K의 점들은 ℝ2에서 조밀하지만, 𝒪K의 점들은 격자를 이룹니다.




[image: 도표]



격자가 얼마나 큰지 알아보기 위해, 𝒪K의 생성원인 {1,2}가 어떻게 작용하는지 살펴봅니다. 격자에서 a+b2에 대응하는 점은




	
	a⋅(1,1)+b⋅(2,−2).
	





격자의  메시111대부분의 저자는 이것을 부피라고 부르지만, 나는 이것이 올바른 용어가 아니라고 생각합니다 – 격자는 그저 점들의 모음이므로 ”부피”가 0입니다! 반면 영어 단어 ”mesh”는 실제로 ”틈”의 폭을 가리킵니다.는 위에서 파란색으로 칠한 ”기본 평행육면체”의 초부피로 정의됩니다. 이 특정한 경우, 이것은 그 평행사변형의 넓이와 같아야 하며, 그 값은




	
	det[1−212]=22.
	





판별식의 정의는 정확히 이것이지만, 여기에 제곱 인자가 추가됩니다(위 행렬에서 행의 치환이 부호 변화를 일으킬 수 있기 때문입니다). 문제 57B는 제곱을 취함으로써 ΔK가 정수가 됨을 보여줍니다.




다음 정의를 내리기 위해, 우리는 다음을 인용합니다:





정리 56.2.1 (대수체의 n개의 매장).


K를 차수가 n인 대수체라고 합시다. 그러면 ℚ를 고정하는 체 준동형사상 K↪ℂ가 정확히 n개 존재하며, 이를 σ1,…,σn이라고 합시다.







증명.


갈루아 이론의 도구를 갖춘 뒤, 정리 59.3.1로 미룹니다. ∎





실제로 정리 59.3.4에서, α∈K에 대해 i=1,…,n일 때 σi(α)가 α의 켤레들을 모두 훑는다는 것을 보게 됩니다. 이로부터 다음이 성립합니다




	
	TrK/ℚ(α)=∑i=1nσi(α)그리고NK/ℚ(α)=∏i=1nσi(α).
	








이를 통해 우리는 다음과 같이 정의할 수 있습니다:





정의 56.2.2.


α1,…,αn이 𝒪K의 ℤ-기저라고 합시다. 대수체 K의  판별식은 다음과 같이 정의됩니다




	
	ΔK≔det[σ1(α1)…σn(α1)⋮⋱⋮σ1(αn)…σn(αn)]2.
	











이것은 {αi}의 선택에 의존하지 않습니다; 여기서는 이를 증명하지 않겠습니다.





예제 56.2.3 (K=ℚ(2)의 판별식).


𝒪K=ℤ[2]이며, 위에서 논의한 바와 같이 판별식은




	
	ΔK=(−22)2=8.
	












예제 56.2.4 (ℚ(i)의 판별식).


K=ℚ(i)라고 합시다. 𝒪K=ℤ[i]=ℤ⊕iℤ입니다. 매장은 항등사상과 복소켤레이며, 1을 (1,1)로, i를 (i,−i)로 보냅니다. 따라서




	
	ΔK=det[11i−i]2=(−2i)2=−4.
	





이 예는 복소평면으로 들어가는 대수체의 경우 판별식이 양수일 필요가 없음을 보여줍니다(격자 그림은 덜 완벽한 비유가 됩니다). 하지만 다시, 문제에서 증명하게 되듯이 판별식은 항상 정수입니다.








예제 56.2.5 (ℚ(5)의 판별식).


K=ℚ(5)라고 합시다. 이번에는 𝒪K=ℤ⊕1+52ℤ이므로, 판별식은 조금 다르게 보일 것입니다. 매장은 여전히 a+b5↦a+b5,a−b5입니다.




이를 ℤ-기저 {1,1+52}에 적용하면, 다음을 얻습니다




	
	ΔK=det[111+521−52]2=(−5)2=5.
	












연습문제 56.2.6.


이를 모두 확장하여, d≠1이 제곱인수가 없는 정수일 때 K=ℚ(d)이면 다음이 성립함을 보이십시오




	
	ΔK={d만약d≡1(mod4)4d만약d≡2,3(mod4).
	











사실, 흥미로운 점을 하나 지적하고자 합니다: Ax2+Bx+C의 다항식 판별식이 B2−4AC임을 상기하십시오. 그러면:


	•

d≡1(mod4)인 경우, ΔK는 x2−x−d−14의 판별식이며, 이는 12(1+d)의 최소다항식입니다. 물론 𝒪K=ℤ[12(1+d)]입니다.




	•

d≡2,3(mod4)인 경우, ΔK는 x2−d의 판별식이며, 이는 d의 최소다항식입니다. 이번에도 마찬가지로 𝒪K=ℤ[d]입니다.






이는 우연이 아닙니다! 문제 57C는 이것이 일반적으로 참임을 주장하며, 따라서 ”판별식”이라는 이름이 붙었습니다.







56.3 수체의 시그니처


대표적인 예: ℚ(2100)의 시그니처는 (2,49)입니다.




K=ℚ(i)의 예에서, 우리는 대체로 K를 공간 ℂ에 매입했습니다. 그러나 K는 2차 확대이므로, 우리가 정말로 하고 싶은 것은 이를 ℝ2에 매입하는 것입니다. 이를 위해 복소켤레를 활용하려고 합니다.




K를 수체라 하고 σ1,…,σn을 그 매입들이라 합시다. 우리는  실 매입(전체 K를 ℝ로 보내는 것)과  복소 매입(K의 일부를 ℝ 밖으로 보내는 것)을 구별합니다. σ가 복소 매입이면 그 켤레 σ¯≠σ 역시 복소 매입임에 주목하십시오. 따라서 복소 매입은 쌍으로 나타납니다.





정의 56.3.1.


K를 차수 n인 수체라 하고, 다음과 같이 둡시다




	
	r1
	=실 매장의 개수
	





	
	r2
	=복소 매장 쌍의 개수.
	





K의  시그니처는 순서쌍 (r1,r2)입니다. r1+2r2=n임을 관찰하십시오.








예제 56.3.2 (시그니처의 기본 예시).



	(a)

ℚ의 시그니처는 (1,0)입니다.




	(b)

ℚ(2)의 시그니처는 (2,0)입니다.




	(c)

ℚ(i)의 시그니처는 (0,1)입니다.




	(d)

K=ℚ(23)라 하고, ω를 1의 세제곱근이라 합시다. K의 원소들은 다음과 같습니다




	
	K={a+b23+c43∣a,b,c∈ℚ}.
	





그러면 시그니처는 (1,1)인데, 세 매입이 다음과 같기 때문입니다




	
	σ1:23↦23,σ2:23↦23ω,σ3:23↦23ω2.
	





이 중 첫 번째는 실 매입이고 나머지 두 개는 켤레 쌍입니다.













예제 56.3.3 (더 많은 시그니처).


같은 맥락으로 ℚ(299)와 ℚ(2100)는 각각 시그니처 (1,49)와 (2,49)를 가집니다.








질문 56.3.4.


위의 두 수체의 시그니처를 검증하십시오.







지금부터, 우리는 K의 매입들에 다음과 같이 번호를 매길 것입니다.




	
	σ1,σ2,…,σr1
	





은 실 매입이고, 한편




	
	σr1+1=σr1+r2+1¯,σr1+2=σr1+r2+2¯,…,σr1+r2=σr1+2r2¯.
	





은 r2개의 복소 매입 쌍입니다. 우리는 K의  정준 매입을 다음과 같이 정의합니다




	
	K↪𝜄ℝr1×ℂr2 에 의해α↦(σ1(α),…,σr1(α),σr1+1(α),…,σr1+r2(α)).
	





우리가 한 일은 복소인 경우 각 켤레 쌍에서 두 번째 매입을 생략한 것뿐입니다. 이는 별일 아닌데, 이들은 단지 켤레일 뿐이므로 위의 튜플이 우리가 필요로 하는 모든 정보이기 때문입니다.




잠시 후 명확해질 이유로, τ가 다음 동형사상을 나타내도록 하겠습니다




	
	τ:ℝr1×ℂr2→∼ℝr1+2r2=ℝn
	





각 복소수를 실수부와 허수부로 나눔으로써, 다음과 같이




	
	α↦(
	σ1(α),…,σr1(α),
	





	
	
	Reσr1+1(α),Imσr1+1(α),
	





	
	
	Reσr1+2(α),Imσr1+2(α),
	





	
	
	…,
	





	
	
	Reσr1+r2(α),Imσr1+r2(α)).
	









예제 56.3.5 (정준 매입의 예시).


전과 같이 K=ℚ(23)라 하고 다음과 같이 둡시다




	
	σ1:23↦23,σ2:23↦23ω,σ3:23↦23ω2
	





여기서 ω=−12+32i이며, 우리가 이미 지표를 σ1=id이 실수이고 σ2와 σ3가 켤레 쌍이 되도록 배열했다는 점에 유의하십시오. 따라서 매장 K↪𝜄ℝ×ℂ→∼ℝ3은 다음과 같이 주어집니다




	
	α⟼𝜄(σ1(α),σ2(α))⟼𝜏(σ1(α),Reσ2(α),Imσ2(α)).
	





구체적으로, α=9+23로 두면 다음을 얻습니다




	
	9+23
	↦𝜄(9+23,9+23ω)
	





	
	
	=(9+23,9−1223+10862i)∈ℝ×ℂ
	





	
	
	↦𝜏(9+23,9−1223,10862)∈ℝ3.
	











이제, 이 모든 것의 핵심은 우리가 𝒪K를 취할 때 생기는 격자를 살펴보고자 한다는 것입니다. 실제로 다음이 성립합니다:





보조정리 56.3.6.


매장 K↪ℝr1×ℂr2→∼ℝn의 합성을 생각해 봅시다. 그러면 앞서와 마찬가지로 𝒪K는 ℝn 안의 격자 L이 되며, 그 메시는 다음과 같습니다




	
	12r2|ΔK|.
	











증명.


재미있는 선형대수 문제입니다(행렬식을 다룰 줄만 알면 됩니다). 문제 56D로 남겨둡니다. ∎





이로부터 다음을 유도할 수 있습니다:





보조정리 56.3.7.


매장 K↪ℝr1×ℂr2→∼ℝn의 합성을 생각해 봅시다. 𝔞를 𝒪K의 아이디얼이라 합시다. 그러면 𝔞의 상은 ℝn 안의 격자 L𝔞가 되며, 그 메시는 다음과 같습니다




	
	N(𝔞)2r2|ΔK|.
	











증명 스케치.





	
	d=N(𝔞)≔|𝒪K/𝔞|.
	





라고 합시다. 그러면 격자 L𝔞에서는 어찌 보면 격자 L에 나타나는 점들 중 1d만을 취하게 되는데, 이것이 바로 넓이가 N(𝔞)배만큼 커지는 이유입니다. 이를 모두 엄밀하게 다루려면 이 장에서 할애할 수 있는 지면보다 훨씬 더 많은 격자와 기하학 내용이 필요하므로, 세부 사항은 생략하겠습니다. 하지만 이것이 직관적으로 왜 참인지는 이해하시리라 생각합니다. ∎








56.4 민코프스키 정리


이제 제가 왜 ℝr1×ℂr2에서 ℝn으로 옮겨 갈 것을 고집했는지 말씀드릴 수 있습니다. 기하학에는 다음과 같은 정말 멋진 민코프스키의 정리가 있습니다.





정리 56.4.1 (민코프스키).


S⊆ℝn을 0을 포함하며 중심 대칭인(즉, x∈S⇔−x∈S인) 볼록집합이라 합시다. L을 메시가 d인 격자라 합시다. 만약


	(a)

S의 부피가 2nd를 초과하거나,




	(b)

S의 부피가 2nd와 같고 S가 콤팩트하면,






S는 L의 0이 아닌 격자점을 포함합니다.








질문 56.4.2.


조건 0∈S가 사실상 불필요함을, 즉 공집합이 아닌 임의의 볼록·중심 대칭 집합은 원점을 포함함을 보이십시오.







증명 스케치.


(a) 부분은 놀랍도록 간단하며 매우 올림피아드스러운 풀이를 가지고 있습니다: 본질적으로 넓이에 대한 비둘기집 원리입니다. 간단히 하기 위해 특수한 경우 n=2, L=ℤ2에 대해 (a) 부분을 증명하겠습니다. 이 증명은 임의의 격자와 임의의 n으로 쉽게 일반화될 수 있습니다. 따라서 넓이가 4보다 큰 그러한 볼록집합 S는 격자점을 포함함을 보이고자 합니다.




평면을 2×2 정사각형들로 분할합니다




	
	[2a−1,2a+1]×[2b−1,2b+1]
	





그리고 이 모든 정사각형들을 서로 겹쳐 놓습니다. 비둘기집 원리에 의해, 같은 점으로 대응되는 서로 다른 두 점 p≠q∈S가 존재함을 알 수 있습니다. S가 대칭이므로 −q∈S입니다. 그러면 12(p−q)∈S이고(볼록성에 의해), 이는 0이 아닌 격자점입니다.




(b) 부분을 간단히 스케치해 보겠습니다: 아이디어는 ε>0에 대해 (1+ε)S(이는 ”S를 작은 배율 1+ε만큼 확대한 것”)를 고려하는 것입니다. 이는 조건 (a)를 만족합니다. 따라서 각 ε>0에 대해 (1+ε)S 안의 0이 아닌 격자점들의 집합, 이를 Sε라 하면, 이는 (이산적인) 점들의 유한한 공집합이 아닌 집합입니다(”유한”이라는 부분은 (1+ε)S가 유계라는 사실로부터 따라옵니다). 따라서 모든 ε>0에 대해 Sε에 속하는 어떤 점이 존재해야 하며(왜 그럴까요?), 이는 그 점이 S에 속함을 함의합니다. ∎








56.5 함정 상자


우리에게 필요한 마지막 재료는 민코프스키 정리를 적용할 집합입니다. 다음을 제안합니다:





정의 56.5.1.


M을 양의 실수라 합시다. ℝr1×ℂr2에서, 다음 조건을 만족하는 점 (x1,…,xr1,z1,…,zr2)들의 집합으로 상자 S를 정의합니다




	
	∑i=1r1|xi|+2∑j=1r2|zj|≤M.
	





이는 M의 값에 따라 달라진다는 점에 유의하십시오.







이 상자를 쥐덫이라고 생각해 보십시오: 여기에 빠지는 것은 무엇이든 노름이 작을 것이고, 우리의 목표는 민코프스키를 이용해 0이 아닌 어떤 원소를 그 안으로 유인하는 것입니다.





[image: 도표]





즉, α∈𝔞가 위에서 정의한 상자 안에 빠진다고 가정하면, 이는 다음을 의미합니다




	
	M≥∑i=1r1|σi(α)|+2∑i=r1+1r1+r2|σi(α)|=∑i=1n|σi(α)|,
	





여기서 마지막 몇 개의 σ들이 켤레쌍으로 나타난다는 점을 기억하고 있습니다. 이것은 대각합처럼 보이지만, 절댓값이 방해가 됩니다. 그래서 대신 AM-GM을 적용하여 다음을 얻습니다:





보조정리 56.5.2 (쥐덫의 효과).


α∈𝒪K이고, ι(α)가 S 안에 있다고 가정합시다 (여기서 ι:K↪ℝr1×ℂr2는 평소와 같습니다). 그러면




	
	NK/ℚ(α)=∏i=1n|σi(α)|≤(Mn)n.
	











마지막으로 해야 할 단계는 상자의 부피를 계산하는 것입니다. 이 역시 제가 직접 하지는 않을 기하학이지만, 제 말을 믿어주십시오:





보조정리 56.5.3 (쥐덫의 크기).


앞서와 같이 τ:ℝr1×ℂr2→∼ℝn이라 합시다. 그러면 τ에 의한 S의 상은 볼록하고, 콤팩트하며, 중심 대칭인 집합으로, 그 부피는 다음과 같습니다




	
	2r1⋅(π2)r2⋅Mnn!.
	












질문 56.5.4.


(건전성 검사) n=2일 때 가능한 시그니처인 (r1,r2)=(2,0)과 (r1,r2)=(0,1)에 대해 위 내용이 맞는지 확인하십시오.










56.6 민코프스키 경계


이제 지금까지의 모든 것을 종합하여 위대한 민코프스키 경계를 얻을 수 있습니다.





정리 56.6.1 (민코프스키 경계).


𝔞⊆𝒪K를 0이 아닌 임의의 아이디얼이라 합시다. 그러면 다음을 만족하는 0≠α∈𝔞가 존재합니다




	
	NK/ℚ(α)≤(4π)r2n!nn|ΔK|⋅N(𝔞).
	











증명.


이는 우리가 가진 모든 재료를 한데 모으는 문제입니다. 이미 정의한 것들을 살펴봅시다:

Kℝr1×ℂr2ℝnbox Sτimg(S)with volume 2r1(π2)r2Mnn!𝒪KLattice Lwith mesh 2−r2|ΔK|𝔞Lattice L𝔞with mesh 2−r2|ΔK|N(𝔞)ιτ
L𝔞의 메시(mesh)가 상자 부피의 2−n과 같아지도록 M의 값을 선택하십시오. 그러면 민코프스키 정리에 의해 어떤 0≠α∈𝔞가 상자 안에 들어가게 됩니다 — 쥐덫은 NK/ℚ(α)≤1nnMn을 강제하도록 설정되어 있습니다. M의 올바른 선택은




	
	Mn=Mn⋅2n⋅메시vol box=2n⋅n!2r1⋅(π2)r2⋅2−r2|ΔK|N(𝔞)
	





이는 약간의 계산을 거치면 그 경계를 줍니다. ∎








56.7 유수군은 유한합니다



정의 56.7.1.


간결함을 위해 MK=(4π)r2n!nn|ΔK|라 합시다. 이는 K에 의존하는 상수라는 점에 유의하십시오.







그것도 멋지긴 하지만, 우리가 정말 보이고 싶었던 것은 유수군이 유한하다는 것이었습니다. 민코프스키 경계가 어떻게 도움이 될 수 있을까요? 핵심 아이디어는 다음과 같습니다:


𝔞의 유수는 (α)⋅𝔞−1에 의해 전적으로 결정됩니다.







질문 56.7.2.


이를 확인하십시오. (즉, 𝔞와 𝔟가 어떤 α∈𝔞, β∈𝔟에 대해 (α)⋅𝔞−1=(β)⋅𝔟−1를 만족한다면, 어떤 γ∈K에 대해 𝔞=(γ)𝔟임을 증명하십시오.)








예제 56.7.3.


이 예제를 떠올려 보십시오:




	
	(6)=(2,1−−5)2(3,1+−5)(3,1−−5)=𝔭2𝔮1𝔮2.
	








𝔞=(2)가 주 아이디얼인 경우를 생각해 봅시다. α=2를 택하면 (α)⋅𝔞−1=(1)입니다. (α)⋅𝔞−1=(1) (또는 (2), 또는 주 아이디얼인 무엇이든)이면, 𝔞가 반드시 주 아이디얼이어야 함을 알 수 있습니다.




반면, 𝔮1=(3,1+−5)는 주 아이디얼이 아니며, α=3을 택합니다. (3)=𝔮1𝔮2임을 알고 있으므로, (α)⋅𝔮1−1=𝔮2≠(1)입니다.







위 두 예시 모두에서 𝔞∣(α)이므로, 그 몫은 “정수”여야 합니다. 실제로:





질문 56.7.4.


(α)⋅𝔞−1가 정수 아이디얼임을 보이십시오. (정의를 풀어 쓰십시오.)







민코프스키 경계를 다시 써서 다음과 같이 말할 수 있음을 눈치챘을 수도 있습니다




	
	N((α)⋅𝔞−1)≤MK
	





여기서 MK는 K에 의존하는 어떤 상수입니다.




이 진술은 유용한데, 실제로 노름이 ≤MK인 정수 아이디얼은 유한히 많기 때문입니다.





따름정리 56.7.5 (유군의 유한성).


유군은 항상 유한합니다.







증명.


위와 같은 정수 아이디얼이 유한히 많다는 것만 보이면 되며, 이는 류가 유한히 많다는 것을 의미합니다.




그런 아이디얼 𝔞=𝔭1e1…𝔭mem을 만들고 싶다고 합시다. 소 아이디얼 𝔭i는 그 안에 어떤 유리 소수 p를 가져야 함을 상기하십시오. 이는 𝔭i가 (p)를 나누고 p가 N(𝔭i)를 나눈다는 것을 의미합니다. 그러므로 𝔞를 만들기 위해 사용할 모든 𝔭i를 그것들이 어느 (p)에서 왔는지에 따라 묶어봅시다.

[image: 도표]
좀 더 극적으로 표현하자면: 여러분에게 체리나무가 있다고 상상해 보십시오. 각 가지는 소수 (p)에 대응하며, (p)의 인수들(유한히 많음)을 체리(소 아이디얼)로서 담고 있습니다. 여러분의 바구니(만들고 있는 아이디얼 𝔞)는 총 무게(노름) MK만큼만 담을 수 있습니다. 그러므로 MK보다 높은 가지에는 손도 댈 수 없습니다. 체리를 중복해서 담을 수는 있지만(이런), 가지 (p)에 달린 체리의 무게는 반드시 ≥p이므로, 이 모든 것은 𝔞를 만드는 방법의 수가 유한함을 의미합니다. ∎








56.8 유수의 계산



정의 56.8.1.


ClK의 위수를 K의  유수라고 부릅니다.








비고 56.8.2.


만약 ClK=1이면, 𝒪K는 PID이며 따라서 UFD입니다.







MK의 실제 값을 계산함으로써, 우리는 앞선 증명에서 언급한 “체리나무” 전체를 말 그대로 만들어 낼 수 있습니다. 어떻게 하는지 예를 들어봅시다!





명제 56.8.3.


체 ℚ(−67)의 유수는 1입니다.







증명.


K=ℚ(−67)의 부호수가 (0,1)이고 판별식이 ΔK=−67이므로 (−67≡1(mod4)이기 때문), 우리는 다음을 계산할 수 있습니다




	
	MK=(4π)1⋅2!2267≈5.2.
	





이는 (2), (3), (5) 이후로 체리나무를 잘라낼 수 있음을 의미하는데, 이 가지들 위의 체리들은 반드시 노름이 ≥MK이기 때문입니다. 이제 이것들 각각을 𝒪K=ℤ[θ]에서 인수분해하고자 하는데, 여기서 θ=1+−672는 최소다항식 x2−x+17을 갖습니다. 그런데 놀라운 일이 일어납니다:


	•

x2−x+17(mod2)를 줄여보면, 기약다항식 x2−x+1을 얻습니다. 인수분해 알고리즘(정리 55.5.4)에 의해 이는 (2)가 소 아이디얼임을 의미합니다.




	•

마찬가지로, 법 3으로 줄이면 x2−x+2를 얻는데, 이는 기약다항식입니다. 이는 (3)이 소 아이디얼임을 의미합니다.




	•

마지막으로, 같은 이유로 (5)는 소 아이디얼입니다.






오늘은 운이 좋은 날입니다. 아이디얼 (2), (3), (5) 모두 소 아이디얼(이미 주 아이디얼)입니다. 다르게 말하면, 세 가지 각각에는 오직 하나의 (큰) 체리만 달려 있습니다. 이는 노름이 ≤MK인 정수 아이디얼을 만들 때마다 그것이 실제로 주 아이디얼임을 의미합니다. 사실, 이들은 각각 노름 4, 9, 25를 가지므로… (3)과 (5)에는 손도 댈 수 없고, 얻을 수 있는 아이디얼은 (노름 1과 4를 갖는) (1)과 (2)뿐입니다.




이제 우리는 이것이 전부라고 주장합니다. N(𝔟)≤MK인 정수 아이디얼 𝔟가 있다고 합시다. 위의 논의에 의해, 𝔟=(1)이거나 𝔟=(2)이며, 둘 다 주 아이디얼이므로 ClK에서 자명합니다. 그러므로 필요한 대로 J 역시 ClK에서 자명합니다. ∎





몇 개 더 해봅시다.





정리 56.8.4 (가우스 정수 ℤ[i]는 UFD를 이룹니다).


체 ℚ(i)의 유수는 1입니다.







증명.


이것은 K=ℚ(i)일 때의 𝒪K이므로, 우리는 그저 ClK가 자명하기를 원합니다. MK=2π4<2입니다. 따라서 모든 류는 다음을 만족하는 노름 𝔟의 정수 아이디얼을 가집니다




	
	N(𝔟)≤(4π)1⋅2!22⋅4=4π<2.
	





흠, 그건 시시합니다: 우리는 고를 가지가 아예 없습니다. 다시 말해, 𝔟=(1)일 수밖에 없습니다. ∎





여전히 유일 인수분해로 밝혀지는 또 다른 예가 있습니다만, 이번에는 우리의 벚나무에 실제로 딸 수 있는 벚꽃이 열릴 것입니다.





명제 56.8.5 (ℤ[7]는 UFD입니다).


체 ℚ(7)의 유수는 1입니다.








증명.


먼저 민코프스키 경계를 계산합니다.






질문 56.8.6.


MK≈2.646임을 확인하십시오.







그러므로 이번에는 유일한 가지는 (2)입니다. 평소처럼 (2)를 인수분해해 봅시다: 다항식 x2+7은 (x−1)(x+1)(mod2)로 축약되므로




	
	(2)=(2,7−1)(2,7+1).
	





이런! 이제 우리는 두 개의 체리를 가지게 되었고, 둘 다 그럴듯해 보입니다. 하지만 실제로는 다음이 성립한다고 주장합니다




	
	(2,7−1)=(3−7).
	









질문 56.8.7.


이를 증명하십시오.







그러므로 두 체리 모두 주 아이디얼이며, 앞서와 마찬가지로 ClK가 자명하다고 결론지을 수 있습니다. 다만 이번에는 소 아이디얼 (2)가 실제로 분해된다는 점에 유의하십시오. 두 체리가 주 아이디얼이었던 것은 운이 좋았던 것이며, 이런 방식이 항상 통하지는 않습니다. ∎






자명하지 않은 류군은 어떨까요? 먼저, 벚나무에서의 작업을 좁혀 나가는 데 도움이 될 보조정리를 하나 사용하겠습니다.





보조정리 56.8.8 (아이디얼은 자신의 노름을 나눕니다).


N(𝔟)=n인 정수 아이디얼 𝔟가 있다고 합시다. 그러면 𝔟는 아이디얼 (n)을 나눕니다.







증명.


정의에 의해 n=|𝒪K/𝔟|입니다. 𝒪K/𝔟를 (덧셈적) 아벨 군으로 취급하고 라그랑주 정리를 사용하면, 다음을 얻습니다




	
	0≡α+⋯+α⏟n곱하기=nα(mod𝔟)모든  에 대하여α∈𝒪K.
	





따라서 (n)⊆𝔟이며, 증명이 끝났습니다. ∎





다른 방법으로, 장 59를 읽으셨다면: 확장 K/ℚ가 갈루아 확장인 경우, 비고 54.1.9와 유사하게 ∏σ∈Gal(K/ℚ)σ(𝔟)=(n)임을 실제로 증명할 수 있으며, 이는 결과 𝔟∣(n)을 함의합니다.




이제 그러한 예를 하나 들어보겠습니다.





명제 56.8.9 (ℚ(−17)의 이데알류군).


수체 K=ℚ(−17)의 이데알류군은 ℤ/4ℤ입니다.







이 증명은 다소 지저분하므로, 전체를 상세히 읽으실 필요는 없습니다. 요점은 류군에서 자명하지 않은 체리가 몇 개 있다는 것입니다.




증명.


ΔK=−68이므로, 민코프스키 경계를 계산합니다




	
	MK=4π17<6.
	








이제 (2), (3), (5)로 인수분해하는 것으로 충분합니다. −17의 최소다항식은 x2+17이므로, 늘 하던 대로




	
	(2)
	=(2,−17+1)2
	





	
	(3)
	=(3,−17−1)(3,−17+1)
	





	
	(5)
	=(5)
	





이는 x2+17을 2, 3, 5 각각으로 나눈 나머지에 따른 인수분해에 대응합니다. 𝔭=(2,−17+1)이라 하고, 𝔮1=(3,−17−1), 𝔮2=(3,−17+1)이라 합시다. 다음을 계산할 수 있습니다




	
	N(𝔭)=2그리고N(𝔮1)=N(𝔮2)=3.
	





특히 이들은 주 아이디얼이 아닙니다. 아이디얼 (5)는 논외입니다; 이는 노름이 25입니다. 따라서 세 체리는 𝔭, 𝔮1, 𝔮2입니다.




노름 ≤5 인 아이디얼로 이 체리들을 배열하는 가능한 방법은 다음과 같습니다




	
	{(1),𝔭,𝔮1,𝔮2,𝔭2}.
	





그러나




	
	𝔭2=(2)
	





임을 계산할 수 있으므로 𝔭2 와 (1) 은 같은 유수군에 속합니다. 즉, 이들은 자명합니다. 특히, 유수군은 위수가 최대 4 입니다.




지금부터 [𝔞] 가 𝔞 가 속한 클래스(유수군의 원소)를 나타내도록 합시다. 𝔭 가 주 아이디얼이 아니므로([𝔭]≠[(1)]), 𝔭 는 위수가 2임이 따라옵니다. 따라서 라그랑주 정리에 의해 ClK 의 위수는 2 또는 4 입니다.




이제 [𝔮1]2≠[(1)] 임을 주장하는데, 이는 𝔮1 이 2 보다 큰 위수를 가짐을 의미합니다. 그렇지 않다면, 𝔮12 은 주 아이디얼입니다. N(𝔮1)=3 임을 알고 있으므로, 이는 오직 𝔮12=(3) 인 경우에만 일어날 수 있습니다. 이는 𝔮1=𝔮2 를 강제합니다. 그러나 𝔮1+𝔮2=(1) 이므로 이는 불가능합니다.




따라서 𝔮1 은 2 보다 큰 짝수 위수를 가집니다. 그러므로 위수는 4 여야 합니다. 이로부터




	
	ClK≅ℤ/4ℤ.∎
	





임을 유도할 수 있습니다.






비고 56.8.10.


하버드에서 Math 129 수업 중 이 작업을 했을 때, 학생들이 (농담 삼아) 4π17을 계산하는 어려움에 대해 불평하는 5분간의 소동이 있었습니다. 발췌:


“시험에 소형 계산기를 가져와도 됩니까?” – 학생 1

“크기가 무슨 상관입니까? 애플 워치를 가지고 있을 수도 있습니다” – 교수

“π≥3이라는 사실을 그냥 이용하십시오” – 나

“[다른 교수]님도 그것을 모르는데, 저희가 어떻게 알겠습니까?” – 학생 2

“이것은 스스로 해야 합니다!” – 교수

“이것은 말도 안 됩니다.” – 학생 1












56.9 선택: 𝒪K가 자유 ℤ-가군임을 증명


이제 정리 54.2.12 을 증명할 적절한 도구를 갖추었습니다.




𝒪K 가 환임을 알고 있으므로, 이는 당연히 ℤ-가군이어야 합니다. 이것이 차수 n=|K:ℚ| 의 자유 ℤ-가군이 아니라고 가정해봅시다. 무엇이 잘못될 수 있을까요?


	•

먼저, ℚ 나 환 확장 ℤ[12] 처럼 조밀할 수 있으며(이는 유한 생성이 아니고 자유롭지도 않게 만듭니다), 이러한 경우가 발생할 수 있습니다.




	•

그렇지 않더라도, 계수가 n 보다 작을 수 있습니다.









두 번째 가능성은 훨씬 쉽게 배제할 수 있습니다. α1,…,αn 을 K 의 기저라고 합시다. 정리 54.2.6 을 이용하면, d1α1,…,dnαn∈𝒪K 가 되는 양의 정수 d1,…,dn 이 존재합니다. α1,…,αn 이 선형독립이므로, 이는 rank𝒪K≥n 을 의미합니다.




반대 방향은 더 어렵습니다. 𝒪K 가 어떤 의미에서 ”이산적”임을 증명하고자 합니다.




지금부터 αi 를 diαi 로 대체하면, 이들은 여전히 ℚ-벡터 공간 K 의 기저이면서, 더 나아가 이제 𝒪K 에 속하게 됩니다.




세 가지 서로 다른 증명이 제시될 것입니다.





56.9.1 첫 번째 증명



𝒪K 가 계수 n 인 어떤 자유 ℤ-가군에 포함됨을 보이겠습니다.






구체적으로, 어떤 정수 d≠0 에 대해 𝒪K⊆⟨1dα1,…,1dαn⟩ 임을 보이겠습니다.




𝒪K 가 계수 n 인 자유 ℤ-가군임을 이미 알고 있다고 가정해봅시다. d 를 어떻게 계산할 수 있을까요?





연습문제 56.9.1.


다음은 d 를 계산하려는 몇 가지 소박한 시도들이지만, 안타깝게도 이들은 성립하지 않습니다. ⟨1,1+2i⟩⊆ℤ[i] 에서 이를 확인해보십시오.


	•

d 를 ⟨α1,…,αn⟩ 에 속하는 첫 번째 양의 정수로 잡습니다. (정리 55.3.6 에서 영감을 받은 시도입니다.)




	•

d 를 α1,…,αn 의 노름의 곱으로 잡습니다.












대신, 격자의 메시를 계산하는 방식에서 영감을 받은 아이디어를 이용하여 d 를 계산하겠습니다. A=⟨α1,…,αn⟩ 이라 하면, 이는 격자이며 계수 n 인 자유 ℤ-가군입니다.





연습문제 56.9.2.


𝒪K가 계수 n의 자유 가군임을 이미 알고 있다고 가정합니다. |𝒪K/A|가 유한함을 보이십시오. 모든 x∈𝒪K에 대해 |𝒪K/A|⋅x∈A임을 결론지으십시오.







문제 57B와 동일한 논증을 사용하면, α1,…,αn이 생성하는 격자의 ”판별식”(제곱 메시)이 정수임을 증명할 수 있습니다. 공식적으로, 다음과 같이 놓습니다:




	
	d≔det[σ1(α1)…σn(α1)⋮⋱⋮σ1(αn)…σn(αn)]2.
	









연습문제 56.9.3.


(적어도 모든 매장이 실수인 경우에는) 𝒪K와 A의 메시 비율이 정확히 몫 아벨 군 𝒪K/A의 크기, 즉 |dΔK|=|𝒪K/A|2임을 스스로 납득해 보십시오. 모든 x∈𝒪K에 대해 d⋅x∈A임을 결론지으십시오.







이는 𝒪K⊆⟨1dα1,…,1dαn⟩을 함의하며, 이는 계수 n의 또 다른 자유 ℤ-가군입니다.




그러나 위 논증은 ΔK가 존재함을 가정하므로 순환 논법입니다(이는 값 d가 어디서 비롯되는지에 대한 동기 부여로만 사용될 수 있습니다). 실제 증명은 다음과 같습니다.




문제 57B와 유사하게, 다음과 같이 정의합니다




	
	d≔det[TrK/ℚ(αiαj)]i,j.
	





그러면, {αi}i가 K를 ℚ-벡터 공간으로서 생성하므로, 다음을 만족하는 어떤 (x1⋮xn)∈ℚ⊕n이 존재합니다




	
	[α1⋯αn](x1⋮xn)=(x).
	





이는 다음을 의미합니다




	
	[TrK/ℚ(α1α1)⋯TrK/ℚ(α1αn)⋮⋱⋮TrK/ℚ(αnα1)⋯TrK/ℚ(αnαn)](x1⋮xn)=(TrK/ℚ(α1x)⋮TrK/ℚ(αnx)).
	





즉, 간단히 말하면,




	
	(행렬식이 d인 어떤 행렬 ∈Matn(ℤ))⋅(x1⋮xn)=(어떤 벡터 ∈ℤ⊕n).
	









질문 56.9.4.


d⋅x∈A라는 증명을 마무리하십시오. (크라메르 공식. 또는 수반행렬을 취하십시오.)







마지막으로, 𝒪K가 계수 n의 두 자유 ℤ-가군 사이에 끼어 있으므로, 이 또한 계수 n의 자유 가군임을 얻습니다.222비고 55.3.7에서 유사한 작업을 한 바 있습니다.





질문 56.9.5.


이를 마무리하십시오. (정리 18.1.5을 여기서 사용할 수 있습니다.)










56.9.2 두 번째 증명


이번에는 d로 나누는 대신, 쌍대 격자를 취합니다.




쌍대 격자란 무엇이며, 왜 이를 사용할 생각을 하게 될까요? 이 증명에 대한 동기를 부여하는 한 가지 방법은 아이디얼의 역원을 살펴보는 것입니다. 만약 (1)∣𝔞라면(즉 𝔞가 정수 아이디얼이라면), 𝔞−1∣(1)입니다.




여기서 𝔞−1≔{x∈K∣xa∈𝒪K모든  에 대하여a∈𝔞}입니다.




이와 비슷한 것을 해볼 수 있다고 생각할 수 있는데, 다음을 고려하는 것입니다




	
	{x∈K∣xa∈𝒪K모든  에 대하여a∈⟨α1,…,αn⟩}.
	





이 집합은 실제로 계수 n의 격자이지만, 이는 논증을 증명하는 데 통하지 않습니다! 우리는 애초에 𝒪K가 ”이산적”임을 증명하려는 것인데, 만약 𝒪K=K라면 위의 집합 역시 K와 같아질 것입니다.




대신, 우리는 이미 알고 있는 것 — 즉 ℤ의 이산성 — 에 의존해야 합니다. 다음과 같이 정의합니다




	
	S≔{x∈K∣TrK/ℚ(xa)∈ℤ모든  에 대하여a∈⟨α1,…,αn⟩}.
	





이 집합은 이전 집합보다 조금 더 큽니다.





질문 56.9.6.


이 집합이 이전 집합의 상위집합임을 확인하십시오. 그런 다음 𝒪K⊆S임을 결론지으십시오.








연습문제 56.9.7.


⟨1,2i⟩⊆ℤ[i]을 고려해 보십시오. 이때 집합 S는 무엇이 될까요? (ℂ에서의 대각합은 실수부의 두 배임을 기억하십시오.)







S는 여전히 계수 n의 격자입니다 — 그리고 이번에는 실제로 이를 증명할 수 있습니다! 우리는 이미 ℤ가 이산적임을 알고 있기 때문입니다.




이번에는 순수하게 대수적인 문제이며, 여기서는 벡터 공간에 대한 지식만 사용하면 됩니다. x∈K인 각 원소는 벡터로 나타낼 수 있습니다.




	
	F(x)≔(x1⋮xn)∈ℚ⊕n
	





기저 {α1,…,αn}을 사용한다면 말입니다.





연습문제 56.9.8.


(x,y)↦TrK/ℚ(x⋅y)가 그러면 GLn(ℚ)에서 가역인 행렬로 쓰일 수 있음을 보이십시오 — 구체적으로, TrK/ℚ(x⋅y)=F(x)⊤MF(y)를 만족하는 M∈GLn(ℚ)가 존재하며, 여기서 F(x)⊤는 F(x)의 전치입니다.







이는 (x,y)↦TrK/ℚ(x⋅y)를 거의 내적으로 만듭니다(장 13 참고). 다만 양의 정부호가 아니라는 점만 다릅니다(예를 들어, ℂ에서 Tr((1+i)2)=0입니다). 하지만 행렬이 가역이라는 사실만으로도 다음을 하기에 충분합니다:





연습문제 56.9.9.


증명을 완성하십시오. (힌트: 행렬 [F(α1)⋯F(αn)]∈GLn(ℚ)을 고려하십시오. x∈S가 되기 위한 F(x)에 대한 조건은 무엇입니까?)










56.9.3 세 번째 증명


𝒪K가 계수 n의 자유 ℤ-가군임을 증명하고자 한다는 것을 상기하십시오. 이를 위해, 이것이 n개의 원소로 생성될 수 없다고 가정한 다음, 𝒪K가 이산적이지 않음을 보이는데, 이는 노름이 연속임을 알고 있기 때문에 문제를 일으킵니다.





연습문제 56.9.10.


K≅ℚ⊕n을 생각해 보십시오, 이는 K 위에 위상을 부여합니다. x↦|N(x)|가 실제로 연속임을 확인하십시오.







모든 x∈𝒪K에 대해 |N(x)|∈ℤ임을 알고 있습니다.





연습문제 56.9.11.


위의 위상에서 0을 제외하고는 𝒪K의 어떤 원소도 포함하지 않는 공 B(0,r)이 존재함을 결론지으십시오.







자, 𝒪K가 n개의 원소로 생성될 수 없다면 무엇이 잘못될까요? 문제는 빠르게 발생합니다:





연습문제 56.9.12.


⟨α1,…,αn⟩가 K를 ℚ-벡터 공간으로서 생성한다고 합시다. x∈𝒪K인 x가 {α1,…,αn}의 ℤ-선형 결합이 아니라고 합시다. 모두 0은 아닌 z1,…,zn∈[−12,12]가 존재하고, {α1,…,αn}의 ℤ-선형 결합인 z가 존재하여 x+z=∑i=1nziαi가 성립함을 보이십시오.








연습문제 56.9.13.


위와 같은 표기로, z1≠0이라고 가정하십시오. α1을 z1로 바꾸면, 새로운 집합 {z1,α2,…,αn}이 여전히 K를 ℚ-벡터 공간으로서 생성하며, 나아가 격자의 메시가 적어도 절반 감소함을 보이십시오.








예제 56.9.14.


A⊆ℂ가 격자라고 가정하십시오. 1∈A이고 i∈A임을 알고 있으므로, ℤ[i]⊆A입니다.




추가로 2.3−3.1i∈A임을 안다고 가정하십시오.

[image: 도표]



A가 덧셈에 대해 닫혀 있으므로, (2.3−3.1i)+(−2+3i)=0.3−0.1i∈A임을 알 수 있습니다. 기저에서 1을 0.3−0.1i로 바꿉니다. 그러면 격자 ⟨i,0.3−0.1i⟩⊆A는 예상대로 ⟨1,i⟩보다 작은 메시를 가집니다.

[image: 도표]






이를 무한히 계속할 수 있으므로 (𝒪K는 결코 생성되지 않습니다), 메시는 빠르게 0으로 감소합니다.




그럼, 끝난 걸까요? 메시가 0으로 가니, 어쩌면 어떤 αi의 최소 거리도 0으로 가지 않을까요? 거의 맞지만, 완전히는 아닙니다:





예제 56.9.15.


α1=1+3i와 α2=2+7i를 생각해 보십시오.

[image: 도표]
α1과 α2가 생성하는 격자의 메시는 1이지만, α1도 α2도 원점에 특별히 가깝지 않습니다.







여기서 다시 민코프스키 경계를 적용해야 합니다: 메시가 d라고 가정하면, 원점을 중심으로 하고 부피가 2nd인 정육면체는 0이 아닌 격자점을 포함합니다.333구를 사용하면 물론 더 나은 경계를 얻겠지만, 그 부피는 계산하기가 조금 더 어렵습니다. 이 점의 거리는 원점으로부터 n⋅dn보다 멀 수 없습니다.





비고 56.9.16.


이와 관련하여, LLL 격자 기저 축소 알고리즘은 실제로 원점에 충분히 가까운 격자 위의 점을 찾는 데 사용될 수 있습니다.







d가 충분히 작으면, n⋅dn<r이 성립하는데, 여기서 r은 위에서 보인 격자점이 없는 공이며, 이는 모순을 줍니다. 그러므로 증명이 끝났습니다!









56.10 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 56A.


K=ℚ(−163)가 자명한 유형군을 가지며, 따라서 𝒪K=ℤ[1+−1632]가 UFD임을 보이십시오.444사실, n=163은 ℚ(−n)이 자명한 유형군을 가지는 가장 큰 수입니다. 완전한 목록은 1,2,3,7,11,19,43,67,163이며, 이를  히그너 수라고 부릅니다. 위 문제를 풀 때 오일러의 소수 생성 다항식 t2+t+41을 눈치챘을지도 모릅니다. 우연이 아닙니다!


힌트. 이전 절차를 반복하십시오.










문제 56B.


ℚ(−31)의 유수군을 결정하십시오.


힌트. 위수가 3인 군을 얻어야 합니다.










문제 56C (China TST 1998).


n을 양의 정수라 합시다. 평면 위의 (반드시 볼록일 필요는 없는) 다각형의 넓이가 n보다 크다고 합시다. 이를 평행이동하여 적어도 n+1개의 격자점을 포함하도록 할 수 있음을 증명하십시오.


힌트. 민코프스키 정리 (a)의 증명을 모방하십시오.










문제 56D (보조정리 56.3.6).


매장 K↪ℝr1×ℂr2→∼ℝn의 합성을 생각하십시오. 𝒪K⊆K의 상이 다음과 같은 메쉬를 가짐을 보이십시오.




	
	12r2|ΔK|.
	






힌트. 선형대수학.










문제 56E.


p≡1(mod4)인 소수 p가 있다고 합시다. a2+b2=p를 만족하는 정수 a>b>0이 유일하게 존재함을 보이십시오.


힌트. ℚ(i)에서 인수분해하십시오.










문제 56F (한국 국가수리올림피아드 2014).


p를 홀수 소수, k를 p∣k2+5를 만족하는 양의 정수라 합시다. p2=m2+5n2을 만족하는 양의 정수 m, n이 존재함을 증명하십시오.


힌트. p를 인수분해하여, ℚ(−5)의 유수군의 위수가 2임을 보이십시오.




풀이. K=ℚ(−5)라 하자. 민코프스키 경계를 이용하여 ClK의 위수가 2임을 확인하십시오; 또한 ΔK=−20입니다. 이제 𝒪K=ℤ[−5]이고, x2+5는 p를 법으로 (x+k)(x−k)로 인수분해됨에 주목하십시오; 따라서 𝒪K에서 (p)=(p,−5+k)(p,−5−k)=𝔭1𝔭2가 성립합니다. p>5인 경우 소수 p는 분기하지 않으며 𝔭1≠𝔭2입니다, 이는 ΔK=−20이기 때문입니다.

그러면 (p2)=𝔭12⋅𝔭22입니다. 유수군의 위수가 2이므로 𝔭12과 𝔭22은 모두 주 아이디얼이며, 𝔭1≠𝔭2이므로 이 둘은 서로 다릅니다. 따라서 p2은 𝒪K의 두 원소의 자명하지 않은 곱이며, 이로부터 원하는 인수분해를 이끌어낼 수 있습니다.










문제 56G.


K를 수체라 하고 𝔭를 임의의 0이 아닌 소 아이디얼이라 합시다. 다른 임의의 소 아이디얼 𝔮에 대해 x∉𝔮이면서 x∈𝔭인 x가 존재함을 증명하십시오.


힌트. n을 𝔭n이 주 아이디얼이 되는 양의 정수라 하자.




풀이. 𝔭n이 주 아이디얼이 되는 양의 정수 n을 잡습니다(예를 들어 n=|ClK|). 𝔭n=(x)이면, x가 원하는 조건을 만족합니다.













장 57 판별식의 추가 성질


수체 K의 판별식은 다음과 같이 주어짐을 상기시켜 드립니다




	
	ΔK≔det[σ1(α1)…σn(α1)⋮⋱⋮σ1(αn)…σn(αn)]2
	





여기서 α1, …, αn은 K의 ℤ-기저이며, σi는 K에서 ℂ로의 n개의 매장입니다.




몇 가지 예시, 성질, 그리고 동치인 정의들이 이어집니다.





57.1 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 57A (원분체의 판별식).


p를 홀수 유리 소수라 하고 ζp를 1의 원시 p제곱근이라 합시다. K=ℚ(ζp)라 합시다. 다음을 보이십시오.




	
	ΔK=(−1)p−12pp−2.
	






힌트. 직접적인 선형대수 계산입니다.










문제 57B (ΔK의 대각합 표현).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

α1, …, αn을 𝒪K의 기저라 합시다. 다음을 증명하십시오




	
	ΔK=det[TrK/ℚ(α12)TrK/ℚ(α1α2)…TrK/ℚ(α1αn)TrK/ℚ(α2α1)TrK/ℚ(α22)…TrK/ℚ(α2αn)⋮⋮⋱⋮TrK/ℚ(αnα1)TrK/ℚ(αnα2)…TrK/ℚ(αnαn)].
	





특히, ΔK는 정수입니다.


힌트. M을 ”매장” 행렬이라 합시다. M⊤M을 살펴보십시오. 여기서 M⊤은 전치 행렬입니다.










문제 57C (ΔK의 근 표현).


이차 다항식 Ax2+Bx+C의  판별식은 B2−4AC로 정의됩니다. 더 일반적으로, 차수가 n인 다항식 f∈ℤ[x]의 다항식 판별식은




	
	Δ(f)≔c2n−2∏1≤i<j≤n(zi−zj)2
	





여기서 z1,…,zn은 f의 근이고, c는 f의 최고차항 계수입니다.




K가 모노제닉이고 𝒪K=ℤ[θ]라고 합시다. f를 θ의 최소다항식이라고 합시다(따라서 모닉입니다). 다음을 보이십시오.




	
	ΔK=Δ(f).
	






힌트. 반데르몬드 행렬.










문제 57D.


K≠ℚ가 수체이면 |ΔK|>1임을 보이십시오.


힌트. MK≥1이 성립해야 합니다. 직접 계산하십시오.










문제 57E (Brill의 정리).


서명이 (r1,r2)인 수체 K에 대해, ΔK>0인 것과 r2가 짝수인 것이 동치임을 보이십시오.








문제 57F (Stickelberger 정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

K를 수체라 하자.




	
	ΔK≡0 또는 1(mod4)
	





임을 증명하십시오.











장 58 보너스: 펠 방정식을 풀어봅시다!


이는 선택적으로 읽을 수 있는 부록이며, 안전하게 건너뛰어도 됩니다. (반면 꽤 짧습니다.)





58.1 단위


대표적인 예: ±1, 단위근, 3−22와 그 거듭제곱.




문제 54A에 따르면 α∈𝒪K가 가역인 것과




	
	NK/ℚ(α)=±1.
	





인 것이 동치임을 상기하십시오. 𝒪K×가 𝒪K의 단위들의 집합을 나타내도록 합시다.





질문 58.1.1.


𝒪K×가 곱셈에 대해 군을 이룸을 보이십시오. 따라서 이를 𝒪K의  단위군이라 부릅니다.







단위의 예로는 어떤 것들이 있습니까?





예제 58.1.2 (수체에서 단위의 예시).



	1.

±1은 확실히 단위이며, 임의의 수체에 존재합니다.




	2.

𝒪K가 단위근 ω를 포함한다면 (즉 ωn=1), ω는 단위입니다. (사실 ±1은 이의 특수한 경우입니다.)




	3.

물론 𝒪K의 모든 단위가 단위근인 것은 아닙니다. 예를 들어 𝒪K=ℤ[3] (K=ℚ(3)로부터 나온 것)이라면, 수 2+3은 단위인데, 그 노름이




	
	NK/ℚ(2+3)=22−3⋅12=1.
	





또는, 단순히 그 역원 2−3∈𝒪K 역시 성립함을 확인해도 됩니다:




	
	(2−3)(2+3)=1.
	





어느 쪽이든, 2−3은 단위입니다.




	4.

임의의 단위 u∈𝒪K×에 대해, 그 모든 거듭제곱 역시 단위입니다. 예를 들어 (3−22)n은 임의의 n에 대해 항상 ℤ[2]의 단위입니다. u가 단위근이 아니라면, 이는 𝒪K×에서 무한히 많은 새로운 단위들을 생성합니다.













질문 58.1.3.


다음 주장들을 확인하십시오:


	(a)

단위근은 단위이다, 그리고




	(b)

단위원의 거듭제곱은 단위원입니다.






정의로부터 출발하거나, NK/ℚ(α)=±1이라는 특징을 사용할 수 있습니다. 한쪽 정의가 더 자연스럽게 느껴진다면, 다른 쪽을 사용해 보십시오.










58.2 디리클레 단위 정리


대표적인 예: ℤ[3]의 단위들은 ±(2+3)n입니다.





정의 58.2.1.


μ(𝒪K)가 수체 K에 (동치로, 𝒪K에) 포함된 단위근들의 집합을 나타내도록 합시다.








예제 58.2.2 (μ(𝒪K)의 예).



	(a)

K=ℚ(i)이면, 𝒪K=ℤ[i]입니다. 따라서




	
	μ(𝒪K)={±1,±i}여기서K=ℚ(i).
	








	(b)

K=ℚ(3)이면, 𝒪K=ℤ[3]입니다. 따라서




	
	μ(𝒪K)={±1}여기서K=ℚ(3).
	








	(c)

K=ℚ(−3)이면, 𝒪K=ℤ[12(1+−3)]입니다. 따라서




	
	μ(𝒪K)={±1,±1±−32}여기서K=ℚ(−3)
	





여기서 두 번째 항의 ±들은 서로 독립적일 필요가 없습니다. 다시 말해 μ(𝒪K)={z∣z6=1}입니다.













연습문제 58.2.3.


μ(𝒪K)가 항상 어떤 정수 n에 대해 xn−1의 근들로 이루어짐을 보이십시오. (먼저 그것이 곱셈에 대해 유한군임을 보이십시오.)







이제 증명 없이 소위 디리클레 단위정리를 인용하겠습니다. 이 정리는 𝒪K의 단위들이 무엇인지에 대해 훨씬 더 완전한 그림을 제공합니다. 전설에 따르면 디리클레는 시스티나 성당에서 열린 부활절 연주회 중에 이 정리의 증명을 발견했다고 합니다.





정리 58.2.4 (디리클레의 단위정리).


K를 시그니처 (r1,r2)를 갖는 수체라 하고 다음과 같이 놓습니다




	
	s=r1+r2−1.
	





그러면 모든 단위 α∈𝒪K×가 다음 형태로 유일하게 쓰일 수 있도록 하는 단위 u1, …, us가 존재합니다




	
	α=ω⋅u1n1…usns
	





여기서 ω∈μ(𝒪K)는 단위근이고, n1,…,ns∈ℤ입니다.







더 간결하게 말하면:


𝒪K×≅ℤr1+r2−1×μ(𝒪K)입니다.



u1, …, us의 선택을  기본 단위의 선택이라 부릅니다.




몇 가지 응용 예시를 살펴보겠습니다.





예제 58.2.5 (몇몇 단위군).



	(a)

K=ℚ(i)가 시그니처 (0,1)을 갖는다고 합시다. 그러면 s=0이 되므로, 디리클레의 단위정리에 따르면 단위근 외에 다른 단위는 존재하지 않습니다. 따라서




	
	𝒪K×={±1,±i}여기서K=ℚ(i).
	





이는 놀랍지 않은데, a+bi∈ℤ[i]가 단위인 것과 a2+b2=1인 것이 동치이기 때문입니다.




	(b)

K=ℚ(3)이 시그니처 (2,0)을 갖는다고 합시다. 그러면 s=1이므로 정확히 하나의 기본 단위를 기대합니다. 기본 단위는 노름이 1인 2+3 (또는 그 역원인 2−3)이며, 따라서 다음을 얻습니다




	
	𝒪K×={±(2+3)n∣n∈ℤ}.
	








	(c)

K=ℚ(23)가 시그니처 (1,1)을 갖는다고 합시다. 그러면 s=1이므로 정확히 하나의 기본 단위를 기대합니다. 선택은 1+23+43입니다. 따라서




	
	𝒪K×={±(1+23+43)n∣n∈ℤ}.
	
















이것들이 실제로 기본 단위임을 아직 보여드리지 않았는데, 실제로 기본 단위를 계산하는 것은 일반적으로 어렵습니다.







58.3 기본 단위 찾기


다음은 몇몇 기본 단위들을 담은 표입니다.




	
	d단위d=21+2d=32+3d=512(1+5)d=65+26d=78+37d=103+10d=1110+311
	








일반적으로 기본 단위를 결정하는 것은 계산상 어렵습니다.




그러나 일단 기본 단위가 무엇인지 알려드리면, 그것을 검증하는 일은 (적어도 s=1인 경우에는) 그리 나쁘지 않습니다. 예를 들어, K=ℚ(11)의 정수환이 ℤ[11]일 때 10+311이 K의 기본 단위임을 보이고자 한다고 합시다. 만약 그렇지 않다면, 어떤 n>1에 대해 다음이 성립해야 할 것입니다




	
	10+311=±(x+y11)n.
	





이런 일이 일어나려면, 최소한 |y|<3이어야 합니다. 또한 x2−11y2=±1이어야 합니다. 따라서 (y=1,2를 이용하여) 이것이 성립하지 않음을 그냥 확인할 수 있습니다.




요점은 이렇습니다: (10,3)이 x2−11y2=±1의 정수해 중 (|y|의 의미에서) 가장 작은 해이므로, 이는 기본 단위여야 합니다. 이는 더 일반적으로 성립하지만, d≡1(mod4)인 경우에는 x, y가 (예를 들어 12(1+5)처럼) 반정수일 수 있으므로 수정이 필요합니다.





정리 58.3.1 (펠 방정식의 기본 단위).


d를 제곱인수가 없는 정수라고 가정합니다.


	(a)

d≡2,3(mod4)이고, (x,y)가 x2−dy2=±1의 최소 정수 해라면, x+yd는 기본 단위입니다.




	(b)

d≡1(mod4)이고, (x,y)가 x2−dy2=±1의 최소 반정수 해라면, x+yd는 기본 단위입니다. (동등하게, a2−db2=±4의 최소 정수 해는 12(a+bd)를 줍니다.)






(“최소”에 대한 어떤 합리적인 정의든 작동합니다, 예를 들어 |y|로 정렬하는 것처럼 말입니다.)










58.4 펠 방정식


이러한 부류의 결과는 펠 방정식을 완전히 소거합니다. 결국,




	
	a2−d⋅b2=±1
	





을 푸는 것은 노름이 ±1인 ℤ[d]의 원소를 찾는 것에 해당합니다. d≡1(mod4)인 경우에는 조금 더 이상합니다, 왜냐하면 이 경우 K=ℚ(d)는 𝒪K=ℤ[12(1+d)]를 주므로, 기본 단위가 실제로는 해가 아닐 수도 있기 때문입니다. (예를 들어, d=5일 때, 해 (12,12)를 얻습니다.) 그럼에도 불구하고, 모든 정수 해는 결국 생성됩니다.




이 모든 것을 구체적으로 만들기 위해, 여기 간단한 예시가 있습니다.





예제 58.4.1 (x2−5y2=±1).


K=ℚ(5)로 설정하면, 𝒪K=ℤ[12(1+5)]입니다. 디리클레 단위 정리에 의해, 𝒪K×는 하나의 원소 u에 의해 생성됩니다. 다음의 선택은




	
	u=12+125
	





a2−5b2=±4에 대해 더 작은 정수 해가 없으므로, 기본 단위로 사용됩니다.




u의 처음 몇 거듭제곱은 다음과 같습니다




	
	nun노름−212(3−5)1−112(1−5)−1011112(1+5)−1212(3+5)132+5−1412(7+35)1512(11+55)−169+451
	





첫 번째 정수 해는 (2,1)이며, 이는 −1을 준다는 것을 알 수 있습니다. +1을 주는 첫 번째 해는 (9,4)입니다. 이 패턴을 계속하면, u의 세제곱마다 정수 해를 준다는 것을 알 수 있으며(또한 문제 58B 참조), 홀수 번째는 x2−5y2=−1의 해를 주고 짝수 번째는 x2−5y2=+1의 해를 줍니다. 모든 해는 (부호 ±u±n을 고려함으로써) ± 부호를 제외하면 이런 방식으로 생성됩니다.










58.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 58A (헤이스팅스 전투에 관한 허구의 기록).


다음 전투에서 병사의 수를 구하십시오:


해럴드의 병사들은 늘 그랬듯이 함께 굳건히 서서 열세 개의 정사각형 대형을 이루었으며, 각 정사각형마다 같은 수의 병사가 있었고, 그들의 진지에 감히 발을 들이려는 대담한 노르만인에게는 화가 있을지어다. 색슨 전투 도끼의 일격 한 번이면 그의 창을 부러뜨리고 사슬 갑옷을 갈랐기 때문이다 . . . 해럴드가 몸소 전장에 뛰어들었을 때 색슨인들은 하나의 거대한 정사각형 병력이 되어 ”우트!”, ”올리크로세!”, ”고데마이트!”라는 함성을 외쳤다.










문제 58B.


d>0을 제곱나눔수가 없는 정수라 하고, u를 ℚ(d)의 기본 단위라 하십시오. u∈ℤ[d]이거나, 혹은 un∈ℤ[d]⇔3∣n임을 보이십시오.








문제 58C.


다음에 대해 정수 해가 없음을 보이십시오




	
	x2−34y2=−1
	





−1이 34를 법으로 이차잉여라는 사실에도 불구하고 그렇습니다.
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장 59 갈루아에 관한 것들



59.1 동기


대표적인 예: ℚ(2)과 ℚ(23).




갈루아 이론의 핵심 아이디어는 매장이라는 개념으로, 이는 앞서 설명한 ”켤레”라는 개념에 도달하는 또 다른 방법을 제공합니다.




K를 수체라고 합시다.  매장 σ:K↪ℂ는 단사 체 준동형사상입니다. 즉 덧셈과 곱셈을 보존해야 하며, 특히 1을 고정해야 합니다.





질문 59.1.1.


이러한 맥락에서 임의의 유리수 q에 대해 σ(q)=q임을 보이십시오.








예제 59.1.2 (매장의 예시).



	(a)

K=ℚ(i)인 경우, K에서 ℂ로의 두 매장은 z↦z(항등사상)와 z↦z¯(복소켤레)입니다.




	(b)

K=ℚ(2)인 경우, K에서 ℂ로의 두 매장은 a+b2↦a+b2(항등사상)와 a+b2↦a−b2(켤레)입니다.




	(c)

K=ℚ(23)인 경우, 세 가지 매장이 있습니다:


	•

1↦1과 23↦23를 보내는 항등 매장.




	•

1↦1과 23↦ω23를 보내는 매장으로, 여기서 ω는 1의 세제곱근입니다. 이것만으로도 매장의 나머지 부분이 결정되기에 충분함을 유의하십시오.




	•

1↦1과 23↦ω223를 보내는 매장.

















이러한 매장들에 대해 몇 가지 관찰을 하고자 하며, 이는 갈루아 이론의 핵심 아이디어를 이룰 것입니다. 여기에 주의를 기울이십시오!





	•

먼저, 근들 사이에 일종의 쌍대성이 있음을 알아챌 수 있습니다: 첫 번째 예시에서 i는 ±i로 보내지고, 2는 ±2로 보내지며, 23는 x3−2의 다른 근들로 보내집니다. 이는 우연이 아니며, 일반적으로 이러한 현상이 발생함을 보일 수 있습니다. 구체적으로, α의 최소다항식이 다음과 같다고 합시다




	
	0=cnαn+cn−1αn−1+⋯+c1α+c0
	





여기서 ci는 유리수입니다. 그러면 양변에 임의의 매장 σ를 적용하면 다음을 얻습니다




	
	0
	=σ(cnαn+cn−1αn−1+⋯+c1α+c0)
	





	
	
	=σ(cn)σ(α)n+σ(cn−1)σ(α)n−1+⋯+σ(c1)σ(α)+σ(c0)
	





	
	
	=cnσ(α)n+cn−1σ(α)n−1+⋯+c1σ(α)+c0
	





여기서 마지막 단계에서는 ci∈ℚ이므로 σ에 의해 고정된다는 사실을 사용하였습니다. 따라서 최소다항식의 근들은 그 다항식의 다른 근들로 갑니다.




	•

다음으로, 두 번째와 세 번째 예시 사이의 대조를 이끌어내고자 합니다. 구체적으로, K=ℚ(2)에서 ℂ로의 매장을 고려하는 예시 (b)에서, 이 매장들의 상은 전적으로 K 안에 들어갑니다: 즉 K→ℂ를 살펴보는 대신 K→K를 살펴보아도 마찬가지였을 것입니다. 그러나 (c)에서는 이것이 성립하지 않습니다: 실제로 ℚ(23)⊂ℝ이지만, 항등사상이 아닌 매장들은 복소수 출력값을 가집니다!




핵심적인 차이는 다시 켤레를 생각해보는 것입니다. 핵심 관찰:


체 K=ℚ(23)는 ”결핍”되어 있는데, 이는 최소다항식 x3−2가 K에 포함되지 않은 다른 두 근 ω23와 ω223를 가지기 때문입니다.



반면 K=ℚ(2)는 x2−2의 두 근 모두가 K 안에 포함되어 있으므로 아무 문제가 없습니다. 마지막으로, K=ℚ(23)의 결핍은 이를 완비하여 체 ℚ(23,ω)로 만듦으로써 실제로 해결할 수 있습니다. ℚ(i)나 ℚ(2)처럼 ”자체 완결적”인 체들은 갈루아 확대라고 불리며, 이는 곧 설명하겠습니다.




	•

마지막으로, 위의 예시들에서 K에서 ℂ로의 매장의 개수가 마침 K의 차수와 같다는 것을 알아챌 수 있습니다. 이는 중요한 정리로, 정리 59.3.1입니다.









이 장에서는 ℚ 이외의 임의의 체에 대해 이러한 아이디어들을 완전히 일반적인 형태로 전개하겠습니다.







59.2 체 확대, 대수적 확대, 분해체


대표적인 예: ℚ(23)/ℚ는 확대이며, ℂ는 임의의 수체의 대수적 확대입니다.




먼저, 수체의 개념을 일반화하기 위해 한 체가 다른 체 안에 들어있다는 개념을 정의합니다.





정의 59.2.1.


K와 F를 체라고 합시다. F⊆K이면 K/F라고 쓰고 K를 F의  체 확대라고 합니다.




따라서 K는 자동으로 F-벡터 공간이 됩니다 (ℚ(2)가 자동으로 ℚ-벡터 공간이 되는 것과 마찬가지입니다).  차수는 이 공간의 차원이며, [K:F]로 표기합니다. [K:F]가 유한하면 K/F를  유한 (체) 확대라고 합니다.







이게 정말 전부입니다. 까다로운 부분은 전혀 없습니다.





질문 59.2.2.


ℚ의 유한 확대를 뭐라고 부를까요?







유한 확대의 차수는 곱셈적입니다.





정리 59.2.3 (체 확대는 곱셈적 차수를 가집니다).


F⊆K⊆L을 체라고 하고, L/K, K/F가 유한하다고 합시다. 그러면




	
	[L:K][K:F]=[L:F].
	











증명.


기저 계산: K 위에서 L의 기저를 찾은 다음, 이를 확장하여 F 위에서 L의 기저로 만들 수 있습니다. (성실한 독자라면 세부사항을 채워 넣을 수 있습니다.) ∎





다음으로, (ℚ(23)과 같은) 체가 주어졌을 때 그것을 매장할 대상(우리 경우에는 ℂ)이 필요합니다. 즉 모든 다항식의 모든 근을 포함하는 체가 필요할 뿐입니다. 체 E가  대수적으로 닫혀 있다고 하는 것은 E의 계수를 갖는 모든 다항식이 E에서 일차다항식들의 곱으로 분해되는 경우로 약속합시다. 고전적인 예는 다음과 같습니다:





예제 59.2.4 (ℂ).


ℂ는 대수적으로 닫혀 있습니다.







중요한 정리는 임의의 체 F를 대수적으로 닫힌 체 F¯로 확대할 수 있다는 것입니다. F¯[x]의 다항식의 모든 근은 F¯에 있으므로, 특히 F[x]의 다항식의 모든 근도 그러합니다. 결과는 다음과 같습니다:





정리 59.2.5 (대수적 폐포).


임의의 체 F는 대수적으로 닫힌 체 확대를 가집니다. 사실, 포함 관계에 대해 극소인 이러한 확대는 유일하게 존재하며, 이를  대수적 폐포라고 하고 F¯로 표기합니다. (여기서 “극소”란 F의 다른 임의의 대수적으로 닫힌 확대가 F¯와 동형인 사본을 포함한다는 뜻입니다.) 이는 F¯의 모든 원소가 실제로 F의 계수를 갖는 어떤 다항식의 근이라는 성질을 가집니다.








예제 59.2.6 (ℝ¯=ℂ¯=ℂ⊋ℚ¯).


ℂ는 ℝ의 (그리고 자기 자신의) 대수적 폐포입니다. 하지만 ℚ의 대수적 폐포 ℚ¯ (즉, 대수적 수의 집합)는 ℂ의 진부분체입니다 (일부 복소수는 유리수 계수 다항식의 근이 아닙니다).







보통 이러한 확대가 어떤 모습인지는 별로 신경 쓰지 않고, 그저 존재한다는 사실에 만족합니다. 종종 대수적 폐포조차 사용하지 않고, 단지 충분히 큰 아무 체나 사용합니다. 예를 들어 ℚ-계수를 갖는 다항식 f를 다룰 때, ℂ 대신 더 작은 ℚ¯를 사용하는 편이 덜 낭비적일 수 있음에도 불구하고, 편의와 구체성을 위해 단순히 f의 근을 ℂ의 원소로 간주합니다.







59.3 수체의 대수적 폐포로의 매장


이제 이 모든 재료를 정의했으니, 다음을 증명할 수 있습니다:





정리 59.3.1 (수체의 n개의 매장).


K를 차수 n의 수체라고 합시다. 그러면 ℚ를 고정하는 체 준동형사상 K↪ℂ가 정확히 n개 존재하며, 이를 σ1,…,σn이라고 합시다.








비고 59.3.2.


체의 자명하지 않은 준동형사상은 반드시 단사임에 유의하십시오(핵이 아이디얼이기 때문입니다). 이는 “↪”의 사용을 정당화하며, 우리는 각 σi를 K에서 ℂ로의  매장(매장)이라고 부릅니다.







증명.


이것은 사실 꽤 재미있습니다! ℚ 위의 임의의 기약다항식은 서로 다른 근을 가진다는 것을 기억하십시오 (보조정리 54.1.2). 우리는 원소 α1,α2,…,αm을 한 번에 하나씩 ℚ에 첨가하여, 결국 K 전체를 얻을 것입니다. 즉,




	
	K=ℚ(α1,…,αm).
	





도식으로 나타내면, 이는

ℚℚ(α1)ℚ(α1,α2)…Kℂℂℂ…ℂidτ1τ2τm=σ
먼저, τ1을 선택하는 방법이 정확히




	
	[ℚ(α1):ℚ]
	





가지임을 주장합니다. τ1은 그것이 α1을 어디로 보내는지에 의해 결정된다는 점에 주목하십시오(ℚ를 고정해야 하기 때문입니다). p1을 α1의 최소 다항식이라 하면, τ1에 대해 degp1가지 선택지가 있으며, 이는 p1의 (서로 다른) 근 각각에 대응합니다. 이로써 주장이 증명됩니다.




마찬가지로, τ1의 선택이 주어지면




	
	[ℚ(α1,α2):ℚ(α1)]
	





τ2를 선택하는 방법의 가짓수입니다. (조금 다릅니다: τ1이 항등원일 필요는 없습니다. 하지만 τ2가 그것이 α2를 어디로 보내는지에 의해 결정된다는 것은 여전히 참이며, 앞서와 마찬가지로 [ℚ(α1,α2):ℚ(α1)]가지의 가능한 방법이 있습니다.)




이들을 모두 곱하면 원하는 [K:ℚ]가 나옵니다. ∎






비고 59.3.3.


원시원소 정리는 사실 m=1이면 충분함을 함의합니다. 즉 탑 전체를 세울 필요가 없습니다. 이는 증명을 다소 단순화합니다.







”K를 차수 n인 수체라 하고, σ1,…,σn을 그것의 n개의 매장이라 하자”와 같은 표현을 더 이상의 설명 없이 보는 것은 흔한 일입니다. 이러한 매장과 갈루아 켤레 사이의 관계는 다음과 같이 주어집니다.





정리 59.3.4 (매장은 켤레들에 고르게 분포합니다).


K를 차수 n인 수체로 두고 그 n개의 매장을 σ1, …, σn이라 하며, α∈K가 ℚ 위에서 m개의 갈루아 켤레를 갖는다고 합시다.




그러면 σj(α)는 이 m개의 켤레 각각에 ”고르게 분포”합니다: 임의의 갈루아 켤레 β에 대해, 정확히 nm개의 매장이 α를 β로 보냅니다.







증명.


앞선 증명에서, 먼저 α1=α를 첨가하십시오. ∎





이제 우리는 ℚ 위에서 대각합과 노름을 다음과 같이 좋은 방식으로 정의할 수 있습니다: 수체 K가 주어졌을 때, 다음과 같이 둡니다




	
	TrK/ℚ(α)=∑i=1nσi(α)그리고NK/ℚ(α)=∏i=1nσi(α)
	





여기서 σi는 K에서 ℂ로 가는 n개의 매장입니다.







59.4 모두가 표수 2를 싫어하는 이유: 분리 가능 대 기약


대표적인 예: ℚ는 표수 0을 가지므로, 기약 다항식은 분리 가능합니다.




이제 우리는 위 정리를 임의의 체 F에 대해 성립하는 형태로 만들고자 합니다. 증명을 읽어보면, 체 ℚ에 대해 사용되는 유일한 성질은 보조정리 54.1.2이며, 여기서 우리는 다음 사실을 사용한다는 것을 알 수 있습니다


F 위의 기약 다항식은 이중근을 갖지 않습니다.






이중근을 갖지 않는 다항식을  분리 가능하다고 부릅시다. 따라서 우리는 기약 다항식이 분리 가능하기를 원합니다. 지난 장에서 우리는 ℚ에 대해 도함수를 취함으로써 이를 해냈습니다. 임의의 체에 대해서도 통해야 하지 않을까요?




아닙니다. 2x3+24x+9와 같은 다항식의 도함수를 취했다고 합시다. 즉 6x2+24입니다. ℂ에서는 상수가 아닌 다항식의 도함수 f′가 영이 아니라는 것이 자명합니다. 하지만 위 다항식을 𝔽3에서의 다항식, 즉 3을 법으로 하여 생각했다고 합시다. 그러면 도함수는 영이 됩니다. 이런!




우리는 이런 일이 일어나는 것을 막는 조건을 부과해야 합니다.





정의 59.4.1.


체 F에 대해, F의  표수란 다음을 만족시키는 가장 작은 양의 정수 p입니다,




	
	1F+⋯+1F⏟p 번=0
	





또는 그러한 정수 p가 존재하지 않으면 영입니다.








예제 59.4.2 (체의 표수).


오랜 친구인 ℝ, ℚ, ℂ는 모두 표수 0을 갖습니다. 하지만 p를 법으로 하는 정수들인 𝔽p는 표수 p인 체입니다.








연습문제 59.4.3.


F를 표수 p인 체라 합시다. p>0이면 p가 소수임을 보이십시오. (증명은 다음 장에서 주어집니다.)







표수가 0이라는 가정 하에서, 앞서의 증명이 그대로 작동합니다.





보조정리 59.4.4 (표수 0에서의 분리가능성).


표수 0인 체 위의 모든 기약 다항식은 분리가능합니다.







안타깝게도 이 보조정리는 ”표수 0” 조건을 빼면 성립하지 않습니다.





비고 59.4.5.


이것이 분리가능이라고 불리는 이유는 (제 생각에는) 다음과 같은 그림 때문입니다: 다항식이 하나 있고 이를 기약인 부분들로 쪼개고 싶습니다. 보통 다항식에 중근이 있다면, 이는 그것이 기약이 아니라는 뜻입니다. 하지만 표수 p>0에서는 이것이 성립하지 않습니다. 그래서 분리불가능한 다항식은 생각해 보면 이상합니다: 어쩐지 서로 분리될 수 없는 중근을 갖게 되는 것입니다.







분리가능성이 문제가 되지 않는 어떠한 체 확대에 대해서도 이것이 작동하도록 만들 수 있습니다.





정의 59.4.6.


분리가능 확대 K/F란 각 α∈K에 대해 F 위에서의 α의 최소다항식이 분리가능한 경우를 말합니다(예를 들어 F의 표수가 0인 경우가 그렇습니다). 체 F는 임의의 유한 체 확대 K/F가 분리가능하면  완전체라고 합니다.







실제로 다음 장에서 보게 되듯이:





정리 59.4.7 (유한체는 완전체이다).


F가 유한개의 원소를 갖는 체라고 합시다. 그러면 이는 완전체입니다.







따라서 냅킨에서 등장하는 모든 체는 유한체이거나 표수 0이므로, 우리는 분리가능성에 대해 거의 걱정할 필요가 없을 것입니다. 그러므로 ”분리가능”이라는 단어를 포함시키는 것은 대체로 형식적인 것에 지나지 않습니다.




계속 나아가면 다음을 얻습니다





정리 59.4.8 (임의의 분리가능 확대의 n개의 매장).


K/F가 차수 n인 분리가능 확대이고 F¯가 F의 대수적 폐포라고 합시다. 그러면 F를 고정하는 체 준동형사상 K↪F¯가 정확히 n개 존재하며, 이를 σ1, …, σn이라 합시다.







어쨌든 이를 통해 임의의 분리가능 정규 확대에 대해 자취를 정의할 수 있습니다.





정의 59.4.9.


K/F가 차수 n인 분리가능 확대이고, σ1, …, σn이 F의 대수적 폐포로의 n개의 매장이라고 합시다. 그러면 다음과 같이 정의합니다




	
	TrK/F(α)=∑i=1nσi(α)그리고NK/F(α)=∏i=1nσi(α).
	





F=ℚ이고 대수적 폐포가 ℂ일 때, 이는 앞서의 정의와 일치합니다!










59.5 자기동형사상군과 갈루아 확대


대표적인 예: ℚ(2)는 갈루아이지만 ℚ(23)는 그렇지 않습니다.




이제 이 절의 시작에서 언급했던, ℚ(23)가 ℚ(2)는 그렇지 않은 방식으로 결핍되어 있다는 발상으로 돌아가고자 합니다.




먼저 ”내부” 자기동형사상을 정의합니다.





정의 59.5.1.


K/F가 유한 확대라고 합시다. 그러면 Aut(K/F)는 F를 고정하는 체 동형사상 σ:K→K들의 집합입니다. 기호로 나타내면




	
	Aut(K/F)={σ:K→K∣σ는 F 위에서 항등입니다}.
	





이는 함수 합성에 대해 군을 이룹니다!







이번에는 σ에 의해 F가 고정된다는 조건이 있음에 유의하십시오. (앞서 F=ℚ를 고려했을 때는 이 조건이 저절로 성립했기 때문에 이것이 없었습니다.)





예제 59.5.2 (자기동형사상군의 예전 예시들).


새로운 표기법으로 이 장 시작 부분의 예를 다시 살펴보면 다음과 같습니다:


	(a)

Aut(ℚ(i)/ℚ)≅ℤ/2ℤ이며, 원소는 z↦z와 z↦z¯입니다.




	(b)

같은 방식으로 Aut(ℚ(2)/ℚ)≅ℤ/2ℤ입니다.




	(c)

Aut(ℚ(23)/ℚ)는 자명군이며, 항등 임베딩만을 가집니다!













예제 59.5.3 (ℚ(2,3)의 자기동형사상군).


새로운 예를 들어보겠습니다: K=ℚ(2,3)라고 합시다. Aut(K/ℚ)={1,σ,τ,στ}임이 밝혀지며, 여기서




	
	σ:{2↦−23↦3그리고τ:{2↦23↦−3.
	





다시 말해, Aut(K/ℚ)는 클라인 4원군입니다.







먼저, 이러한 임베딩들이 근들을 뒤섞는다는 관찰(서론의 첫 번째 관찰과 유사한)의 증명을 반복해 봅시다:





보조정리 59.5.4 (Aut(K/F)에서의 근의 뒤섞임).


f∈F[x]라 하고, K/F가 유한 확대라 가정하며, α∈K가 f의 근이라고 가정합시다. 그러면 임의의 σ∈Aut(K/F)에 대해, σ(α) 또한 f의 근입니다.







증명.


f(x)=cnxn+cn−1xn−1+⋯+c0라 하고, 여기서 ci∈F입니다. 따라서,




	
	0=σ(f(α))=σ(cnαn+⋯+c0)=cnσ(α)n+⋯+c0=f(σ(α)).∎
	









특히, f를 α의 최소다항식으로 취하면 다음을 유도할 수 있습니다


임베딩 σ∈Aut(K/F)는 α∈K를 그것의 여러 갈루아 켤레(F 위에서의) 중 하나로 보냅니다.






다음으로, 특정 체들의 “결핍”을 다시 살펴봅시다. K=ℚ(23)를 봅시다. 그러면, 역시 K/ℚ는 두 가지 이유로 결핍되어 있습니다. 첫째, ℚ(23)↪ℂ인 사상이 세 개 있지만, 그중 오직 하나만이 Aut(K/ℚ)에 속하며, 그것은 바로 항등사상입니다. 다시 말해, |Aut(K/ℚ)|가 너무 작습니다. 둘째, K에는 몇몇 갈루아 켤레(ω23와 ω223)가 빠져 있습니다.




빠진 갈루아 켤레가 있다는 사실을 포착하는 방법이 바로 분해체라는 개념입니다.





정의 59.5.5.


F를 체라 하고 p(x)∈F[x]를 차수 n인 다항식이라 합시다. 그러면 p(x)는 F의 대수적 폐포 안에 근 α1, …, αn을 가집니다. F 위에서의 p(x)의  분해체는 F(α1,…,αn)로 정의됩니다.







다시 말해, 분해체는 p(x)가 분해되는 가장 작은 체입니다.





예제 59.5.6 (분해체의 예).



	(a)

ℚ 위에서의 x2−5의 분해체는 ℚ(5)입니다. 이는 차수 2의 확대입니다.




	(b)

ℚ 위에서의 x2+x+1의 분해체는 ℚ(ω)이며, 여기서 ω는 1의 세제곱근입니다. 이는 차수 2의 확대입니다.




	(c)

x2+3x+2=(x+1)(x+2)의 분해체는 그냥 ℚ입니다! 할 일이 없습니다.













예제 59.5.7 (분해체: 주의해야 할 사례).


ℚ 위에서의 x3−2의 분해체는 사실




	
	ℚ(23,ω)
	





단순히 ℚ(23)가 아닙니다! 정말로 모든 근을 첨가해야 하며, 이 근들이 서로를 생성하는 경우가 반드시 성립하는 것은 아닙니다.




명확히 하자면:


	•

x2−5의 경우, 5를 첨가하면 이는 자동으로 −5를 포함하게 됩니다.




	•

x2+x+1의 경우, ω를 첨가하면 다른 근 ω2도 공짜로 얻습니다.




	•

하지만 x3−2의 경우, 23를 첨가하더라도 ω23와 ω223를 공짜로 얻지는 못합니다. 실제로 ℚ(23)⊂ℝ입니다!






특히 ℚ 위에서 x3−2의 분해체는 삼차가 아니라 육차라는 점에 주목하십시오.







일반적으로, 다항식의 분해체는 최대 n!차까지의 확장이 될 수 있습니다. 그 이유는 p(x)가 n개의 근을 가지고 그 사이에 어떠한 ”우연한” 관계도 없다면 근들의 어떤 치환이든 성립하기 때문입니다.




이제 다음을 얻습니다:





정리 59.5.8 (갈루아 확장은 분해체입니다).


유한 확장 K/F에 대해, |Aut(K/F)|는 [K:F]를 나누며, 등호는 K가 F에 계수를 갖는 어떤 분리 다항식의 분해체일 때 그리고 그때만 성립합니다.







이에 대한 증명은 이 장의 끝에 있는 선택적 절로 미룹니다. K/F가 유한 확장이고 |Aut(K/F)|=[K:F]이면, 확장 K/F를  갈루아라고 부릅니다. 이 경우, Aut(K/F) 대신 Gal(K/F)로 표기하고 이를 K/F의  갈루아 군이라고 부릅니다.





예제 59.5.9 (갈루아 확장의 예와 비예).



	(a)

확장 ℚ(2)/ℚ는 갈루아 확장인데, 이는 ℚ 위에서 x2−2의 분해체이기 때문입니다. 갈루아 군은 위수 2를 가지며, 2↦±2입니다.




	(b)

확장 ℚ(2,3)/ℚ는 갈루아 확장인데, 이는 ℚ 위에서 (x2−5)2−24의 분해체이기 때문입니다. 앞서 논의했듯이, 갈루아 군은 ℤ/2ℤ×ℤ/2ℤ입니다.




	(c)

확장 ℚ(23)/ℚ는 갈루아 확장이 아닙니다.












마지막으로 한 번 더 ℚ(23)를 탐구해 봅시다:





예제 59.5.10 (갈루아 폐포, 그리고 ℚ(23,ω)의 자기동형사상군).


체 K=ℚ(23,ω)로 돌아가 봅시다. 이는 [K:ℚ]=6인 체입니다. 다음 두 자기동형사상을 생각해 봅시다:




	
	σ:{23↦ω23ω↦ω그리고τ:{23↦23ω↦ω2.
	





σ3=τ2=id임에 주목하십시오. 이로부터 K의 자기동형사상 군은 위수가 6이어야 함을 알 수 있습니다(위수는 확실히 ≤6입니다; 이제 라그랑주 정리를 사용하십시오). 따라서 K/ℚ는 갈루아입니다! 실제로 다음을 명시적으로 확인할 수 있습니다




	
	Gal(K/ℚ)≅S3
	





3개의 원소에 대한 대칭군이며, 위수는 3!=6입니다.







이 예는 비갈루아 체 확장이 주어졌을 때, 빠진 켤레들을 ”추가”하여 갈루아 확장으로 만들 수 있다는 사실을 보여줍니다. 이를  갈루아 폐포를 취한다고 부릅니다.







59.6 갈루아 이론의 기본 정리


갈루아 이론에 관한 이 모든 내용을 다룬 후, 증명은 하지 않겠지만 기본 정리를 알려드리는 것이 좋겠습니다. 기본적으로, 이 정리는 K/F가 갈루아 군 G를 갖는 갈루아 확장이라면 다음이 성립한다는 것을 말합니다:


G의 부분군은 F⊆E⊆K를 만족하는 체 E와 정확히 대응합니다.






이 전단사가 어떻게 이루어지는지 말씀드리려면, 고정체를 정의해야 합니다.





정의 59.6.1.


K를 체, H를 Aut(K/F)의 부분군이라 합시다. H의  고정체를 KH로 표기하며, 다음과 같이 정의합니다




	
	KH≔{x∈K:σ(x)=x∀σ∈H}.
	












질문 59.6.2.


KH가 실제로 체임을 빠르게 확인해 보십시오.







이제 다시 예시를 살펴봅시다. K=ℚ(2,3)를 생각해 보면,




	
	G=Gal(K/ℚ)={id,σ,τ,στ}
	





는 클라인 사원군입니다 (여기서 σ(2)=−2이지만 σ(3)=3이며, τ는 그 반대 방향으로 작용합니다).





질문 59.6.3.


H={id,σ}라 합시다. KH는 무엇입니까?







이 경우, ℚ와 K 사이의 체 도식은 다음과 같이 G의 부분군과 정확히 일치합니다.

ℚ(2,3)ℚ(2)ℚ(6)ℚ(3)ℚ{id}{id,τ}{id,στ}{id,σ}G
부분군이 고정체에 대응함을 알 수 있습니다. 이 사실은, 그리고 그보다 훨씬 많은 것이, 일반적으로 성립합니다.





정리 59.6.4 (갈루아 이론의 기본 정리).


K/F를 갈루아 군 G=Gal(K/F)를 갖는 갈루아 확대라 합시다.


	(a)

체 탑 F⊆E⊆K와 부분군 H⊆G 사이에는 전단사가 존재합니다.




	
	{K∣E∣F}⇔{1∣H∣G}
	





이 전단사는 H를 그 고정체 KH로 보내며, 따라서 포함 관계를 뒤집습니다.




	(b)

이 전단사 아래, [K:E]=|H|이고 [E:F]=|G/H|입니다.




	(c)

K/E는 항상 갈루아 확대이며, 그 갈루아 군은 Gal(K/E)=H입니다.




	(d)

E/F가 갈루아 확대인 것은 H가 G의 정규부분군인 것과 동치입니다. 그러한 경우, Gal(E/F)=G/H입니다.













연습문제 59.6.5.


이 정리를 다음의 경우에 적용해 봅시다




	
	K=ℚ(23,ω).
	





E=ℚ(23)가 갈루아 확대가 아니라는 사실이 S3가 위수 2인 정규부분군을 갖지 않는다는 사실에 대응함을 확인하십시오.










59.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 59A (원분체의 갈루아 군).


p를 홀수인 유리소수라 하고 ζp를 p차 원시근이라 합시다. K=ℚ(ζp)라 합시다. 다음을 보이십시오.




	
	Gal(K/ℚ)≅(ℤ/pℤ)×.
	






힌트. ζp의 상을 살펴보십시오.




풀이. 이는 단순히 ℤ/p−1ℤ인데, 이는 ζp가 p−1개의 원시 단위근 중 하나(임의의 것)로 보내져야 하기 때문입니다.










문제 59B.


ℚ의 3차 갈루아 확대의 예를 하나 드십시오.








문제 59C (그리스 작도).


세 가지 그리스 작도가


	(a)

정육면체의 배적,




	(b)

원의 정사각형화, 그리고




	(c)

각의 삼등분이






모두 불가능함을 증명하십시오. (π가 초월수라고 가정하십시오.)


힌트. 반복된 이차 확대는 차수가 2이므로, 2의 거듭제곱만 얻을 수 있습니다.










문제 59D (중국 홍콩 수학 올림피아드).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

다음을 만족하는 유리수 p, q, r이 존재하지 않음을 증명하십시오.




	
	cos(2π7)=p+q+r3.
	






풀이. 비슷하지만 동일하지는 않은 문제가 여기에서 풀렸습니다: https://aops.com/community/c6h149153p842956.










문제 59E.


ℝ의 유일한 자기동형사상이 항등사상임을 보이십시오. 따라서 Aut(ℝ/ℚ)는 자명군입니다.


힌트. 힌트: σ(x2)=σ(x)2≥0와 코시의 함수 방정식을 사용하십시오.










문제 59F (아르틴의 원시원소 정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

K를 수체라고 합시다. 어떤 γ에 대해 K≅ℚ(γ)임을 보이십시오.


힌트. 귀납법에 의해, α와 β로 표현되는 어떤 γ에 대해 ℚ(α,β)=ℚ(γ)임을 보이는 것으로 충분합니다. 유한 개를 제외한 모든 유리수 λ에 대해, γ=α+λβ로 선택하면 작동합니다.




풀이. https://www.math.cornell.edu/~kbrown/6310/primitive.pdf












59.8 (선택) 갈루아 확장이 분해체임의 증명


정리 59.5.8를 증명합니다. 먼저, 기본 정리로부터 유용한 조각을 추출합니다.





정리 59.8.1 (고정체 정리).


K를 체라 하고 G를 Aut(K)의 부분군이라 합시다. 그러면 [K:KG]=|G|입니다.







부등식 자체는 어렵지 않습니다:





연습문제 59.8.2.


[K:F]≥|Aut(K/F)|임을 보이고, 모든 σ∈Aut(K/F)에 의해 고정되는 원소들의 집합이 정확히 F일 때에만 등호가 성립함을 보이십시오. (정리 59.8.1를 사용하십시오.)







등호가 성립하는 경우는 더 까다롭습니다.




더 쉬운 방향은 K가 분해체인 경우입니다. K=F(α1,…,αn)가 n개의 서로 다른 근 α1,…,αn을 갖는 어떤 분리다항식 p∈F[x]의 분해체라고 합시다. 이들을 하나씩 첨가합니다:

FF(α1)F(α1,α2)…KFF(α1)F(α1,α2)…Kidτ1τ2τn=σ
(이 도식이 익숙해 보입니까?) F를 고정하는 모든 사상 K→K는 위의 가환 도식에 대응됩니다. 이전과 마찬가지로, τ1을 선택하는 방법은 정확히 [F(α1):F]가지입니다. (이를 위해서는 α1의 최소다항식 p1이 분리다항식이라는 사실이 필요합니다: p1을 대응시킬 서로 다른 근이 정확히 degp1=[F(α1):F]개 있어야 합니다.) 마찬가지로, τ1의 선택이 주어지면, τ2를 선택하는 방법은 [F(α1,α2):F(α1)]가지입니다. 이들을 모두 곱하면 원하는 [K:F]가 나옵니다.










이제 K/F가 갈루아라고 가정합시다. 먼저, 다음을 서술합니다:





보조정리 59.8.3.


K/F가 갈루아 확대이고 p∈F[x]가 기약이라고 합시다. 만약 p의 (근이 F¯에 있는) 근 하나가 K에 속한다면, 모든 근이 K에 속하며, 실제로 p는 분리가능합니다.







증명.


α∈K를 주어진 근이라 합시다. 다음 집합을 생각합니다




	
	S={σ(α)∣σ∈Gal(K/F)}.
	





(Gal(K/F)∋id이므로 α∈S임에 유의하십시오.) 구성상, 임의의 τ∈Gal(K/F)는 S를 고정합니다. 그러므로 다음을 구성하면




	
	p~(x)=∏β∈S(x−β),
	





비에트의 공식에 의해, p~의 모든 계수가 σ의 원소들에 의해 고정됨을 알 수 있습니다. 연습문제에서 명시한 등호가 성립하는 경우에 의해, p~가 F에 계수를 갖는다는 것이 따라 나옵니다! (바로 이 지점에서 그 조건을 사용합니다.) 또한, 보조정리 59.5.4에 의해 p~는 p를 나눕니다.




그런데 p는 기약다항식이었으므로, 이는 F[x]에서 α의 최소다항식이며, 따라서 p가 p~를 나누어야 합니다. 그러므로 p=p~입니다. p~가 분리다항식이 되도록 구성되었으므로, p도 분리다항식입니다. ∎





이제 거의 다 끝났습니다 – K/F의 기저 ω1, …, ωn을 선택하고, pi를 이들의 최소다항식이라고 합시다. 위의 사실에 의해, K 바깥에서는 근을 얻지 않습니다. P=p1…pn을 생각하되, 반복되는 인수는 제거합니다. P의 근은 ω1, …, ωn과 K 안의 다른 몇몇 원소입니다. 따라서 K는 P의 분해체입니다.








장 60 유한체


이 짧은 장에서는 원소가 유한개인 모든 체를 분류하고 갈루아 군을 계산합니다. 여기 나오는 내용은 그리 어렵지 않으므로 대부분의 증명은 개요만 제시합니다. 원한다면 세부 사항을 직접 확인해 보십시오.




이 장의 요점은 다음을 증명하는 것입니다:


	•

유한체 F의 위수는 반드시 pn이어야 하며, 이때 p는 소수이고 n은 정수입니다.




	•

이 경우 F의 표수는 p입니다.




	•

이러한 모든 체는 서로 동형이므로, 동형사상까지만 신경 쓴다면 위수 pn의 “유일한” 유한체를 나타내는 데 𝔽pn이라는 표기를 관례적으로 사용합니다.




	•

확장 F/𝔽p는 갈루아 확장이며, Gal(F/𝔽p)는 위수 n인 순환군입니다. 생성원은 다음의 자기동형사상입니다.




	
	σ:F→F 에 의해x↦xp.
	










급하다면 이 결과들만 기억하고 다음 장으로 넘어가도 됩니다.





60.1 유한체의 예


본격적으로 다루기 전에, 몇 가지 예를 들어보겠습니다.




체 F의 표수란 다음을 만족시키는 가장 작은 양의 정수 p임을 상기하십시오.




	
	1F+⋯+1F⏟p 번=0
	





그러한 정수 p가 존재하지 않으면 0입니다.





예제 60.1.1 (기저체).


𝔽p가 p를 법으로 하는 정수들의 체를 나타낸다고 합시다. 이는 원소가 p개인 체이며, 표수는 p입니다.








예제 60.1.2 (원소 아홉 개짜리 유한체).


다음과 같이 둡시다




	
	F≅𝔽3[X]/(X2+1)≅ℤ[i]/(3).
	





그 원소들을 다음과 같이 생각할 수 있습니다.




	
	{a+bi∣0≤a,b≤2}.
	





ℚ(i)의 정수환인 ℤ[i]에서 (3)이 소원소이므로, F는 그 안에 32=9개의 원소를 가진 체임을 알 수 있습니다. 이 체는 원소가 9개이지만, 모든 원소 x가 다음의 성질을 가짐에 유의하십시오.




	
	3x=x+⋯+x⏟3번=0.
	





특히 F의 표수는 3입니다.










60.2 유한체는 소수의 거듭제곱 위수를 가짐



보조정리 60.2.1.


체 F의 표수가 0이 아니라면, 그것은 소수여야 합니다.







증명.


그렇지 않다고 가정합시다. 그러면 a,b<n에 대해 n=ab입니다. 이제 다음과 같이 둡시다




	
	A=1F+⋯+1F⏟a번≠0
	





그리고




	
	B=1F+⋯+1F⏟b번≠0.
	





그러면 AB=0이 되어, F가 체라는 사실에 모순됩니다. ∎





표수가 0인 체를 선호하지만, 불행히도 유한체의 경우에는 표수가 0이 아닐 수밖에 없습니다.





보조정리 60.2.2 (유한체는 소수 거듭제곱 위수를 가집니다).


F를 유한체라고 합시다. 그러면


	(a)

그 표수는 0이 아니며, 따라서 어떤 소수 p입니다.




	(b)

체 F는 𝔽p의 유한 확대이며, 특히 𝔽p-벡터 공간입니다.




	(c)

어떤 소수 p와 정수 n에 대해 |F|=pn입니다.












증명.


이는 쉬우므로 아주 간단히 설명하겠습니다:


	(a)

(F,+)에 라그랑주 정리(또는 비둘기집 원리!)를 적용하면 표수가 0이 아님을 얻습니다.




	(b)

1F로 생성된 (F,+)의 덧셈 부분군은 𝔽p의 동형인 사본입니다.




	(c)

체 확대이므로, F는 𝔽p 위의 유한 차원 벡터 공간이며, 어떤 기저 e1,…,en을 가집니다. 따라서 F의 원소는 pn개입니다. ∎











비고 60.2.3.


(c)에 대한 재미있는 다른 증명은 모순에 의한 것입니다: 만약 소수 q≠p가 |F|를 나눈다면, (F,+)에 대한 코시 정리(Footnote 1)에 의해 위수가 q인 (0이 아닌) 원소 x가 존재합니다. 그러면 명백히




	
	x⋅(1F+⋯+1F⏟q번)=0
	





이지만, x≠0이므로, F의 표수 또한 q를 나누게 되는데, 이는 불가능합니다.







위 증명에서 중요한 점은





보조정리 60.2.4 (유한체는 𝔽p의 체 확대입니다).


|F|=pn인 유한체 F가 있다면, F 내부에 𝔽p의 동형인 사본이 존재합니다. 따라서 F는 𝔽p의 체 확대입니다.







앞으로 이 𝔽p의 사본을 자주 참조하고자 하므로, 이후에는:





표기의 남용 60.2.5.


모든 정수 n은 F의 원소로 동일시될 수 있으며, 즉




	
	n≔1F+⋯+1F⏟n 번.
	





(예상대로) 이는 오직 n(modp)에만 의존함에 유의하십시오.







이 표기법을 사용하면 다음과 같은 명제를 생각하기가 더 쉬워집니다.





정리 60.2.6 (신입생의 꿈).


임의의 a,b∈F에 대해 다음이 성립합니다




	
	(a+b)p=ap+bp.
	











증명.


이항 정리와, 0<i<p일 때 (pi)가 p로 나누어떨어진다는 사실을 사용하십시오. ∎






연습문제 60.2.7.


이 증명이 성립함을 스스로 확인해 보십시오.










60.3 모든 유한체는 동형입니다


이제 ”페르마의 소정리”를 증명해 보겠습니다:





정리 60.3.1 (유한체에서의 페르마의 소정리).


F를 위수 pn인 유한체라고 합시다. 그러면 모든 원소 x∈F는 다음을 만족합니다




	
	xpn−x=0.
	











증명.


x=0이면 자명하게 성립합니다. 그렇지 않다면, 아벨 군 (F,×)에 라그랑주 정리를 적용하여 xpn−1=1F를 얻습니다. ∎





이제 유한체에 관한 ”주된 놀라운 사실”, 즉 각 크기마다 동형사상까지 유일한 유한체가 존재한다는 다음 결과를 증명할 수 있습니다.





정리 60.3.2 (유한체의 완전한 분류).


체 F가 pn개의 원소를 갖는 유한체인 것은 그것이 𝔽p 위에서 xpn−x의 분해체인 것과 동치입니다.







증명.


“페르마의 소정리”에 의해, F의 모든 원소는 이 다항식을 만족합니다. 따라서 우리는 이 다항식의 근들이 서로 다르다는 것(즉 그것이 분리가능하다는 것)만 보이면 됩니다.




이를 위해, 우리는 다시 미분 트릭을 사용합니다: 이 다항식의 도함수는 다음과 같습니다




	
	pn⋅xpn−1−1=−1
	





이는 전혀 근을 갖지 않으므로, 이 다항식은 어떠한 중근도 가질 수 없습니다. ∎






정의 60.3.3.


이러한 이유로, pn개의 원소를 갖는 그 체를 𝔽pn으로 표기하는 것이 관례입니다.







다항식 xpn−x(modp)는 결코 기약다항식이 아니지만, 위의 계산은 그것이 분리가능함을 보여줍니다.





예제 60.3.4 (아홉 개의 원소를 갖는 유한체, 다시 한번).


다항식 x9−x는 법 3에 대해 분리가능하며 다음과 같이 인수분해됩니다




	
	x(x+1)(x+2)(x2+1)(x2+x+2)(x2+2x+2)(mod3).
	








따라서 F가 위수 9를 갖는다면, 우리는 직관적으로 그것이 모든 근들을 첨가하여 생성된 체일 것이라 기대합니다: 0, 1, 2, 그리고 ±i, 1±i, 2±i. 실제로 그것이 이 장의 처음에 다루었던 예제입니다.




(여기서 i는 i2=−1을 만족하는 𝔽9의 한 원소를 나타냅니다. 이 표기법은 일반적인 허수 단위와 의도적으로 유사하게 되어 있습니다.)










60.4 유한체의 갈루아 이론


이제 (앞서와 같이 F 대신) 𝔽pn이라는 표기법을 유지합니다. 위의 정리에 의해, 그것은 분리가능 다항식의 분해체이므로, 우리는 𝔽pn/𝔽p가 갈루아 확대임을 압니다. 우리는 갈루아 군을 구하고자 합니다.




사실, 우리는 매우 운이 좋습니다: 그것은 순환군입니다. 먼저, 우리는 그러한 원소 하나를 제시합니다: σp∈Gal(𝔽pn/𝔽p)





정리 60.4.1 (p제곱 자기동형사상).


다음과 같이 정의되는 사상 σp:𝔽pn→𝔽pn은




	
	σp(x)=xp
	





자기동형사상이며, 더욱이 𝔽p를 고정합니다.







이것은 프로베니우스 자기동형사상이라 불리며, 장 62에서 다시 등장할 것입니다.





증명.


이는 1을 고정하고, 곱셈을 보존하며, 덧셈을 보존하므로 준동형사상입니다.






질문 60.4.2.


왜 그것이 덧셈을 보존할까요?







다음으로, 우리는 그것이 단사 사상임을 주장합니다. 이를 확인하기 위해, 다음을 유의하십시오




	
	xp=yp⇔xp−yp=0⇔(x−y)p=0⇔x=y.
	





여기서 우리는 또다시 신입생의 꿈을 사용했습니다. 𝔽pn이 유한하므로, 이 단사 사상은 자동으로 전단사가 됩니다. 그것이 𝔽p를 고정한다는 사실은 페르마의 소정리입니다. ∎






이제 우리는 끝났습니다:





정리 60.4.3 (확대 𝔽pn/𝔽p의 갈루아 군).


Gal(𝔽pn/𝔽p)≅ℤ/nℤ이며, 생성원은 σp입니다.







증명.


[𝔽pn:𝔽p]=n이므로, 갈루아 군 G는 위수 n을 가집니다. 따라서 σp∈G가 위수 n을 가짐을 보이기만 하면 됩니다.




σp를 k번 적용하면 x↦xpk가 됨에 주목하십시오. 따라서 𝔽pn의 모든 원소가 xpn=x를 만족하므로, σp를 n번 적용하면 항등원이 됩니다. 하지만 k<n이면, σp를 k번 적용한 것은 항등원이 될 수 없는데, 그렇지 않다면 xpk−x가 너무 많은 근을 가지게 되기 때문입니다. ∎





위수 9인 유한체를 통해 이러한 예를 다시 살펴볼 수 있습니다.





예제 60.4.4 (위수 9인 유한체의 갈루아 군).


𝔽9를 위수 9인 유한체라 하고, 이를 𝔽9=ℤ[i]/(3)로 구체적으로 나타내겠습니다. σ3:𝔽9→𝔽9를 x↦x3라 하겠습니다. 아홉 개 원소 모두의 행방을 살펴볼 수 있습니다:

012i1+i2+i−i1−i2−iσσσ
(주장한 대로, 0, 1, 2는 고정점이므로 이들에 대해서는 화살표를 그리지 않았습니다.) 예상한 대로, 갈루아 군은 위수 2를 가집니다:




	
	Gal(𝔽9/𝔽3)={id,σ3}≅ℤ/2ℤ.
	











이로써 이 장의 시작 부분에서 언급한 모든 결과의 증명이 마무리됩니다.







60.5 추가: 유한체의 곱셈군


이 절에서는 이후 장들에서 사용되지는 않지만 그 자체로 흥미로운 결과를 증명하겠습니다.




위수 p=17인 체 F를 생각해 봅시다. F에 대해 다음과 같은 질문을 던져 볼 수 있습니다:


	•

F의 0이 아닌 원소 중 이차 잉여(즉, F의 다른 원소의 제곱으로 나타낼 수 있는 것)는 몇 개입니까?




	•

F에서 x2=−1을 만족하는 원소 x가 존재합니까?









다음 명제를 이용하면 위 질문들이 쉬워집니다.





명제 60.5.1.


F를 유한체라 하면, 곱셈군 F×는 순환군입니다.







본질적으로 이는 곱셈군 F×가 최대한 좋은 성질을 가진다는 것을 말해줍니다 — 순환군은 가장 단순한 아벨 군입니다!




위의 예들을 다시 살펴보면, 이러한 지식이 어떻게 도움이 되는지 알 수 있습니다.





예제 60.5.2 (𝔽17의 곱셈군).


군 F×는 위수 16의 순환군이므로, F의 모든 원소가 다음과 같이 나타나도록 하는 어떤 원소 g∈F×가 존재합니다




	
	0,g0=1,g1,g2,…,g15.
	





이 지식을 이용하여 0이 아닌 원소들을 제곱해 보면, 그 결과가 다음과 같음을 쉽게 알 수 있습니다 (여기서 g16=g0=1임에 유의하십시오):




	
	g0,g2,g4,…,g14,g0,g2,…,g14.
	





이와 같이, F×의 원소 중 정확히 절반 — 8개의 원소 — 이 이차 잉여입니다!




x2=−1을 만족하는 원소 x가 존재하는지 확인하는 것도 그리 어렵지 않습니다. 먼저, 수열 {g0,g1,…,g15}에서 −1은 어디에 나타날 수 있습니까? g의 구체적인 값을 구해 보면 (예를 들어 g=3을 선택할 수 있습니다) g8=−1임을 알 수 있습니다. 하지만 구체적인 계산 없이도 다음과 같이 알 수 있습니다:






질문 60.5.3.


방정식 x2=1은 오직 2개의 근, 1과 −1만을 가짐에 유의하십시오. 군 F×에서의 군 연산을 이용하면, 이 방정식은 무엇을 말해줍니까?







g8=−1이므로, (g4)2=(g12)2=−1이고, 따라서 증명이 완료됩니다.






그렇다면 이 명제는 왜 참입니까? 위수가 소수의 거듭제곱 q인 유한체 F를 생각해 봅시다.




먼저, 위와 유사한 아이디어를 이용하면 다음을 얻습니다:





질문 60.5.4.


임의의 양의 d<|F×|=q−1에 대해, xd=1을 만족하는 원소 x는 최대 d개임을 보이십시오.







나머지는 군론을 이용하여 쉽게 처리할 수 있습니다. 정리 18.1.5로부터, F×는 유한 아벨 군이므로 특히 유한 생성이고, 다음과 같은 형태로 쓸 수 있음을 상기하십시오.




	
	F×≅ℤ⊕r⊕ℤ/q1ℤ⊕ℤ/q2ℤ⊕⋯⊕ℤ/qmℤ.
	





물론, 여기서 r=0입니다.




이제 F×가 순환군이 아니라고 가정하면, 모든 qi 값의 최소공배수는 |F×|보다 작습니다. 그러면 모든 x∈F×에 대해 xlcm(q1,…,qm)=1이 되어 모순이 발생합니다.





비고 60.5.5.


p를 법으로 하는 이차 잉여가 정확히 p−12개 존재하는 이유에 대한 초등적인 증명을 찾아본다면, 대부분의 경우 위 증명과 비슷하게 “xd−1은 근을 최대 d개 가진다”라는 논증을 얻게 되지만, 끝까지 나아가 곱셈군의 구조를 보여주지 않음으로써 실제로 무슨 일이 벌어지고 있는지의 본질을 감추게 됩니다.




위의 명제는 한 걸음 더 나아갑니다 — 이제 아무런 계산 없이도, 예를 들어 유한체 𝔽172가 정확히 172−12=144개의 0이 아닌 이차 잉여를 가짐을 알 수 있습니다.










60.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 60A (HMMT 2017).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

127을 법으로 한 피보나치 수열의 주기는 무엇입니까?


힌트. 피보나치 수열은 Fn=αn−βnα−β로 주어지며, 여기서 α=1+52와 β=1−52는 P(X)=정의X2−X−1의 두 근입니다. 다항식 P(X)가 127을 법으로 기약임을 보이십시오. 그런 다음 P의 분해체, 즉 𝔽p2에서 작업하십시오.

Fp=−1, Fp+1=0, F2p+1=1, F2p+2=0임을 보이십시오. (P의 근에 대한 Gal(𝔽p2/𝔽p)의 작용을 살펴보십시오.)




풀이. 피보나치 수열이 다음과 같이 주어짐을 상기하십시오.




	
	Fn=αn−βnα−β
	





여기서 α=1+52와 β=1−52는 P(X)≔X2−X−1의 두 근입니다.

p=127이라 하고 p를 법으로 작업합니다.




	
	(5p)=(p5)=(25)=−1
	





이므로, 5가 127을 법으로 이차 잉여가 아님을 알 수 있습니다. 따라서 다항식 P(X)는 𝔽p[X]의 다항식으로 볼 때 기약다항식입니다(직관적으로, α와 β는 𝔽p의 원소가 아닙니다). 따라서 우리는 유한체 𝔽p2에서 작업할 것인데, 이는 𝔽p 위에서 P(X)의 분해체입니다. 다시 말해, α와 β를 𝔽p2의 원소로 해석하되, 이는 𝔽p에는 속하지 않습니다.

σ:𝔽p2→𝔽p2을 t↦tp로 정의하고, 이를 Gal(𝔽p2/𝔽p)의 비자명한 원소라 하겠습니다; 다시 말해, σ는 𝔽p2의 항등이 아닌 자기동형사상입니다. σ의 고정점이 𝔽p의 원소들이므로, 이는 σ가 P의 두 근 중 어느 것도 고정하지 않음을 의미합니다; 따라서 다음이 성립해야 합니다




	
	αp=σ(α)
	=β
	





	
	βp=σ(β)
	=α.
	





이제 다음을 계산합니다




	
	Fp
	=αp−βpα−β=β−αα−β=−1.
	





	
	Fp+1
	=αp+1−βp+1α−β=αβ−βαα−β=0.
	





	
	F2p+1
	=α2p+1−β2p+1α−β=β2α−α2βα−β=−αβ=1.
	





	
	F2p+2
	=α2p+2−β2p+2α−β=β2α2−α2β2α−β=0.
	





따라서 주기는 2p+2를 나누어야 하지만 p+1은 나누지 않아야 합니다.

이제 처음으로 정확한 수치 p=127을 사용하여 주기가 2p+2=256=28을 나누지만 p+1=128=27은 나누지 않음을 확인합니다. (이전에는 (5/p)=−1이라는 사실만 사용했습니다.) 따라서 주기는 정확히 256이어야 합니다.













장 61 분지 이론


우리는 유리 소수 p가 더 큰 수체 K에서 어떻게 인수분해되는지에 큰 관심을 가지고 있습니다. 이러한 행동의 몇 가지 예로, ℤ[i](이는 UFD입니다!)에서 다음과 같은 인수분해를 가집니다




	
	(2)
	=(1+i)2
	





	
	(3)
	=(3)
	





	
	(5)
	=(2+i)(2−i).
	





이번 장에서는 소수가 더 큰 수체에 던져졌을 때 어떻게 분해되는지에 대해 더 배워보겠습니다. 갈루아 이론의 무기를 사용하여, 이는 이차 상호법칙의 증명으로 절정에 이를 것입니다.





61.1 분지된 / 비활성 / 분할 소수


대표적인 예: ℤ[i]에서, 2는 분지되고, 3은 비활성이며, 5는 분할됩니다.




p를 유리 소수라 하고, 이를 𝒪K에 던져 넣습니다. 그러면 소 아이디얼로의 인수분해를 얻습니다




	
	p⋅𝒪K=𝔭1e1…𝔭geg.
	





우리는 각 𝔭i가 (p)의  위에111p⋅𝒪K와 (p)는 같은 것을 의미한다는 점을 상기시켜 드리며, 저는 이 둘을 서로 바꾸어 사용할 것입니다. 있다고 말합니다. 그림으로는 다음과 같이 그릴 수 있습니다:

K⊃𝒪K𝔭iℚ⊃ℤ(p)
일어날 수 있는 다양한 행동에 대한 몇 가지 이름:


	•

우리는 어떤 i에 대해 ei>1이면 p가  분지되었다고 말합니다. 예를 들어 2는 ℤ[i]에서 분지됩니다.




	•

우리는 g=1이고 e1=1이면 p가  비활성이라고 말합니다. 즉 (p)가 소 아이디얼로 남는 경우입니다. 예를 들어 3은 ℤ[i]에서 비활성입니다.




	•

우리는 g>1이면 p가  분할된다고 말합니다. 예를 들어 5는 ℤ[i]에서 분할됩니다.










질문 61.1.1.


더 일반적으로, ℤ[i]에서 소수 p에 대해:


	•

p가 분지되는 것은 정확히 p=2일 때입니다.




	•

p가 비활성인 것은 정확히 p≡3(mod4)일 때입니다.




	•

p가 분할되는 것은 정확히 p≡1(mod4)일 때입니다.






이를 증명하십시오.










61.2 소수는 ΔK를 나눌 때에만 분지됩니다


가장 특이한 경우는 분지입니다: 임의로 선택된 다항식이 중근을 가질 것이라고 기대하지 않는 것처럼, 우리는 임의로 선택된 소수가 분지될 것이라고 기대하지 않습니다. 사실, 분지를 이해하는 열쇠는 판별식입니다.




논의를 위해, K가 단생성이고, 𝒪K=ℤ[θ]이며, θ가 최소다항식 f를 가진다고 가정합시다. p를 우리가 인수분해하고자 하는 유리 소수라 합시다. 만약 f가 f1e1…fgeg로 인수분해된다면, (p)의 소 아이디얼 인수분해는 다음과 같이 주어진다는 것을 알고 있습니다




	
	p⋅𝒪K=∏i(p,fi(θ))ei.
	





특히, p가 분지되는 것은 정확히 f가 법 p에서 중근을 가질 때입니다! 이런 일이 일어나는지 탐지하기 위해, 우리는 f의 다항식 판별식을 살펴봅니다, 즉




	
	Δ(f)=∏i<j(zi−zj)2
	





그리고 이것이 법 p에서 영인지 확인합니다 – 따라서 p는 이것이 참일 때에만 분지됩니다.




Δ(f)를 K의 판별식 ΔK로 그저 대체하면 임의의 수체에 대한 순진한 일반화가 통한다는 것이 밝혀집니다(단일생성 𝒪K의 경우 이 둘이 같다는 것은 문제 57C에 의합니다). 즉,





정리 61.2.1 (판별식은 분지를 탐지한다).


p를 유리 소수, K를 수체라 합시다. 그러면 p가 분지되는 것은 정확히 p가 ΔK를 나눌 때입니다.








예제 61.2.2 (가우스 정수에서의 분지).


K=ℚ(i)라고 하면 𝒪K=ℤ[i]이고 ΔK=−4입니다. 예측한 대로, ℤ[i]에서 분기하는 유일한 소수는 ΔK의 유일한 소인수인 2입니다.







특히, 오직 유한히 많은 소수만이 분기합니다.







61.3 관성차수


대표적인 예: ℤ[i]에서 (7)은 관성차수 2를 가지며, (2+i)는 ℤ[i]에서 관성차수 1을 가집니다.




아이디얼 𝔞가 얼마나 “넓은지”를 측정하는 아이디얼 노름 N(𝔞)=|𝒪K/𝔞|를 정의할 수 있었음을 상기하십시오. 예를 들어, ℤ[i]에서 (5)는 아이디얼 노름 52=25를 가지는데, 그 이유는




	
	ℤ[i]/(5)≅{a+bi∣a,b∈ℤ/5ℤ}
	





52=25개의 원소를 가지기 때문입니다.




이제, 다음을 살펴봅시다




	
	p⋅𝒪K=𝔭1e1…𝔭geg
	





K가 차수 n을 가지는 𝒪K에서 말입니다. 양변의 아이디얼 노름을 취하면, 다음을 얻습니다




	
	pn=N(𝔭1)e1…N(𝔭g)eg.
	





어떤 정수 fi≥1에 대해 N(𝔭i)=pfi임을 결론지을 수 있고, 더 나아가 다음도 성립합니다




	
	n=∑i=1geifi.
	









정의 61.3.1.


fi를 𝔭i의  관성차수라 하고, ei를  분기지수라고 부릅니다.








예제 61.3.2 (관성차수의 예시).


차수가 2인 ℤ[i]에서 작업해 봅시다. 관성차수는 주어진 𝔭가 𝒪K에서 해석될 때 얼마나 “공간적”인지를 감지합니다.


	(a)

소 아이디얼 7⋅ℤ[i]는 관성차수 2를 가집니다. 실제로, ℤ[i]/(7)은 a, b가 7을 법으로 하는 a+bi 꼴의 원소들로 이루어진 72=49개의 원소를 가집니다. 이는 “두 차수”의 공간을 제공합니다.




	(b)

(5)=(2+i)(2−i)라 합시다. (2+i)와 (2−i)의 관성차수는 둘 다 1입니다. 실제로, ℤ[i]/(2+i)는 오직 “한 차수”의 공간만을 제공하는데, 그 원소들 각각이 5를 법으로 하는 정수로 볼 수 있고, 오직 51=5개의 원소만 존재하기 때문입니다.






이를 이해했다면, eifi의 합이 n과 같아야 하는 이유가 직관적으로 명확해질 것입니다.










61.4 갈루아 확장의 마법


좋습니다, 여기까지는 다 괜찮습니다. 하지만 K/ℚ가 갈루아라는 추가 가정을 더할 때 정말로 마법 같은 일이 일어납니다: 모든 관성차수와 분기지수가 서로 같아지는 것입니다. 이제 이를 증명해 보겠습니다.




K/ℚ가 G=Gal(K/ℚ)인 갈루아 확장이라 합시다. 𝔭⊆𝒪K가 p 위에 있는 소 아이디얼이라면, 임의의 σ∈G에 대해 상 σimg(𝔭) 역시 소 아이디얼임에 주목하십시오(왜냐하면 σ는 자기동형사상이기 때문입니다!). 더 나아가, p∈𝔭이고 σ가 ℚ를 고정하므로, p∈σimg(𝔭) 역시 성립함을 알 수 있습니다.




따라서, 점별 사상에 의해 갈루아 군은 유리 소수 p 위에 있는 소 아이디얼들에 작용합니다. 그림으로 나타내면 다음과 같습니다:

[image: 도표]



σimg(𝔭)라는 표기는 이 맥락에서 보기 흉한데, 실제로 우리는 σ를 단순히 군의 작용을 수행하는 것으로 생각하고 있기 때문입니다. 그래서 다음과 같이 축약 표기를 제공합니다:





표기의 남용 61.4.1.


σ𝔭를 σimg(𝔭)의 축약 표기로 합시다.







σ들이 모두 전단사(이들은 자기동형사상이기 때문입니다!)이므로, 같은 궤도에 속한 소 아이디얼들이 밀접하게 관련되어 있다는 것은 그리 놀랍지 않을 것입니다. 하지만 놀랍게도, 궤도는 오직 하나뿐임이 밝혀집니다!





정리 61.4.2 (갈루아 군은 추이적으로 작용한다).


K/ℚ가 G=Gal(K/ℚ)인 갈루아 확장이라 합시다. {𝔭i}를 p⋅𝒪K의 ((𝒪K에서의)) 인수분해에 나타나는 서로 다른 소 아이디얼들의 집합이라 합시다.




그러면 G는 𝔭i에 추이적으로 작용합니다: 모든 i와 j에 대해, σ𝔭i=𝔭j가 되는 σ를 찾을 수 있습니다.







다시 말해,


모든 {𝔭i}는 서로 갈루아 켤레입니다.






이를 증명하기 전에, 원소로의 인수분해라는 더 쉬운 문제를 생각해 봅시다.


𝒪K가 UFD이고, p가 𝒪K에서 up1p2⋯pn으로 인수분해된다고 합시다. 여기서 pi는 기약원이고 u는 단원입니다. pi들이 단원 곱을 제외하면 모두 서로 켤레임을 보이십시오.







질문 61.4.3.


아래를 읽기 전에 먼저 증명해 보십시오. (힌트: 갈루아 이론. 또는 p1의 노름을 취해 보십시오.)







증명.


q=NK/ℚ(p1)을 p1의 모든 켤레의 곱이라 하면, q∈ℚ입니다. 따라서 p∣q이므로, 각 pi는 q의 인수이며, 유일 인수분해에 의해 증명이 끝납니다. ∎





안타깝게도, 아이디얼 𝔭1의 모든 켤레의 곱이 반드시 p⋅𝒪K 꼴인 것은 아닙니다(예를 들어, K=ℚ[i]이고 (1+i)는 다른 켤레를 갖지 않습니다). 그래서 증명에서는 𝔭1의 ”대표원”이 되는 x를 선택합니다.




정리 61.4.2의 증명.


𝔭i가 서로 다른 소 아이디얼이므로, 중국인의 나머지 정리에 의해 다음을 만족하는 x∈𝒪K를 찾을 수 있습니다




	
	x
	≡0(mod𝔭1)
	





	
	x
	≡1(mod𝔭i)i≥2에 대해
	





그런 다음, 노름을 계산하면




	
	NK/ℚ(x)=∏σ∈Gal(K/ℚ)σ(x).
	





K/ℚ가 갈루아이므로 각 σ(x)는 K에 속합니다!




NK/ℚ(x)는 정수이고 𝔭1로 나누어떨어지므로, NK/ℚ(x)는 p로도 나누어떨어져야 합니다. 따라서 𝔭2로도 나누어떨어져야 합니다. 그러므로 어떤 σ∈Gal(K/ℚ)에 대해 σ(x)가 𝔭2로 나누어떨어지고, 이는 곧 x가 σ−1𝔭2로 나누어떨어짐과 동치입니다. 그러나 x를 선택한 방식에 의해, p의 인수들 중에서 x는 오직 𝔭1로만 나누어떨어집니다! 따라서 σ−1𝔭2=𝔭1이고, 증명이 끝났습니다. ∎






정리 61.4.4 (잉여차수와 분기지수는 모두 같습니다).


K/ℚ가 갈루아라고 합시다. 그러면 임의의 유리 소수 p에 대해 다음이 성립합니다




	
	p⋅𝒪K=(𝔭1𝔭2…𝔭g)e
	





어떤 e에 대해, 여기서 𝔭i는 동일한 잉여차수 f를 갖는 서로 다른 소 아이디얼입니다. 따라서




	
	[K:ℚ]=efg.
	












증명.


잉여차수들이 같음을 보이려면, 각 σ가 다음과 같은 동형사상을 유도함에 주목하십시오




	
	𝒪K/𝔭≅𝒪K/σ(𝔭).
	





작용이 추이적이므로, 모든 fi는 같습니다.






연습문제 61.4.5.


σ∈Gal(K/ℚ)라는 사실을 이용하여, 다음을 보이십시오




	
	σimg(p⋅𝒪K)=p⋅σimg(𝒪K)=p⋅𝒪K.
	











따라서 모든 σ에 대해, p⋅𝒪K=∏𝔭iei=∏(σ𝔭i)ei가 성립합니다. 작용이 추이적이므로, 모든 ei는 같습니다. ∎






이에 대한 예시를 살펴봅시다.





예제 61.4.6 (갈루아/비갈루아 확대에서 5를 인수분해하기).


p=5를 소수라 합시다.


	(a)

E=ℚ(23)라 합시다. 𝒪E=ℤ[23]임을 보일 수 있으므로, 최소다항식 x3−2에 대해 인수분해 알고리즘을 사용합니다. x3−2≡(x−3)(x2+3x+9)(mod5)가 기약 인수분해이므로, 다음을 얻습니다




	
	(5)=(5,23−3)(5,43+323+9)
	





이들은 각각 잉여차수 1과 2를 갖습니다. 이것이 균일하지 않다는 사실은 E가 갈루아가 아님을 반영합니다.




	(b)

이제 K=ℚ(23,ω)라 합시다. 이는 ℚ 위에서 x3−2의 분해체이며, 이제 K는 갈루아입니다. 다음이 성립함이 밝혀집니다




	
	𝒪K=ℤ[ε]여기서ε 의 근임t6+3t5−5t3+3t+1.
	





(이를 얻는 데는 많은 작업이 필요하므로 여기서는 하지 않겠습니다). 5로 나눈 나머지로 보면 이는 (x2+x+2)(x2+3x+3)(x2+4x+1)(mod5)라는 기약 인수분해를 가지므로, 인수분해 알고리즘에 의해




	
	(5)=(5,ε2+ε+2)(5,ε2+3ε+3)(5,ε2+4ε+1).
	





이번에는 정리가 K가 갈루아일 때 예측하는 대로, 모든 관성차수가 2입니다.















61.5 (선택) 분해군과 관성군


p를 유리 소수라 합시다. 그러면




	
	p⋅𝒪K=(𝔭1…𝔭g)e
	





그리고 모든 𝔭i는 관성차수 f를 가집니다. 𝔭가 𝔭i 중 하나의 선택을 나타내도록 합시다.




우리는 체 𝒪K/𝔭와 ℤ/p=𝔽p를 모두 살펴볼 수 있습니다. 자연스럽게, 𝒪K/𝔭가 유한체이므로 이를 𝔽p의 체 확장으로 볼 수 있습니다. 따라서 다음 도식을 얻을 수 있습니다

K⊃𝒪K𝔭𝒪K/𝔭≅𝔽pfℚ⊃ℤ(p)𝔽p.
맨 오른쪽에는 유한체 확장이 있는데, 이것이 정말로 잘 작동한다는 것을 우리는 알고 있습니다. 그래서 우리는 다음을 묻습니다:


Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)와 Gal(K/ℚ)는 어떤 관계가 있습니까?






먼저, 모든 σ∈Gal(K/ℚ)는 𝒪K의 자기동형사상을 유도하며, 이는 다음과 같이 사상 𝒪K→𝒪K/𝔭를 유도합니다




	
	α↦σ(α)(mod𝔭).
	





이것이 Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)에서의 사상을 유도하려면, σ(𝔭)⊆𝔭일 필요가 있습니다. 그래서 우리는 𝔭를 고정하는 자기동형사상들의 부분집합을 고려합니다:





정의 61.5.1.


D𝔭⊆Gal(K/ℚ)를 𝔭의 안정자군이라 합시다. 즉




	
	D𝔭≔{σ∈Gal(K/ℚ)∣σ𝔭=𝔭}.
	





우리는 D𝔭를 𝔭의  분해군이라 부릅니다.







이 정의는 사실 σ(𝔭)⊆𝔭인 σ들의 집합과 동치임에 유의하십시오. 왜냐하면 체 동형사상은 아이디얼 노름 N(𝔭)을 고정하기 때문입니다.




그러므로 다음과 같은 자연스러운 사상이 있습니다




	
	D𝔭→𝜃Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)
	





θ(σ)를 단순히 ”σ(mod𝔭)”로 선언함으로써입니다. σ∈D𝔭라는 사실(즉 σ가 𝔭를 고정한다는 사실)이 이 사상이 잘 정의됨을 보장합니다.




놀랍게도, Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)의 모든 원소는 이러한 방식으로 K의 어떤 체 자기동형사상으로부터 나옵니다.





정리 61.5.2 (분해군과 갈루아군).


θ를 위와 같이 정의합시다. 그러면


	•

θ는 전사이며,




	•

그 핵은 위수 e인 군이며, 이는 분기 지수입니다.






특히, p가 비분기이면 D𝔭≅Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)입니다.







(증명은 어렵지 않지만 다소 길고, 제 생각에는 그다지 계몽적이지 않습니다.)





p가 비분기이면, 𝔭를 법으로 취함으로써 D𝔭≅Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)를 얻습니다.






Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)이 정확히 무엇인지 우리는 이미 알고 있습니다! 이미 𝒪K/𝔭≅𝔽pf임을 알고 있으며, 갈루아 군은




	
	Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)≅Gal(𝔽pf/𝔽p)≅⟨x↦xp⟩≅ℤ/fℤ.
	





따라서




	
	D𝔭≅ℤ/fℤ
	





역시 성립합니다.




이제 다시




	
	D𝔭→𝜃Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p).
	





θ의 핵은  관성군이라 불리며 I𝔭⊆D𝔭로 표기하고, 위수 e를 가집니다.




이로써 부분군의 아주 멋진 수열 {1}⊆I⊆D⊆G을 얻습니다. 여기서 G는 갈루아 군입니다 (이제부터는 𝔭-첨자를 생략하겠습니다). 갈루아 이론의 기본 정리를 통해 대응하는 고정체를 살펴봅시다. 그림으로 나타내면:

𝔭⊂𝒪K⊂K{1} KII KDD(p)⊂ℤ⊂ℚGRamifyeInertfSplitg



흥미로운 일이 일어납니다:


	•

D⊴G일 경우, (p)를 KD로 끌어올리면 완전히 갈라져서 g개의 비분기 소 아이디얼이 됩니다. 이들 각각은 관성차수가 1입니다.




	•

I⊴G이기도 하다면, KD의 소 아이디얼들을 KI로 끌어올릴 때 그것들은 관성 상태를 유지하며, 이제 관성차수가 f가 됩니다.




	•

그런 다음 K로 끌어올리면, 그것들은 지수 e로 분기됩니다 (그러나 전혀 갈라지지는 않습니다).






다시 말해, 1에서 efg로 가는 과정은 위의 세 단계로 아주 깔끔하게 나눌 수 있습니다. 이를 그림으로 그리면 다음과 같습니다

(p)𝔭′1…𝔭′g𝔭′′1…𝔭′′g(𝔭1…𝔭g)e{fi}:1,…,1f,…,ff,…,fℚKDKIKSplitInertRamify
어쨌든, 분기가 없는 ”일반적인” 경우에는 그저 KI=K가 됩니다.





예제 61.5.3 (소 아이디얼이 관성 상태로 남기 전에 먼저 갈라지는 경우).


ζ5가 원시 5차 단위근인 K=ℚ[ζ5]라 합시다. 문제 59A로부터, 갈루아 군 Gal(K/ℚ)가 (ℤ/5ℤ)∗≅ℤ/4ℤ와 동형임을 알고 있습니다.




p=19라 합시다. K에서 p는 19=(25+1)(25−1)로 인수분해되며, 운 좋게도 𝒪K는 주 아이디얼 정역이므로, 이는 아이디얼 (19)가 (19)=𝔭1𝔭2=(25+1)(25−1)로 인수분해됨을 의미합니다.




이 경우, KD𝔭1=KD=ℚ[5]이고 KI=K이며, 실제로:


	•

(19)를 KD로 끌어올리면, 이미 (25+1)(25−1)로 갈라집니다 — 왜냐하면 25+1∈KD이기 때문입니다. [KD:ℚ]=2이고 (19)가 이미 2개의 소 아이디얼로 갈라졌으므로, 각 소 아이디얼은 필연적으로 관성차수가 1이어야 합니다.




	•

(25+1)과 (25−1) 각각을 KD에서 K로 끌어올리면, 그것들은 관성 상태를 유지합니다. 다시, [K:KD]=2이므로 관성차수는 반드시 2여야 합니다.









정리의 일부는 아주 쉽게 확인할 수 있습니다: 갈루아 이론의 기본 정리에 의해, D의 모든 체 자기동형사상이 25+1을 고정하므로, 동어반복적으로 25+1은 D의 고정체에 속해야 합니다! 다시 말해, 25+1∈KD이며, 이는 p가 KD로 끌어올려질 때 이미 갈라짐을 의미합니다.




𝔭1′=𝔭1∩KD가 KD에서 K로 끌어올려질 때 갈라지지 않음을 보이려면 논증을 약간만 수정하면 됩니다: 확장 K/KD가 갈루아 확장이므로, 갈루아 군 Gal(K/KD)는 𝔭′1=(25+1)⊆KD 위에 있는 소 아이디얼들 𝔭i에 추이적으로 작용하지만, D의 정의에 의해 이번에도 𝔭1이 그 궤도에서 유일한 소 아이디얼입니다.








예제 61.5.4 (서로 다른 소 아이디얼은 서로 다른 KD를 가짐).


D⋬G일 때는, p가 그 체로 끌어올려질 때 𝔭1…𝔭g로 깔끔하게 갈라지는 단일한 부분체 KD가 존재할 필요가 없습니다.




이유는 간단합니다 — 각 소 아이디얼 𝔭i는 곱에서 자신만의 KD𝔭i 안에서 갈라지지만, D𝔭1이 G에서 정규가 아니라면 서로 다른 D𝔭i들은 서로 같지 않습니다 — 대신, 이들은 G의 켤레 부분군들입니다.




구체적인 예를 들어봅시다: K=ℚ(23,ω)를 ℚ 위에서 x3−2의 분해체라 합시다. 유리 소 아이디얼 p=(5)는 K에서 p=𝔭1𝔭2𝔭3로 갈라지며, 각각은 관성차수가 2입니다. 따라서 각 i에 대해 |D𝔭i|=2입니다.




Gal(K/ℚ)≅S3임을 알고 있으며, S3에는 위수 2인 정규 부분군이 없으므로, D𝔭i가 G에서 정규가 아님은 명백합니다!




앞서 언급했듯이, 여기서 일어나는 일은 다음과 같습니다: p가 KD𝔭1로 올라갈 때, 이는 𝔭′1𝔭′23로 분해되며, 𝔭1은 𝔭′1 위에 있고 𝔭2와 𝔭3는 모두 𝔭′23 위에 있습니다. 확장 KD𝔭1/ℚ에서 𝔭′1은 이전과 마찬가지로 관성차수가 1이지만, 𝔭′23은 관성차수가 2입니다.










61.6 곁가지 소견: 더 일반적인 갈루아 확장


갈루아 확장에 관한 모든 논의는 K/ℚ를 다른 갈루아 확장 L/F로 바꾸어도 그대로 성립합니다. 유리 소수 p가 𝒪K에서 분해되는 대신, F의 소 아이디얼 𝔭가 다음과 같이 분해될 것입니다




	
	𝔭⋅𝒪L=(𝔓1…𝔓g)e
	





𝒪L에서, 그러면 모든 결과가 그대로 성립합니다. (𝔓i는 𝔭 위에 있는 L의 소수들입니다.) 𝔽p 대신 𝒪F/𝔭를 사용하게 될 것입니다.




제가 F=ℚ로 작업하기로 선택한 이유는, 대문자 고딕체 P(𝔓)가 정말 무섭게 생겼기 때문입니다.







61.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


작성 예정: 더 많은 문제





문제 61A.


유리 소수 p가 x3−2의 분해체인 K=ℚ(23,ω)에서 비활성(inert)으로 남을 수 없음을 증명하십시오. 이는 어떻게 일반화됩니까?


힌트. Gal(K/ℚ)가 순환군이 아니라면 어떤 유리 소수 p도 비분해(inert)로 남을 수 없음을 보이십시오. 실제로 p가 비분해라면 Dp≅Gal(K/ℚ)입니다.













장 62 프로베니우스 원소


이 장 전체에서 K/ℚ는 갈루아 군 G를 갖는 갈루아 확장이고, p는 K에서 비분기인 유리 소수이며, 𝔭는 그 위에 있는 소 아이디얼입니다. 그림:

K⊃𝒪K𝔭𝒪K/𝔭≅𝔽pfℚ⊃ℤ(p)𝔽p



p제곱 사상 σ:𝔽pf→𝔽pf가 자기동형사상이라는 것을 상기하며, 이는 𝔽pf 위의 프로베니우스 사상이라고 불립니다. 이 사상을 σ(x)=xp로 정의하여 K→K 사상으로 확장하려 시도할 수 있지만, 안타깝게도 이는 체의 자기동형사상이 되지 않습니다.




놀랍게도, 그럼에도 불구하고 이를 어떤 체 자기동형사상 σ∈Gal(K/ℚ)로 확장하는 것이 가능합니다.




p가 비분기라면, 모든 α∈𝒪K에 대해 σ(α)≡αp(mod𝔭)를 만족하는 유일한 σ∈Gal(K/ℚ)가 존재함을 보일 수 있습니다.





62.1 프로베니우스 원소들


대표적인 예: ℤ[i]에서의 Frob𝔭는 p(mod4)에 따라 달라집니다.




여기 정리 진술을 다시 적습니다:





정리 62.1.1 (프로베니우스 원소).


K/ℚ가 갈루아 군 G를 갖는 갈루아 확장이라고 가정합니다. p를 K에서 비분기인 유리 소수로, 𝔭를 그 위에 있는 소 아이디얼로 둡니다. 모든 α∈𝒪K에 대해 다음 성질을 갖는 유일한 원소 Frob𝔭∈G가 존재합니다,




	
	Frob𝔭(α)≡αp(mod𝔭).
	





이는 𝔭에서의  프로베니우스 원소라고 불리며, 위수 f를 갖습니다.







유일성 부분이 상당히 중요합니다: 이는 주어진 σ∈Gal(K/ℚ)가 위의 함수 방정식을 만족한다는 것만 관찰함으로써 그것이 프로베니우스 원소임을 보일 수 있게 해줍니다.




이에 대한 예를 살펴봅시다:





예제 62.1.2 (가우스 정수의 프로베니우스 원소들).


𝒪K=ℤ[i]를 갖는 K=ℚ(i)에 대해 실제로 몇 가지 프로베니우스 원소를 계산해봅시다. 이는 갈루아 확장이며, G=(ℤ/2ℤ)×는 항등원과 복소켤레에 대응합니다.




p가 그 위에 𝔭를 갖는 홀수 소수라면, Frob𝔭는 다음을 만족하는 유일한 원소입니다




	
	(a+bi)p≡Frob𝔭(a+bi)(mod𝔭)
	





ℤ[i]에서. 특히,




	
	Frob𝔭(i)=ip={ip≡1(mod4)−ip≡3(mod4).
	





이로부터 p≡1(mod4)일 때 Frob𝔭는 항등원이고, p≡3(mod4)일 때 Frob𝔭는 복소켤레임을 알 수 있습니다.







우리가 실제로 i에서만 Frob𝔭를 계산하면 되었다는 점에 주목하십시오. 이것이 너무 그럴듯해서 믿기 어렵게 느껴진다면, 철학적인 이유는 (x+y)p≡xp+yp(modp) (따라서 𝔭를 법으로도 성립)인 ”신입생의 꿈”입니다. 그러므로 σ가 생성원들에서 함수 방정식을 만족한다면, 이는 모든 곳에서 함수 방정식을 만족합니다.




우리는 또한 중요한 보조정리를 갖고 있습니다:





보조정리 62.1.3 (프로베니우스 원소의 위수).


Frob𝔭를 확장 K/ℚ로부터 나온 프로베니우스 원소라고 합니다. 그러면 Frob𝔭의 위수는 관성차수 f𝔭와 같습니다. 특히, (p)가 𝒪K에서 완전히 분해되는 것은 Frob𝔭=id일 때이고 오직 그때에만 성립합니다.







이 보조정리는 Frob𝔭를 계산하는 것만으로 𝔭의 분해 양상을 알 수 있게 해주며, 이는 나중에 보조정리 62.4.1와 소절 62.6.3에서 보게 될 것입니다.





연습문제 62.1.4.


𝒪K/𝔭가 위수 f𝔭인 유한체이고, 프로베니우스 원소가 이 체에서 단지 x↦xp라는 사실을 이용하여 이 보조정리를 증명하십시오.







이제 주요 정리를 증명해 봅시다. 이는 분해군의 맥락에서만 의미가 있으므로, 그 부분을 건너뛴 독자는 이 증명을 생략해야 합니다.




프로베니우스 원소의 존재성 증명.


이 정리 전체는 앞 절에서 정의된 사상 θ가 p가 비분기일 때 동형사상이라는 사실을 다시 서술한 것에 불과합니다. 그림:

[image: 도표]
여기서는 D𝔭에 주목해도 충분한데, α≡0(mod𝔭)일 때 σ(α)≡0(mod𝔭)이어야 하기 때문입니다. 따라서 다음과 같은 동형사상을 얻습니다




	
	D𝔭→𝜃Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p).
	





하지만 우리는 이미 다음의 동형사상들의 연쇄에 따라 Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)를 알고 있습니다




	
	Gal((𝒪K/𝔭)/𝔽p)≅Gal(𝔽pf/𝔽p)≅⟨T=x↦xp⟩≅ℤ/fℤ.
	





따라서 그러한 유일한 원소는 θ에 대한 T의 원상입니다. ∎








62.2 켤레류


이제 𝔭1과 𝔭2가 비분기 유리 소수 p 위에 있는 두 소 아이디얼이라고 합시다. 그러면 Frob𝔭1과 Frob𝔭2를 정의할 수 있습니다. 갈루아 군이 추이적으로 작용하므로, 다음을 만족하는 σ∈Gal(K/ℚ)를 선택할 수 있습니다




	
	σ(𝔭1)=𝔭2.
	





우리는 다음을 주장합니다




	
	Frob𝔭2=σ∘Frob𝔭1∘σ−1.
	





이는 G에서의 방정식임에 유의하십시오.





질문 62.2.1.


이를 증명하십시오.







더 일반적으로, 주어진 비분기 유리 소수 p에 대해 다음을 얻습니다:





정리 62.2.2 (갈루아 군에서의 켤레류).


다음 집합은




	
	{Frob𝔭∣𝔭위에서p}
	





G의 켤레류 중 하나입니다.







증명.


우리는 G=Gal(K/ℚ)가 추이적이라는 사실을 이용하여, Frob𝔭1과 Frob𝔭2가 둘 다 p 위에 있을 때 서로 켤레임을 보였습니다. 따라서 그것은 어떤 켤레류에 포함되어 있습니다. 그러므로 남은 것은, 임의의 𝔭, σ에 대해 σ∘Frob𝔭∘σ−1=Frob𝔭′가 되는 어떤 𝔭′가 존재함을 확인하는 것입니다. 이를 위해서는 그냥 𝔭′=σ𝔭로 놓으면 됩니다. 따라서 그 집합은 실제로 켤레류입니다. ∎





요약하면,


Frob𝔭는 𝔭가 유래한 소수 p에 의해 켤레 관계까지 결정됩니다.



그러므로 고딕 문자가 겁나 보이더라도, Frob𝔭의 내용은 사실 더 친숙해 보이는 유리 소수 p로부터 나오는 것에 불과합니다.





예제 62.2.3 (ℚ(23,ω)에서의 프로베니우스 원소).


이러한 언급을 바탕으로, 프로베니우스 사상의 더 복잡한 예를 살펴봅시다. K=ℚ(23,ω)를 다음의 분해체라 합시다




	
	t3−2=(t−23)(t−ω23)(t−ω223).
	





따라서 K/ℚ는 갈루아입니다. 앞선 예에서 우리는 다음을 보았습니다




	
	𝒪K=ℤ[ε]여기서ε의 근이다t6+3t5−5t3+3t+1.
	








다음과 같이 인수분해되는(여기서는 그냥 믿어주십시오) 소수 5를 생각해 봅시다




	
	(5)=(5,ε2+ε+2)(5,ε2+3ε+3)(5,ε2+4ε+1)=𝔭1𝔭2𝔭3.
	





모든 소 아이디얼의 관성차수가 2임에 유의하십시오. 따라서 각 i에 대해 Frob𝔭i는 위수 2를 갖게 됩니다.




다음에 유의하십시오




	
	Gal(K/ℚ)=의 순열{23,ω23,ω223}≅S3.
	





이 S3에는 위수가 2인 원소가 3개 있는데, 하나의 근을 고정하고 나머지 두 근을 교환하는 것들입니다. 이들은 각각 Frob𝔭1, Frob𝔭2, Frob𝔭3에 대응됩니다.




결론적으로, (5)에 결부된 켤레류 {Frob𝔭1,Frob𝔭2,Frob𝔭3}는 S3에서 순환 유형 (∙)(∙∙)입니다.










62.3 체보타레프 밀도 정리


자연스러운 질문: 모든 켤레류를 이런 방식으로 나타낼 수 있습니까? 다시 말해, G의 모든 원소는 어떤 𝔭에 대해 Frob𝔭와 같습니까?




놀랍게도 답은 ”예”일 뿐만 아니라, 실제로는 가장 좋은 방식으로 그렇게 됩니다: 임의의 𝔭를 뽑을 때 Frob𝔭들은 ”균등하게 분포”합니다.





정리 62.3.1 (ℚ 위의 체보타레프 밀도 정리).


C를 G=Gal(K/ℚ)의 켤레류라 합시다. {Frob𝔭∣𝔭위에서p}=C를 만족하는 (비분기) 소수 p들의 밀도는 정확히 |C|/|G|입니다. 특히, 임의의 σ∈G에 대해 Frob𝔭=σ가 되도록 p 위에 있는 𝔭를 갖는 유리 소수 p가 무한히 많이 존재합니다.







여기서 밀도란, 조건을 만족하는 소수 p≤x의 비율이 x→∞일 때 |C||G|에 가까워진다는 뜻입니다. K에서 분기되는 소수들은 제외하고 있음에 유의하십시오. 분기되는 소수는 오직 ΔK를 나누는 소수들뿐이고, 이는 유한 개밖에 없으므로 문제가 되지 않습니다.




다시 말해, 무작위로 소수 p를 뽑아 그 결과로 나오는 켤레류를 살펴보는 것은 G에 다트를 던지는 것과 매우 비슷합니다: 어떤 켤레류에 맞을 확률은 오직 그 켤레류의 크기에만 좌우됩니다.

[image: 도표]




비고 62.3.2.


다행히도 이 정리(및 앞선 논의)는 K/ℚ를 임의의 갈루아 확장 K/F로 바꾸어도 그대로 성립합니다; 이 경우 ”p 위의 𝔭”를 ”𝔭 위의 𝔓”로 바꿉니다. 이 경우, 밀도를 정의하는 방식으로 p≤x 대신 N(𝔭)≤x를 사용합니다.










62.4 예시: 원분체의 프로베니우스 원소


q를 소수라 하고, ζq를 원시 q제곱근 단위근이라 할 때 L=ℚ(ζq)를 생각합시다. 여러 별표 문제들로부터 다음을 기억하고 있어야 합니다.


	•

ΔL=±qq−2,




	•

𝒪L=ℤ[ζq]이며,




	•




	
	σn:L→L 에 의해ζq↦ζqn
	





이 사상은 gcd(n,q)=1일 때마다 L의 자기동형사상이며, n(modq)에만 의존합니다. 다시 말해, L/ℚ의 자기동형사상들은 그저 q제곱근 단위근들을 뒤섞을 뿐입니다. 실제로 갈루아 군은 정확히 원소들 {σn}으로 이루어져 있으며, 즉




	
	Gal(L/ℚ)={σn∣n≢0(modq)}.
	





군으로서,




	
	Gal(L/ℚ)=(ℤ/qℤ)×≅ℤ/(q−1)ℤ.
	










이는 놀랍도록 좋은데, 왜냐하면 Gal(L/ℚ)의 원소들이 이미 프로베니우스 원소와 매우 비슷하게 생겼기 때문입니다. 구체적으로:





보조정리 62.4.1 (원분체 프로베니우스 원소).


원분체 설정 L=ℚ(ζq)에서, p를 비분기 유리 소수라 하고 그 위의 𝔭를 생각합시다. 그러면




	
	Frob𝔭=σp.
	











증명.


σp가 함수 방정식을 만족함을 관찰하십시오(생성원에서 확인하십시오). 유일성에 의해 증명이 끝납니다. ∎






질문 62.4.2.


유리 소수 p가 𝒪L에서 완전히 분해되는 것은 정확히 p≡1(modq)일 때임을 결론지으십시오.










62.5 프로베니우스 원소는 제한 사상과 잘 어울립니다


L/ℚ와 K/ℚ를 갈루아 확장이라 하고, 다음 설정을 생각합시다

L⊃𝔓Frob𝔓∈Gal(L/ℚ)K⊃𝔭Frob𝔭∈Gal(K/ℚ)ℚ⊃(p)
여기서 𝔭는 (p) 위에 있고 𝔓는 𝔭 위에 있습니다. 우리는 다음과 같이 정의할 수 있습니다




	
	Frob𝔭:K→K그리고Frob𝔓:L→L
	





그리고 이들이 어떻게 관련되는지 알고 싶습니다.




Frob𝔓와 Frob𝔭 두 사상 모두 대응하는 몫체에서 p의 거듭제곱 사상을 유도하므로, 자연스럽게 이들이 같으리라 예상할 수 있습니다.





정리 62.5.1.


[프로베니우스 원소의 제한] K/ℚ와 L/ℚ가 모두 갈루아 확대라고 가정합니다. 위와 같이 𝔓와 𝔭가 비분지라고 합시다. 그러면 Frob𝔓↾K=Frob𝔭이며, 즉 모든 α∈K에 대해




	
	Frob𝔭(α)=Frob𝔓(α).
	











증명.


먼저, K/ℚ가 정규 확대이므로 Frob𝔓는 K의 상을 고정합니다. 즉, Frob𝔓↾K∈Gal(K/ℚ)가 잘 정의됩니다.




자연스러운 사상 ϕ:𝒪K→𝒪L→𝒪L/𝔓와 몫 사상 q:𝒪K→𝒪K/𝔭가 있습니다. 𝔭⊆𝔓∩𝒪K⊆kerϕ이므로, ϕ는 q를 통해 인수분해되어 자연스러운 체 준동형사상 𝒪K/𝔭→𝒪L/𝔓를 줍니다.




체 준동형사상은 단사이므로, Frob𝔓는 𝒪L/𝔓 위에서 p거듭제곱 사상을 유도하며, 모든 것이 가환이므로 정리가 성립합니다. ∎





요컨대, 이 절의 요점은 다음과 같습니다.


위쪽의 프로베니우스 원소는 아래쪽의 프로베니우스 원소로 제한됩니다.









62.6 응용: 이차 상호법칙


이제 다음을 증명하고자 합니다.





정리 62.6.1 (이차 상호법칙).


p와 q를 서로 다른 홀수 소수라 합시다. 그러면




	
	(pq)(qp)=(−1)p−12⋅q−12.
	











(이차 상호법칙에 익숙하지 않다면, 예를 들어 이에 대한 설명은 [25]을 참고하십시오.)





62.6.1 1단계: 설정


이 증명을 위해, 먼저 다음을 정의합니다.




	
	L=ℚ(ζq)
	





여기서 ζq는 원시 q차 단위근입니다. 그러면 L/ℚ는 갈루아 확대이며, 갈루아 군은 G입니다.





질문 62.6.2.


G가 지표 2인 부분군 H를 유일하게 가짐을 보이십시오.







사실, 이를 정확히 기술할 수 있습니다. G≅(ℤ/qℤ)×로 볼 때, 다음이 성립합니다.




	
	H={σn∣q 법으로 n 이차잉여}.
	





갈루아 이론의 기본정리에 의해, ℚ(ζq) 안에는 ℚ의 차수 2인 확대(즉, 이차체)가 존재해야 합니다. 이를 q∗가 제곱인수가 없는 수일 때 ℚ(q∗)라 부릅시다.

L=ℚ(ζq){1}K=ℚ(q∗)HℚGq−122




연습문제 62.6.3.


유리 소수 ℓ이 K에서 분기하면 L에서도 분기함에 주의하십시오. 이를 이용하여 다음을 보이십시오.




	
	q∗=±q그리고q∗≡1(mod4).
	





이 둘을 종합하면 q∗의 값이 결정됩니다.







(사실, 탑 L/K/ℚ에서 일반적으로 ΔK가 ΔL을 나눈다는 것이 성립합니다.)







62.6.2 2단계: 재정식화


이제 다음을 증명하고자 합니다.





정리 62.6.4 (이차 상호법칙, 동치인 정식화).


서로 다른 홀수 소수 p, q에 대해 다음이 성립합니다.




	
	(pq)=(q∗p).
	












연습문제 62.6.5.


(−1p)=(−1)p−12이라는 사실을 이용하여, 이것이 우리가 알고 있는 이차 상호법칙과 동치임을 보이십시오.







ℤ에서 유리 소수 p를 살펴봅시다. 이는 K에서 둘로 분해되거나 비활성이 되는데, 어느 경우든 𝔭를 그 결과 분해에서의 소인자라 합시다(즉, 비활성인 경우 𝔭는 p⋅𝒪K이고, 분해되는 경우에는 그 소인자 중 하나입니다). 그다음 𝔭 위에 있는 소인자를 𝔓라 합시다. 이는 K에서도 분해될 수 있습니다. 그림은 다음과 같습니다.

𝒪L=ℤ[ζq]⊃𝔓ℤ[ζq]/𝔓≅𝔽pf𝒪K=ℤ[1+q∗2]⊃𝔭𝔽p또는𝔽p2ℤ⊃(p)𝔽p




질문 62.6.6.


p가 K와 L 어느 쪽에서도 분기하지 않는 이유는 무엇입니까?










62.6.3 3단계: 프로베니우스 도입하기


이제, 프로베니우스를 취합니다




	
	σp=Frob𝔓∈Gal(L/ℚ).
	





우리는 다음을 주장합니다




	
	Frob𝔓∈H⇔K에서 p가 분해됨.
	





이를 확인하려면, Frob𝔓가 H에 속하는 것은 그것이 K 위에서 항등원으로 작용하는 것과 동치임에 주목하십시오. 그런데 Frob𝔓↾K는 바로 Frob𝔭입니다! 따라서




	
	Frob𝔓∈H⇔Frob𝔭=idK.
	





마지막으로, 보조정리 62.1.3에 의해, Frob𝔭의 위수는 p가 분해될 때(𝔭의 관성차수가 1일 때) 1이고 p가 비활성일 때 2입니다. 이로써 주장의 증명이 완료됩니다.







62.6.4 마무리하기


보조정리 62.4.1에 의해 Frob𝔓=σp∈H인 것은 p가 이차 잉여인 것과 동치임을 이미 알고 있습니다. 한편,





연습문제 62.6.7.


p≠2라는 사실이 여기서 필요합니다.) p가 𝒪K=ℤ[12(1+q∗)]에서 분해되는 것은 (q∗p)=1인 것과 동치임을 보이십시오. (인수분해 알고리즘을 사용하십시오.







다시 말해,




	
	(pq)=1
	⇔σp∈H
	





	
	
	⇔Frob𝔓∈H
	





	
	
	⇔Frob𝔭=idK
	





	
	
	⇔ordFrob𝔭=1
	





	
	
	⇔f𝔭=1
	





	
	
	⇔p는 ℤ[12(1+q∗)]에서 분해됩니다
	





	
	
	⇔(q∗p)=1.
	





이로써 증명이 완료됩니다.









62.7 프로베니우스 원소는 인수분해를 통제합니다


대표적인 예: 이차 상호법칙의 증명에서 Frob𝔭는 p의 분해를 통제하였습니다. 일반적인 경우에도 마찬가지입니다.




이차 상호법칙의 증명에서, 우리는 p의 분해와 Frob𝔭의 성질을 관련짓기 위해 프로베니우스 원소가 제한과 잘 어울린다는 사실을 사용하였습니다.




사실, E/ℚ가 갈루아 확대가 아닌 경우에도 성립하는, 임의의 중간체 ℚ⊆E⊆K에 대한 훨씬 더 강한 명제가 있습니다. 이는 인수분해 패턴이라는 개념에 의존합니다. 그 내용은 다음과 같습니다.




n=[E:ℚ]로 놓고, p를 K에서 비분기인 유리 소수라고 합시다. 그러면 p는 E에서 다음과 같이 분해될 수 있습니다




	
	p⋅𝒪E=𝔭1𝔭2…𝔭g
	





관성차수 f1, …, fg와 함께입니다: (E/ℚ가 갈루아가 아니므로 이 관성차수들은 서로 다를 수 있습니다). 수 f1+⋯+fg=n은 수 n의 분할을 이룹니다. 예를 들어, 이차 상호법칙 증명에서는 n=2였고, 가능한 분할은 (만약 p가 분해되었다면) 1+1과 (만약 p가 비활성이었다면) 2였습니다. 우리는 이를 E에서 p의  인수분해 패턴이라고 부릅니다.




다음으로, K 안에서 (p) 위에 있는 프로베니우스 Frob𝔓를 도입합니다; 이는 G=Gal(K/ℚ)의 한 원소입니다. 그리고 H를 체 E에 대응하는 군이라고 합시다. 도식:

K{1}Frob𝔓EH𝔭1…𝔭gf1+⋯+fg=nℚG(p)nn
그러면 Frob𝔓는 좌곱셈에 의해 n개의 좌잉여류 gH에 대한 순열을 유도합니다(어쨌든, Frob𝔓 역시 G의 원소이니까요!). 다른 모든 순열과 마찬가지로, 우리는 그 결과로 나오는 순환 분해를 살펴볼 수 있는데, 이는 자연스러운 ”순환 구조”를 가집니다: 즉 n의 분할입니다.

[image: 도표]



정리는 이 둘이 일치한다는 것입니다:





정리 62.7.1 (프로베니우스 원소가 분해를 결정한다).


ℚ⊆E⊆K를 수체의 확대라고 하고 K/ℚ가 갈루아라고 가정합시다(단, E/ℚ는 그럴 필요가 없습니다). 비분기 유리 소수 p를 고르고; G=Gal(K/ℚ), H를 대응하는 중간 부분군이라고 합시다. 마지막으로, 𝔓를 K에서 p 위에 있는 소 아이디얼이라고 합시다.




그러면 E에서 p의 인수분해 패턴은 H의 좌잉여류에 작용하는 Frob𝔓의 순환 구조로 주어집니다.







흔히, 우리는 E=K로 취하는데, 이 경우 이는 단지 소수 p의 분해가 그 위의 프로베니우스 원소에 의해 결정된다는 것을 주장하는 것입니다.




증명 개요.


α를 대수적 정수라 하고 f를 그 최소다항식(차수 n)이라고 합시다. E=ℚ(α)로 놓읍시다(이는 ℚ 위에서 차수 n을 가집니다). 운 좋게도 𝒪E=ℤ[α]라고, 즉 E가 단생성이라고 가정합시다. 그러면 인수분해 알고리즘에 의해, E에서 임의의 p를 인수분해하려면 p를 법으로 f를 인수분해하기만 하면 됨을 알고 있습니다. 왜냐하면 f=f1e1…fgeg(modp)이면 다음을 얻기 때문입니다




	
	(p)=∏i𝔭i=∏i(fi(α),p)ei.
	





이는 분기지수와 관성차수에 대한 완전한 정보를 우리에게 제공합니다; ei는 분기지수이고, degfi는 관성차수입니다(왜냐하면 𝒪E/𝔭i≅𝔽p[X]/(fi(X))이기 때문입니다).




특히 p가 비분기(unramified)라면 모든 ei는 1과 같으며, 다음을 얻습니다




	
	n=degf=degf1+degf2+⋯+degfg.
	





다시 한 번 n의 분할을 얻으며, 이를 f의 법 p에 대한  인수분해 패턴이라고 부릅니다. 따라서 𝒪E에서 비분기 소수 p의 인수분해 패턴을 보려면, f(modp)의 인수분해 패턴만 알면 됩니다.




정리를 증명하기 위해, f(modp)의 인수분해 패턴이 f의 근에 대한 Frob𝔓 작용의 순환 분해와 정확히 대응하며, f의 근이 G에서 H의 잉여류와 정확히 대응함을 보이겠습니다.




이를 위해 S={α1,α2,…,αn}을 f의 근이라 합시다 (f가 ℚ 위에서 기약이므로 서로 다른 근입니다). Frob𝔓가 S에 작용하도록 합시다. 이는 S를 궤도 S1, S2, …, Sk로 분할합니다. Si의 원소를 정확히 근으로 갖는, 계수가 E에 속하는 다항식 fi를 구성합시다. 이는 E 위에서 f의 인수분해를 이루며, 다음과 같이 씁니다




	
	f=f1f2…fk.
	








우리는 이것이 실제로 f(modp)의 인수분해를 유도한다고 주장합니다. 이를 확인하기 위해, 몫 𝒪K→𝒪K/𝔓 아래에서 이 다항식들 fi의 상을 생각하고, 이를 fi¯로 표기합시다. 그러면 p가 비분지이므로, 분해군 D(𝔓|p)가 갈루아 군 𝒢=Gal((𝒪E/𝔓)/(ℤ/pℤ))와 동형임을 압니다. 따라서 Frob𝔓는 𝒢의 생성원 σ에 대응됩니다. f의 근에 대한 Frob𝔓의 작용이 f¯의 근에 대한 σ의 작용과 같다는 것은 믿기 어렵지 않습니다. fi의 근들이 Frob𝔓의 작용 아래 하나의 궤도를 이루므로, fi¯의 근들이 σ의 작용, 따라서 𝒢의 작용 아래 하나의 궤도를 이룸을 알 수 있습니다. 이제 fi¯가 𝔽p 위에서 기약다항식이라는 것은 갈루아 이론의 표준적인 사실입니다(𝒢에 의해 고정되므로), 따라서 주장이 증명됩니다.




이제 f의 근이 H의 잉여류와 대응함을 관찰하기만 하면 되며, 이는 나중에 확립하겠습니다. ∎





위에서 f(modp)의 인수분해 패턴이 주어지면, 𝒪E에서 비분기 소수 p의 인수분해 패턴을 결정할 수 있음을 보았습니다.




이를 뒤집어 보면, f(modp)의 인수분해 패턴을 알고 싶다면, p가 어떻게 분해되는지만 알면 됩니다. 그리고 이는 E가 모노제닉(monogenic)이라는 가정 없이도 일치함이 밝혀집니다.





정리 62.7.2 (프로베니우스가 다항식 인수분해를 지배한다).


α를 최소 다항식 f를 갖는 대수적 정수라 하고, E=ℚ(α)라 합시다. 그러면 f의 분해체 K에서 비분기인 임의의 소수 p에 대해, 다음이 서로 일치합니다:


	(i)

E에서 p의 인수분해 패턴.




	(ii)

f(modp)의 인수분해 패턴.




	(iii)

f의 근에 대한 Frob𝔓∈Gal(K/ℚ) 작용과 관련된 순환 구조, 여기서 𝔓는 K에서 p 위에 있습니다.













예제 62.7.3 (x3−2(mod5) 인수분해하기).


α=23이고 f=x3−2라 하면, E=ℚ(23)입니다. p=5로 두고, 마지막으로 K=ℚ(23,ω)를 분해체라 합시다. 설정:

K=ℚ(23,ω)𝔓x3−2=(x−23)(x−23ω)(x−23ω2)E=ℚ(23)𝔭x3−2=(x−23)(x2+23x+43)ℚ(5)x3−2 irreducible over ℚ23
이제 주장된 세 대상은 모두 2+1 모양을 가집니다:


	(i)

인수분해 알고리즘에 의해, (5)=(5,23−3)(5,9+323+43)를 얻습니다.




	(ii)

x3−2≡(x−3)(x2+3x+9)(mod5)입니다.




	(iii)

앞서 Frob𝔓=(∙)(∙∙)임을 보았습니다.












증명 개요.


n=degf라 둡시다. H를 E에 대응하는 G=Gal(K/ℚ)의 부분군이라 하면, |G/H|=n입니다. 그림으로 나타내면 다음과 같습니다

K{1}𝔓E=ℚ(α)H𝔭ℚG(p)
(i), (ii), (iii)이 모두 다음과 동치임을 주장합니다

(iv) G/H에 대한 Frob𝔓 작용의 패턴.

다시 말해, 잉여류들이 K에서 f의 n개 근과 대응한다고 주장합니다. 실제로 H는 τ(α)=α를 만족하는 τ∈G의 집합일 뿐이므로, τH↦τ(α)에 의해 근과 잉여류 G/H 사이에 전단사가 존재합니다. 이렇게 생각해 봅시다: 만약 G=Sn이고 H={τ:τ(1)=1}이라면, G/H는 위수 n!/(n−1)!=n을 가지며 원소 {1,…,n}과 대응합니다. 따라서 (iii)에서 (iv)로 가는 자연스러운 전단사가 존재합니다.




(i)가 (iv)와 전단사 관계에 있다는 사실은 이전 정리인 정리 62.7.1였습니다. 대응 (i) ⇔ (ii)는 갈루아 이론의 사실이므로, 여기서는 증명을 생략합니다. ∎





이 모든 것은 ℚ를 F로 바꾸어 일반적으로도 할 수 있습니다. 예를 들어 [LEN02]에서 그러합니다.







62.8 응용 예시: IMO 2003 문제 6


이제 우리가 가진 힘을 보여주는 예시로서, 다음을 증명해 봅시다:






[image: [Uncaptioned image]]


문제 6. p를 소수라고 합시다. 모든 정수 n에 대해 np−p가 q로 나누어떨어지지 않는 소수 q가 존재함을 증명하십시오.






훨씬 더 강하게, Xp−p가 법 q에 대해 기약다항식이 되는 무한히 많은 소수 q가 존재함을 보이겠습니다.





풀이.


좋습니다! 먼저, 체의 탑을 그립니다




	
	ℚ⊆ℚ(pp)⊆K
	





여기서 K는 f(x)=xp−p의 분해체입니다. 간결함을 위해 E=ℚ(pp)라 하고, 이것이 [E:ℚ]=p의 차수를 가짐에 주목하십시오. G=Gal(K/ℚ)라 합시다.






질문 62.8.1.


p가 G의 위수를 나눔을 보이십시오. (E를 살펴보십시오.)







따라서 코시의 정리(Footnote 1, 이는 순수하게 군론적인 사실입니다)에 의해 위수가 p인 σ∈G를 찾을 수 있습니다. 체보타레프에 의해, q 위에 있는 소 아이디얼 𝔔⊆𝒪K 중 Frob𝔔=σ가 되도록 하는, 무한히 많은 (비분기) 유리 소수 q≠p가 존재합니다. (네, 이것은 대문자 고딕체 Q입니다. 죄송합니다.)




이 모든 q가 원하는 대로 작동함을 주장합니다.




정리 62.7.2에 의해, f(modq)의 인수분해는 f의 근들에 대한 σ=Frob𝔔의 작용에 의해 제어됩니다. 그런데 σ는 G에서 소수 위수 p를 갖습니다! 따라서 순환마디 구조의 모든 길이는 p를 나누어야 합니다. 그러므로 f의 가능한 인수분해 패턴은 다음과 같습니다




	
	p=1+1+⋯+1⏟p번또는p=p.
	





이제 우리는 p=1+⋯+1인 경우만 배제하면 됩니다: 이는 f가 법 q에서 일차 인수들로 분해될 때만 일어납니다. 직관적으로 이 극단적인 경우는 매우 일어날 법하지 않아 보입니다(우리가 f가 기약이기를 바랄 때 정말로 운이 나빠서 일차 인수들로 분해되겠습니까?). 그리고 실제로 이는 쉽게 알 수 있습니다: 이는 σ가 K 안의 f의 모든 근을 고정시킨다는 것을 의미하지만, 그렇다면 σ는 K 전체를 고정시키게 되므로 G의 항등원이 되어, 모순입니다. ∎







비고 62.8.2.


실제로 K=ℚ(pp,ζp)이고, |G|=p(p−1)입니다. 조금 더 군론을 사용하면, 실제로 작동하는 소수 q의 밀도가 1p임을 보일 수 있습니다.










62.9 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 62A.


홀수 소수 p에 대해 다음이 성립함을 보이십시오.




	
	(2p)=(−1)18(p2−1).
	






힌트. 이차상호법칙 증명의 마지막 부분을 수정하십시오.




풀이. 다음은 여전히 참입니다




	
	(2q)=1⇔σ2∈H⇔2는 ℤ[12(1+q∗)]에서 분해합니다.
	





이제, 2가 이 환에서 분해될 필요충분조건은 t2−t−14(1−q∗)가 법 2에서 인수분해되는 것입니다. 이는 q∗≡1(mod8)일 필요충분조건으로 일어납니다. 이것이 정확히 q≡±1(mod8)일 때임을 확인할 수 있으며, 이로부터 결론이 얻어집니다.










문제 62B.


f를 정수 계수를 갖는 비상수 다항식이라 합시다. 충분히 큰 모든 소수 p에 대해 f(modp)가 일차 인수들로 완전히 분해된다고 가정합시다. f가 일차 인수들로 완전히 분해됨을 보이십시오.








문제 62C (등차수열에 관한 디리클레 정리).


a와 m을 서로소인 양의 정수라 합시다. p≡a(modm)인 소수 p의 밀도가 정확히 1ϕ(m)임을 보이십시오.


힌트. ℚ(ζm)에서의 체보타레프 밀도.




풀이. K=ℚ(ζm)이라 합시다. 이전과 정확히 같은 방식으로 Gal(K/ℚ)≅(ℤ/mℤ)×임을 보일 수 있습니다. 특히, Gal(K/ℚ)는 아벨 군이므로 그 켤레류들은 단원소 집합이며, 그 개수는 ϕ(m)개입니다.

p가 충분히 크기만 하면, 그것은 비분기이며 p 위의 임의의 𝔭에 대해 σp=Frob𝔭입니다(m제곱근들이 법 p에서 서로 다를 것이기 때문입니다; 법 p에서 xm−1을 다시 미분해 보십시오).










문제 62D.


n을 소수의 거듭제곱이 아닌 홀수라 합시다. n번째 원분다항식이 어떤 유리 소수를 법으로 하더라도 기약이 아님을 보이십시오.








문제 62E (Putnam 2012 B6).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

p를 p≡2(mod3)을 만족하는 홀수 소수라 합시다. π(x)=x3(modp)로 정의되는 𝔽p의 순열을 π라 합시다. π가 짝순열인 것은 p≡3(mod4)인 것과 동치임을 보이십시오.


힌트. 원시근을 이용하면 이는 ℤ/(p−1)ℤ 위의 ×3 작용과 같습니다. ζ를 (p−1)차 단위근이라 합시다. d=∏i<j(ζi−ζj)로 두고, ℚ(d)에 대해 생각한 다음, x↦x3에 의한 작용을 어떻게 할지 알아내십시오.




풀이. 이 풀이는 David Corwin에 의한 것입니다. 원시근에 의해, 이는 ℤ/(p−1)ℤ 위에서의 ×3 작용과 같습니다. ζ를 (p−1)차 단위근이라 하십시오.

다음을 생각해봅시다




	
	d=∏0≤i<j<p−1(ζi−ζj).
	





이는 다항식 Xp−1−1의 판별식의 제곱근입니다. 다시 말해 d2∈ℤ입니다. 실제로 초등적인 방법으로 다음을 계산할 수 있습니다




	
	(−1)(p−12)d2=−(p−1)p−1
	





이제 확대체 K=ℚ(d)를 취하고, 다음을 주목하십시오


	•

p≡3(mod4)이면, d=(p−1)12(p−1)이므로 K=ℚ입니다.




	•

p≡1(mod4)이면, d=i(p−1)12(p−1)이므로 K=ℚ(i)입니다.






어느 쪽이든, 𝒪K에서 (3)⊆𝒪K 위에 있는 소 아이디얼을 𝔭라 하십시오. 그러면 σ=Frob𝔭를 모든 x에 대해 σ(x)=x3(mod𝔭)를 만족하는 유일한 원소라고 하십시오. 그러면 다음을 관찰할 수 있습니다




	
	σ(d)≡∏0≤i<j<p−1(ζ3i−ζ3j)≡{+dπ가 짝수이면−dπ가 홀인 경우(mod𝔭).
	





이제 K=ℚ이면, σ는 항등원이므로 σ는 짝순열입니다. 반대로 K=ℚ(i)이면, 3이 분해되지 않으므로 σ(d)=−d이고(실제로 σ는 복소켤레입니다) 따라서 π는 홀순열입니다.

p≡2(mod3)이라는 조건은 오직 π가 실제로 순열임을(따라서 d≠0임을) 보장하기 위해서만 쓰인다는 점에 주의하십시오. 이 조건은 풀이에서 본질적인 역할을 하지 않습니다.













장 63 보너스: 아르틴 상호법칙에 대하여


이 장에서는 대역류체론(global class field theory)의 몇 가지 중요한 정리들을 서술하고, 이를 이용하여 크로네커-베버 정리와 힐베르트 류체(Hilbert class field)를 유도하겠습니다. 증명은 없지만, 그럼에도 충분히 음미할 수 있기를 바랍니다. 전문가를 위해 덧붙이자면: 이것은 이델(idele)을 사용하지 않는 대역류체론입니다.




요약하자면 다음과 같습니다: K를 수체(number field)라 합시다. 그러면 모든 아벨 확장 L/K는 오직 K에 내재된 정보만을 이용하여 이해될 수 있는데, 바로 (아이디얼 류군을 일반화한) 사선 류군(ray class group)입니다.





63.1 개요


이 절의 끝에서 아벨 체 확장 L/K에 대해 아르틴 기호(Artin symbol)를 정의하겠습니다




	
	(L/K𝔭),
	





이는 르장드르 기호(Legendre symbol) (ap)를 일반화한 것입니다:


	•

사선 위에는 정수 a 대신 체 확장 L/K가 있습니다.




	•

사선 아래에는 유리 소수 p 대신 K의 소 아이디얼 𝔭가 있습니다.









이 기호가 정의되려면 𝔭가 확장 L/K에서 분기(ramify)하지 않아야 합니다.




그리고 마지막으로, 다음과 같은 형태의 아르틴 상호법칙(Artin reciprocity theorem)을 서술하고자 합니다:


소 아이디얼 𝔭에 대해, (L/K𝔭)는 오직 “𝔭(mod𝔣)”에만 의존합니다.






여기서 𝔣는 오직 체 확장 L/K에만 의존하는 “법(modulus)”입니다.




이를 위해서는 먼저 두 아이디얼이 무언가를 법으로 서로소라는 것이 무엇을 의미하는지 정의해야 합니다. 𝔣와 “서로소”인 𝒪K의 아이디얼들을 “𝔣를 법으로 하는 잉여류”(앞으로는 이를 “사선류(ray class)”라 부르겠습니다)로 다음과 같은 방식으로 나눌 것입니다:


	•

이는 류군(class group)을 일반화합니다 – 서로 다른 아이디얼 류에 속하는(즉 𝒪K-가군으로서 동형이 아닌) 두 아이디얼은 서로 다른 사선류에 속합니다.




	•

이는 곱셈 구조를 보존합니다 – 만약 𝔭가 𝔭′와 같은 사선류에 속하고, 𝔮가 𝔮′와 같은 사선류에 속한다면, 𝔭𝔮는 𝔭′𝔮′와 같은 사선류에 속합니다.




아이디얼에 대해서는 원소 덧셈에 대응하는 것이 없다는 점에 유의하십시오(예를 들어, (1)=(−1)이지만 (1)+(1)≠(1)+(−1)입니다). 따라서 이것이 우리가 기대할 수 있는 최선입니다.




다시 말해, 사선류들은 아이디얼 곱셈으로부터 유도된 연산을 갖는 곱셈에 대한 아벨 군을 이룹니다.




	•

고정된 법 𝔣에 대해, 사선류는 오직 유한 개만 존재합니다.









위 절에서는 소 아이디얼 𝔭∈𝒪K를, 모든 아이디얼이 그 곱으로 쓰일 수 있는 기약 인수로 생각할 수 있습니다. 그러나 이들은 또한 자연스럽게 법으로도 사용될 수 있습니다:


소 아이디얼 𝔭는 𝒪K의 원소들을, 원소의 덧셈과 곱셈을 보존하는 방식으로 잉여류로 나누는 방법을 제공합니다.



이는 𝒪K의 아이디얼을 사선류로 나누도록 더 일반화될 수 있습니다 – 안타깝게도, 예제 63.3.3에서 나중에 보게 되듯이, 유한 소수만을 사용해서는 우리가 원하는 방식으로 아이디얼을 나누기에 충분하지 않습니다. 따라서 무한 소수를, 아이디얼뿐만 아니라 원소까지도 곱셈 구조를 만족하는 류로 나누기 위해 도입하겠습니다.







63.2 무한 소수


대표적인 예: ℚ(−5)는 복소 무한 소수를 하나 가지고, ℚ(5)는 실 무한 소수를 두 개 가집니다.




K를 차수가 n이고 서명이 (r,s)인 수체라고 합시다. 𝒪K의 소 아이디얼이 무엇인지는 이미 알고 있지만, 이제는 소위 무한 소수라는 것도 허용하려고 하며, 이를 매장을 이용해 설명하겠습니다.111이것이 정말로 올바른 정의는 아닙니다. 유한이든 무한이든 소수를 생각하는 “올바른” 방법은 부치를 이용하는 것입니다. 하지만 제가 말하고자 하는 정리들을 서술하는 데는 이것으로 충분합니다. n개의 매장 σ:K→ℂ가 있음을 상기하면, 이는 다음으로 구성됩니다


	•

imσ⊆ℝ인 실 매장 r개, 그리고




	•

s 쌍의 켤레 복소 매장.






따라서 r+2s=n입니다. 첫 번째 부류의 매장은  실 무한 소수를 이루고,  복소 무한 소수는 두 번째 유형입니다. K의 모든 무한 소수가 실수(각각 복소수)이면 K를  완전 실(각각  완전 복소)이라고 합니다.





예제 63.2.1 (무한 소수의 예시).



	•

ℚ는 하나의 실 무한 소수를 가집니다. 이를 흔히 ∞로 표기합니다.




	•

ℚ(−5)는 하나의 복소 무한 소수를 가지며, 실 무한 소수는 없습니다. 따라서 완전 복소입니다.




	•

ℚ(5)는 두 개의 실 무한 소수를 가지며, 복소 무한 소수는 없습니다. 따라서 완전 실입니다.















63.3 무한 소수를 이용한 모듈러 산술


K의  모듈러스(또는  모듈)는 다음과 같은 형식적 곱입니다




	
	𝔪=∏𝔭𝔭ν(𝔭)
	





여기서 곱은 유한 소수와 무한 소수를 모두 포함한 모든 소수에 대해 취해집니다. (여기서 ν(𝔭)는 음이 아닌 정수이며, 그중 유한 개만이 0이 아닙니다.) 또한 다음을 요구합니다


	•

임의의 복소 무한 소수 𝔭에 대해 ν(𝔭)=0이고,




	•

임의의 실 무한 소수 𝔭에 대해 ν(𝔭)≤1입니다.






당연히, 모든 𝔪은 유한 소수와 (실) 무한 소수를 분리하여 𝔪=𝔪0𝔪∞로 쓸 수 있습니다.




다음의 경우 a≡b(mod𝔭)라고 합니다


	•

𝔭가 유한 소수이면, a≡b(mod𝔭ν(𝔭))는 여러분이 예상하는 바로 그 의미입니다: a−b∈𝔭ν(𝔭).




	•

𝔭가 실 무한 소수 σ:K→ℝ이면, a≡b(mod𝔭)는 σ(a/b)>0임을 의미합니다.










실 무한 소수 𝔭=σ는 K×의 원소들을 두 부류 {k∈K×∣σ(k)>0}와 {k∈K×∣σ(k)<0}로 나누며, 이 구분은 곱셈 연산을 만족합니다.






물론, a≡b(mod𝔪)는 𝔪에 포함된 각 소수 거듭제곱에 대해 a≡b임을 의미합니다. 이를 바탕으로 류군의 일반화를 정의할 수 있습니다:





정의 63.3.1.


𝔪을 수체 K의 모듈러스라고 합시다.


	•

IK(𝔪)을 𝔪과 서로소인 K의 모든 분수 아이디얼의 집합이라고 하며, 이는 아벨 군입니다.




	•

PK(𝔪)을 다음에 의해 생성되는 IK(𝔪)의 부분군이라고 합시다




	
	{α𝒪K∣α∈K×그리고α≡1(mod𝔪)}.
	





이는 때때로 주 아이디얼의 “레이(ray)”라고 불립니다.222아마도 기하학적 반직선과 마찬가지로, 한 방향으로만 무한히 뻗어나가기 때문일 것입니다 – 적어도 모듈러스 𝔪에 무한 소수가 있는 경우에는 그렇습니다.






마지막으로 𝔪의  레이 류군을 CK(𝔪)=IK(𝔪)/PK(𝔪)으로 정의합니다.







이 군은 항상 유한하다고 알려져 있습니다. 통상적인 류군은 CK(1)임에 유의하십시오.




아르틴 상호법칙 직후에 사용할 마지막 정의는 다음과 같습니다:





정의 63.3.2.


𝔪의  합동 부분군(congruence subgroup)은 다음을 만족하는 부분군 H입니다.




	
	PK(𝔪)⊆H⊆IK(𝔪).
	











따라서 CK(𝔪)는 다양한 몫 IK(𝔪)/H의 격자를 포함하는 군이며, 여기서 H는 합동 부분군입니다.




이 정의는 익숙해지는 데 시간이 걸리므로, 여기 몇 가지 예시를 제시합니다.





예제 63.3.3 (ℚ에서의 사상류군, 유한 모듈러스).


무한 소수 ∞를 갖는 K=ℚ를 생각해봅시다. 그러면


	•

𝔪=1로 두면 Iℚ(1)은 모든 분수 아이디얼이고, Pℚ(1)은 모든 주 분수 아이디얼입니다. 이들의 몫은 ℚ의 통상적인 유수군이며, 이는 자명합니다.




	•

이제 𝔪=8로 둡니다. 그러면 Iℚ(8)≅{abℤ∣a/b≡1,3,5,7(mod8)}입니다. 더 나아가




	
	Pℚ(8)≅{abℤ∣a/b≡1(mod8)}.
	





얼핏 보면 몫이 (ℤ/8ℤ)×일 것이라 생각할 수 있습니다. 하지만 문제는 우리가 다루고 있는 것이 아이디얼이라는 점입니다: 구체적으로, 우리는 다음을 갖습니다.




	
	7ℤ=−7ℤ∈Pℚ(8)
	





왜냐하면 −7≡1(mod8)이기 때문입니다. 그래서 실제로는, 우리는 다음을 얻습니다.




	
	Cℚ(8)≅{1,3,5,7법8}/{1,7법8}≅(ℤ/4ℤ)×.
	










더 일반적으로,




	
	Cℚ(m)=(ℤ/mℤ)×/{±1}.
	












예제 63.3.4 (ℚ에서의 사상류군, 무한 모듈러스).


다시 무한 소수 ∞를 갖는 K=ℚ를 생각해봅시다.


	•

이제 𝔪=∞로 둡니다. 앞서와 마찬가지로 Iℚ(∞)=ℚ×입니다. 이제 정의에 의해 우리는 다음을 갖습니다.




	
	Pℚ(∞)={abℤ∣a/b>0}.
	





얼핏 보면 이것이 ℚ>0일 것이라 생각할 수 있지만, 아이디얼에서의 동일한 현상으로 인해 실제로는 Pℚ(∞)=ℚ×임이 드러납니다. 따라서 이 경우, Pℚ(∞)는 여전히 모든 주 분수 아이디얼을 갖습니다. 그러므로 Cℚ(∞)는 여전히 자명합니다.




	•

마지막으로, 𝔪=8∞로 둡시다. 앞서와 마찬가지로 Iℚ(8∞)≅{abℤ∣a/b≡1,3,5,7(mod8)}입니다. 이제 이 경우:




	
	Pℚ(8∞)≅{abℤ∣a/b≡1(mod8)그리고a/b>0}.
	





이번에는 정말로 −7ℤ∉Pℚ(8∞)입니다: 7≢1(mod8)이고 또한 −7<0이기 때문입니다. 따라서 7ℤ의 생성원 중 어느 것도 Pℚ(8∞)에 속하지 않습니다. 이렇게 우리는 마침내 다음을 얻습니다.




	
	Cℚ(8∞)≅{1,3,5,7법8}/{1법8}≅(ℤ/8ℤ)×
	





여기서 전단사 Cℚ(8∞)→(ℤ/8ℤ)×는 aℤ↦|a|(mod8)로 주어집니다.






더 일반적으로,




	
	Cℚ(m∞)=(ℤ/mℤ)×.
	














63.4 확장에서의 무한 소수


저는 위의 모든 내용이 특정한 수체 K에 고유한(intrinsic) 것임을 강조하고 싶습니다. 이 시점 이후로 우리는 확장 L/K를 고려할 것이지만, 모듈러스와 사상류군이라는 개념이 위의 L이 아니라 오직 K로부터만 정의되는 대상이라는 구분을 염두에 두는 것이 중요합니다.




이제 차수 m의 갈루아(Galois) 확장 L/K를 생각해봅시다. 우리는 이미 K의 소 아이디얼 𝔭가 L의 소 아이디얼 𝔓의 곱으로 좋은 방식으로 분해된다는 것을 알고 있으므로, 무한 소수에 대해서도 같은 것을 하고자 합니다. 이는 간단합니다: n개의 무한 소수 σ:K→ℂ 각각은 m개의 무한 소수 τ:L→ℂ로 들어올려지는데, 이는 다음 도식이

LℂKτσ
가환임을 의미합니다. 따라서 앞서와 마찬가지로, K의 각 무한 소수 σ는 그 위에 놓인 L의 m개의 무한 소수 τ를 갖습니다.




K의 실 소수 σ에 대해, 그 위에 놓인 결과 τ 중 어느 것이라도 복소이면, 우리는 소수 σ가 확장 L/K에서  분기한다(ramifies)고 말합니다. 그렇지 않으면 L/K에서  비분기(unramified)라고 합니다. K의 무한 소수는 L/K에서 항상 비분기입니다. 이런 방식으로, 우리는 비분기 갈루아 확장 L/K에 대해 이야기할 수 있습니다: 이는 모든 소수(유한이든 무한이든)가 비분기인 확장입니다.





예제 63.4.1 (∞의 분기).


∞를 ℚ의 실 무한 소수라 합시다.


	•

∞는 ℚ(−5)/ℚ에서 분기합니다.




	•

∞는 ℚ(5)/ℚ에서 비분지입니다.






또한 K가 전복소체이면 임의의 확대 L/K는 비분지임을 유의하십시오.










63.5 프로베니우스 원소와 아르틴 기호


핵심 결과를 상기하십시오:





정리 63.5.1 (프로베니우스 원소).


L/K를 갈루아 확대라 합시다. 𝔭가 L/K에서 비분지인 소 아이디얼이고, 𝔓가 L에서 그 위에 있는 소 아이디얼이면, 다음을 만족하는 Gal(L/K)의 유일한 원소가 존재하며, 이를 Frob𝔓로 표기합니다




	
	Frob𝔓(α)≡αN(𝔭)(mod𝔓)∀α∈𝒪L.
	











예제 62.1.2와 보조정리 62.4.1의 예시들을 상기하십시오.





예제 63.5.2 (프로베니우스 원소의 예).


L=ℚ(i), K=ℚ라 합시다. Gal(L/K)≅ℤ/2ℤ입니다.




p가 홀수 소수이고 𝔓가 그 위에 있다면, Frob𝔓는 다음을 만족하는 유일한 원소입니다




	
	(a+bi)p≡Frob𝔓(a+bi)(mod𝔓)
	





ℤ[i]에서. 특히,




	
	Frob𝔓(i)=ip={ip≡1(mod4)−ip≡3(mod4).
	





이로부터 p≡1(mod4)일 때 Frob𝔓는 항등원이고, p≡3(mod4)일 때 Frob𝔓는 복소켤레임을 알 수 있습니다.








예제 63.5.3 (원분 프로베니우스 원소).


이전 예시를 일반화하여, ζ를 m차 단위근이라 하고 L=ℚ(ζ), K=ℚ라 합시다. L/K가 ∞와 m의 소인수를 제외하고는 비분지임은 잘 알려져 있습니다. 더욱이 갈루아 군 Gal(L/K)는 (ℤ/mℤ)×이며, 갈루아 군은 다음 형태의 원소들로 이루어집니다




	
	σn:ζ↦ζn
	





그리고 Gal(L/K)={σn∣n∈(ℤ/mℤ)×}입니다.




그러면 이전과 마찬가지로 p∤m인 소수 p에 대해 𝔓가 p 위에 있을 때 다음이 성립합니다




	
	Frob𝔓=σp.
	











여기서 절 61.6에서 암시했듯이, 기저체 K가 반드시 ℚ일 필요는 없는 경우로 이론을 일반화해야 합니다(예를 들어, 예제 63.5.8에서는 K=ℚ(ω)가 필요합니다). 이 경우 𝔭는 반드시 정수일 필요는 없으며, 몫에 유도되는 사상은 “N(𝔭) 거듭제곱” 사상입니다.





예제 63.5.4 (기저체가 ℚ(ω)일 때의 프로베니우스 원소).


L=ℚ(ω,23), K=ℚ(ω)라 합시다.




K에서 소 아이디얼인 𝔭=(5)를 생각하면 N(𝔭)=25입니다. 체 𝒪K/𝔭는 𝔽25와 동형입니다. L에서 𝔭는 𝔓1𝔓2𝔓3로 분해되며, 각 잉여체 𝒪L/𝔓i는 𝔽25와 동형입니다.




프로베니우스 원소 Frob𝔓∈Gal(L/K)는 몫체에서 25제곱 동형사상을 유도하므로, 항등원입니다.







프로베니우스 원소의 중요한 성질은 그 위수가 상위체 L에서 𝔭의 분해와 가장 이상적인 방식으로 관련되어 있다는 것입니다:





보조정리 63.5.5 (프로베니우스 원소의 위수).


확대 L/K의 프로베니우스 원소 Frob𝔓∈Gal(L/K)의 위수는 𝔓의 잉여차수와 같으며, 즉 다음과 같습니다




	
	ordFrob𝔓=f(𝔓∣𝔭).
	





특히, Frob𝔓=id인 것과 𝔭가 L/K에서 완전히 분해되는 것은 동치입니다.







이는 보조정리 62.1.3를 자연스럽게 일반화합니다.




증명.


체 𝒪L/𝔓 위에서 사상 T:x↦xN(𝔭)의 위수를 이해하고자 합니다. 그런데 후자는 유한체의 갈루아 이론에 의해 𝔽p에서 XN(𝔓)−X의 분해체와 동형입니다. 따라서 그 위수는 logN(𝔭)(N(𝔓))=f(𝔓∣𝔭)입니다. ∎





갈루아 군은 주어진 𝔭 위에 있는 𝔓들의 집합에 추이적으로 작용하므로, 다음이 성립합니다




	
	Frobσ(𝔓)=σ∘(Frob𝔓)∘σ−1.
	





따라서 Frob𝔓는 그 바탕이 되는 𝔭에 의해 켤레류를 제외하고 결정됩니다.




유체론(class field theory)에서 우리가 관심을 갖는 것은  아벨 확대, 즉 Gal(L/K)가 아벨 군인 경우입니다. 여기서 이론은 특별히 더 좋아집니다: 켤레류의 크기가 1이 됩니다.





정의 63.5.6.


L/K가 아벨 확대라고 합시다. 그러면 K에서 주어진 비분지 소 아이디얼 𝔭에 대해, 원소 Frob𝔓는 𝔓의 선택에 의존하지 않습니다. 우리는 이렇게 얻어지는 Frob𝔓를  아르틴 기호라고 표기합니다,




	
	(L/K𝔭).
	











아르틴 기호의 정의는 르장드르 기호와 닮아 보이도록 의도적으로 쓰여진 것입니다. 그 이유를 살펴보면:





예제 63.5.7 (아르틴 기호에 포함되는 르장드르 기호).


p>2가 소수일 때 (2p)≡2p−12을 이해하고자 한다고 합시다. 다음 원소를 생각합시다




	
	(ℚ(2)/ℚpℤ)∈Gal(ℚ(2)/ℚ).
	





이는 2를 어디로 보내는지에 의해 유일하게 결정됩니다. 그런데 실제로 다음이 성립합니다




	
	(ℚ(2)/ℚpℤ)(2)≡(2)p≡2p−12⋅2≡(2p)2(mod𝔓)
	





여기서 (2p)는 보통의 르장드르 기호이고, 𝔓는 ℚ(2)에서 p 위에 있는 소 아이디얼입니다. 따라서 아르틴 기호는 이차 르장드르 기호를 일반화합니다.








예제 63.5.8 (아르틴 기호에 포함되는 삼차 르장드르 기호).


마찬가지로, 이는 삼차 르장드르 기호도 일반화합니다. 이를 보이기 위해, θ가 K=ℚ(−3)=ℚ(ω)(따라서 𝒪K=ℤ[ω]는 아이젠슈타인 정수입니다)에서 기본(primary) 소수라고 합시다. 그러면 예를 들어




	
	(K(23)/Kθ𝒪K)(23)≡(23)N(θ)≡2N(θ)−13⋅23≡(2θ)323(mod𝔓)
	





여기서 𝔓는 K(23)에서 (θ) 위에 있습니다.










63.6 아르틴 상호법칙


이제 우리는 Gal(L/K)가 아벨 군이라는 사실을 더욱 활용합니다. 간결함을 위해, 앞으로 Ram(L/K)가 L에서 분지되는 K의 소 아이디얼들(유한이든 무한이든)을 나타낸다고 합시다.





정의 63.6.1.


L/K가 아벨 확대이고 𝔪이 Ram(L/K)의 모든 소 아이디얼로 나누어진다고 합시다. 그러면 L/K가 아벨이므로 우리는 아르틴 기호를 곱셈적으로 확장하여 다음과 같은 사상을 얻을 수 있습니다




	
	(L/K∙):IK(𝔪)↠Gal(L/K).
	





이를  아르틴 사상이라고 부르며, 이는 (예를 들어 체보타레프 밀도 정리에 의해) 전사입니다.




H(L/K,𝔪)⊆IK(𝔪)가 이 사상의 핵을 나타낸다고 합시다, 그러면




	
	Gal(L/K)≅IK(𝔪)/H(L/K,𝔪).
	











이제 우리는 오랫동안 기다려온 아르틴 상호법칙 정리를 제시할 수 있습니다.





정리 63.6.2 (아르틴 상호법칙).


L/K가 아벨 확대라고 합시다. 그러면 정확히 Ram(L/K)의 소 아이디얼들로 나누어지는 법(modulus) 𝔣=𝔣(L/K)가 존재하여, Ram(L/K)의 모든 소 아이디얼로 나누어지는 임의의 법 𝔪에 대해 다음이 성립합니다




	
	PK(𝔪)⊆H(L/K,𝔪)⊆IK(𝔪)일 때, 그리고 오직 그때만𝔣∣𝔪.
	





우리는 𝔣를 L/K의  도체(conductor)라고 부릅니다.







따라서 도체 𝔣는 판별식과 비슷한 역할을 하며(정확히 분지되는 소 아이디얼들로 나누어짐), 𝔪이 도체로 나누어질 때 H(L/K,𝔪)은 합동 부분군(congruence subgroup)이 됩니다.




이것이 ”상호법칙”이라고 불리는 이유는 다음과 같습니다. 위 정리를 𝔪=𝔣에 적용하면 PK(𝔣)⊆H(L/K,𝔣)임을 알 수 있으며, 따라서 아르틴 사상은 몫사상 IK(𝔣)↠IK(𝔣)/PK(𝔣)를 통해 인수분해됩니다. CK(𝔣)=IK(𝔣)/PK(𝔣)임을 상기하면, 우리는 다음과 같은 사상의 열을 얻습니다

IK(𝔣)CK(𝔣)Gal(L/K)IK(𝔣)/H(L/K,𝔣)(L/K∙)≅
그 결과:


소 아이디얼 𝔭∈IK(𝔣)에 대해, (L/K𝔭)는 오직 ”𝔭(mod𝔣)”에만 의존합니다.






이 결과가 이차 상호법칙과 어떻게 관련되는지 살펴봅시다.





예제 63.6.3 (아르틴 상호법칙이 이차 상호법칙을 함의함).


이차 상호법칙의 큰 기적은 다음과 같이 말합니다: 고정된 (제곱인수가 없는) a에 대해, 르장드르 기호 (ap)는 오직 p가 어떤 것을 법으로 한 잉여류에만 의존해야 합니다. 아르틴 상호법칙이 어떻게 이를 선험적으로(a priori) 알려주는지 살펴봅시다.




L=ℚ(a), K=ℚ라고 합시다. 그러면 아르틴 기호가




	
	(ℚ(a)/ℚ∙)
	





르장드르 기호의 올바른 일반화임을 이미 살펴보았습니다. 따라서 아르틴 상호법칙은 (ℚ(a)/ℚp)가 𝔣를 법으로 하는 p의 잉여류에만 의존하도록 하는 도체 𝔣=𝔣(ℚ(a)/ℚ)가 존재함을 알려주는데, 이것이 바로 우리가 원했던 것입니다.







같은 맥락의 예시가 여기 있습니다.





예제 63.6.4 (원분체).


ζ를 m차 원시근이라고 합시다. 소수 p에 대해, Frobp∈Gal(ℚ(ζ)/ℚ)가 ”정확히” p(modm)임을 알고 있습니다. 이 아이디어를 아르틴 상호법칙의 표기법으로 옮겨봅시다.




우리는 다음을 증명할 것입니다




	
	H(ℚ(ζ)/ℚ,m∞)=Pℚ(m∞)={abℤ∣a/b≡1(modm)}.
	





이것은 아르틴 상호법칙에서 하한을 달성하는 일반적인 예시입니다. 이는 또한 𝔣(ℚ(ζ)/ℚ)∣m∞임을 함의합니다.




ℚ(ζ)/ℚ가 m을 나누는 유한 소수를 제외하고는 비분기임은 잘 알려져 있으므로, 아르틴 기호는 IK(𝔪) 위에서 정의됩니다. 이제 아르틴 사상은 다음과 같이 주어집니다

Iℚ(𝔪)Gal(ℚ(ζ)/ℚ)(ℤ/mℤ)×p(x↦xp)p(modm).(ℚ(ζ)/ℚ∙)≅
따라서 이 사상의 핵이 자명하다는 것을, 즉 이는 갈루아 군의 항등원으로 주어지며 1(modm)에 대응함을 알 수 있습니다. 한편, 우리는 Pℚ(m∞)도 이미 계산했으므로, 원하는 등식을 얻습니다.







사실, 우리는 다음과 같은 ”존재 정리”도 가지고 있습니다: 𝔪을 고정하면 모든 합동 부분군이 유일하게 나타납니다.





정리 63.6.5 (다카기 존재 정리).


K를 고정하고 𝔪을 모듈러스라고 합시다. 임의의 합동 부분군 H를 고려하되, 즉




	
	PK(𝔪)⊆H⊆IK(𝔪).
	





그러면 유일한 아벨 확대 L/K에 대해 H=H(L/K,𝔪)입니다.







마지막으로, 이러한 부분군들은 가능한 최선의 방식으로 포함관계를 반전시킵니다:





보조정리 63.6.6 (포함관계를 반전시키는 합동 부분군).


모듈러스 𝔪을 고정합시다. L/K와 M/K를 아벨 확대라고 하고, 𝔪이 L/K와 M/K의 도체로 나누어진다고 합시다. 그러면




	
	L⊆M일 때, 그리고 오직 그때만H(M/K,𝔪)⊆H(L/K,𝔪).
	











여기서 L⊆M이란 L이 M의 어떤 부분체와 동형임을 의미합니다.




증명 개요.


먼저 𝔪을 고정한 상태에서 동치성을 증명해봅시다. 한 방향으로, L⊆M이라고 가정합시다; 정의로부터 다음 도식이

IK(𝔪)Gal(M/K)Gal(L/K)(M/K∙)(L/K∙)
가환임을 확인할 수 있는데, 이는 소수 거듭제곱에 대해서만 검증하면 충분하기 때문이며, 이는 단지 프로베니우스 원소가 제한에 대해 잘 작동한다는 것을 말할 뿐입니다. 그러면 핵의 포함관계가 직접적으로 따라옵니다. 역방향은 본질적으로 다카기 존재 정리입니다. ∎





여기서 우리는 항상 𝔪을 도체들의 곱으로 취할 수 있음에 유의하십시오.




혹시 눈치채지 못하셨다면: 이차 상호법칙을 일반화하는 것과는 별개로, 아르틴 상호법칙과 다카기 존재 정리는 함께 모든 아벨 체 확대를 열거합니다! 이제 체 K가 주어지고 K의 모든 (유한) 아벨 체 확대를 나열하고자 한다면, K의 모든 모듈러스 𝔪을 나열하고, CK(𝔪)의 모든 부분군을 나열하면, 각 부분군이 체 확대에 대응됩니다.




(물론, 모듈러스와 합동 부분군이 주어졌을 때 체 L을 어떻게 계산하는가 하는 문제는 여전히 어렵습니다. 적어도 K=ℚ일 때는 문제 63A가 답을 줍니다: 모든 유한 아벨 체 확대 L/ℚ는 어떤 원분체에 포함됩니다.)










마무리로, 에밀 아르틴이 자신의 상호법칙에 대해 남긴 말을 인용하겠습니다:


상호법칙에 관한 이야기를 하나 들려드리겠습니다. 제 학위논문 이후, 저는 비아벨 확대에 대한 L-급수를 정의하겠다는 생각을 하게 되었습니다. 그러나 그것들이 아벨 확대에 대한 L-급수와 일치하려면, 어떤 동형사상이 참이어야 했습니다. 저는 그것이 모든 표준적인 상호법칙들을 함의함을 보일 수 있었습니다. 그래서 저는 그것을 일반 상호법칙이라 불렀고 증명하려 했지만, 여러 번 시도했음에도 불구하고 할 수 없었습니다. 그런 다음 다른 정수론자들에게 보여주었지만, 그들은 모두 그것을 비웃었으며, 특히 하세가 그것이 참일 리가 없다고 말했던 것을 기억합니다.

그럼에도 저는 계속 매달렸지만, 제가 시도한 그 무엇도 통하지 않았습니다. 3년 동안 상호법칙을 증명하려 시도하지 않은 주가 단 한 주도 없었습니다. 그것은 낙담스러운 일이었고, 그 사이 저는 다른 일들로 눈을 돌렸습니다. 그러던 어느 오후 특별히 할 일이 없었기에, 저는 ”그래, 상호법칙 증명을 다시 시도해보자”라고 말했습니다. 그래서 저는 밖으로 나가 정원에 앉았습니다. 아시다시피, 저는 처음부터 원분체를 사용하겠다는 생각을 가지고 있었지만, 그것들은 결코 통하지 않았고, 이제 저는 갑자기 그동안 내내 제가 그것들을 잘못된 방식으로 사용해왔음을 깨달았습니다 — 그리고 삼십 분 만에 저는 그것을 얻었습니다.









63.7 응용: 두 제곱수의 합의 일반화


다음의 고전적인 정리로 시작합니다:





정리 63.7.1 (두 제곱수의 합에 관한 페르마의 정리).


홀수 소수 p는 p≡1(mod4)일 때, 그리고 그때만 정수 x와 y에 대해 p=x2+y2로 표현될 수 있습니다.







다음과 같은 형태의 증명을 볼 수도 있습니다. 수론과 이차 상호법칙을 배웠으므로 이는 직관적으로 따라오기 쉬울 것입니다.




증명.


p=x2+y2이면 (xy)2≡−1(modp)이므로, 필요조건은 −1이 p를 법으로 하는 이차 잉여라는 것임에 주목하십시오.




이 조건이 충분조건이기도 함을 보이겠습니다.




a2≡−1(modp)를 만족하는 a∈ℤ를 잡습니다. Nℚ(i)/ℚ(a+i)=a2+1이 p로 나누어떨어지고, Nℚ(i)/ℚ(p)=p2임에 주목하십시오.




p=x2+y2로 쓰는 것이 가능하다고 가정합시다. 그러면 p는 정수 x와 y에 대해 ℤ[i]에서 (x+yi)(x−yi)로 인수분해될 수 있습니다.




x+yi=gcd(p,a+i)로 두면 성립함을 주장합니다. 실제로 p∣(a+i)(a−i)=a2+1이지만 p는 두 인수 중 어느 것도 나누지 못하므로, 이는 p가 ℤ[i]에서 소수가 아님을 의미하며 a+i 또는 a−i 중 하나와 gcd를 취하면 자명하지 않은 인수를 추출해야 합니다.




Nℚ(i)/ℚ(x+yi)=p이므로 x+yi와 x−yi는 이미 소수이며, 따라서 위의 인수 추출은 이미 우리가 원하는 소인수를 주는 것이 분명합니다.




마지막으로, −1이 p를 법으로 하는 이차 잉여인 것은 정확히 p≡1(mod4)일 때임을 알고 있으므로, 이로써 증명이 끝났습니다. ∎





이를 신비로운 트릭…으로 치부할 수도 있지만, 이것이 다른 많은 경우에도 완벽하게 일반화될 수 있음을 깨닫기 전까지만 그렇습니다! 같은 방법을 사용하여 다음 정리를 증명해 보십시오.





정리 63.7.2.


홀수 소수 p>7은 정수 x와 y에 대해 p=x2+7y2로 표현될 수 있는 것은 −7이 p를 법으로 하여 이차 잉여인 경우이고 오직 그 경우에만 그러합니다.







이는 이차 상호법칙에 의해 (pmod7)∈{1,2,4}인지 여부로 귀결됩니다.




그럼에도 불구하고, 항상 그렇게 잘 되는 것은 아닙니다.





예제 63.7.3.


p=3이라고 합시다. 그러면 12≡−5(modp)이지만, p=x2+5y2를 만족하는 정수 x와 y는 존재하지 않습니다.








질문 63.7.4.


아직 시도해 보지 않았다면, 아래의 설명을 읽기 전에 증명에서 무엇이 잘못되었는지 스스로 파악해 보십시오.







물론 그 오류는 gcd(p,1+−5)가 하나의 원소라고 가정한 데 있습니다 — 즉, 이 경우 ℚ(−5)의 정수환은 유일 인수분해 정역이 아닙니다. 하지만 이를 바로잡을 아이디얼 이론의 도구들이 모두 있습니다: 아이디얼 (p)=(3)⊆ℚ는 ℚ(−5)로 끌어올렸을 때 (p)=𝔭1𝔭2로 분해되며, 여기서 𝔭1=(3,1+−5)이고 𝔭2=(3,1−−5)입니다.




따라서,





명제 63.7.5.


소수 p∈ℚ는 (p)가 ℚ(−5)로 끌어올렸을 때 𝔭1𝔭2로 분해되고 𝔭1과 𝔭2 둘 다 주 아이디얼일 때, 그리고 그때만 p=x2+5y2로 쓸 수 있습니다.







바로 여기서 아르틴 상호법칙과 힐베르트 유체가 빛을 발합니다 — 우리는 𝔭1의 류, 다시 말해 𝔭1(mod1)을 결정하고자 합니다.





질문 63.7.6.


𝔭⊆ℚ(−5)가 주 아이디얼일 때, 그리고 그때만 𝔭≡(1)(mod1)임을 확인하십시오. (정의를 따라가는 작업입니다.)








질문 63.7.7.


𝔭1이 주 아이디얼이면 자동으로 𝔭2도 주 아이디얼이 됩니다. 왜 그렇습니까?







이제부터 K=ℚ(−5)라 하고, L을 K의 어떤 아벨 확대라 합시다.




앞서 군 H(L/K,𝔪)=ker(L/K∙)을 정의했음을 상기하십시오. 아르틴 상호법칙의 진술은, 여러 주장 중에서도, PK(𝔪)⊆H(L/K,𝔪)임을 주장합니다. 당연히, 우리가 신경 쓰는 것이 ”(L/K𝔭)이 오직 𝔭(mod𝔣)에만 의존한다”는 것뿐이라면, 왜 H에 대해 또 다른 표기를 정의할 필요가 있는지 궁금할 수 있습니다.




음, 위의 단순화된 버전의 아르틴 상호법칙 정리는 𝔭(mod𝔣)를 알기만 하면 (L/K𝔭)를 계산할 수 있다고 진술합니다. 물론 그 이상이 있습니다:


PK(𝔣)=H(L/K,𝔣)이면, (L/K𝔭)를 알기만 하면 𝔭(mod𝔣)를 계산할 수 있습니다.



다시 말해, L이 합동 부분군이 ”하한”에 도달하는 경우라면, 그 역 또한 성립합니다.





질문 63.7.8.


위의 대수 계산이 성립함을 확인해 보십시오.







위에서 우리는 합동 부분군 H(ℚ(ζm)/ℚ,m∞)이 하한 Pℚ(m∞)과 같은 예시 하나, 예제 63.6.4를 살펴보았습니다. 아래에서 하나 더 살펴보겠습니다.





예제 63.7.9.


위의 예시에서, 우리는 법 𝔪과 K 위의 아벨 체 확장 L을 모두 변화시켜 서로 다른 합동 부분군을 얻을 수 있습니다. 이는 혼란스러울 수 있으므로, 예를 하나 들어봅시다.




아벨 체 확장 L/ℚ를 생각해 봅시다. ℚ에서의 법을 𝔪=15∞라고 합시다.




선류군 Cℚ(𝔪)은 물론 (ℤ/15ℤ)×≅(ℤ/3ℤ)××(ℤ/5ℤ)×≅ℤ/2ℤ×ℤ/4ℤ와 동형입니다.




이 군은 (원소가 8개뿐인) 이렇게 작음에도 불구하고, 부분군이 8개나 있습니다.333https://beta.lmfdb.org/Groups/Abstract/diagram/8.2에 도식이 있습니다. 그럼에도 불구하고, 우리는 부분군 격자의 관련 부분에만 초점을 맞추겠습니다.




아르틴 상호법칙과 다카기 존재 정리에 의해, 각 합동 부분군은 L/ℚ 위의 어떤 아벨 확장에 대응합니다.




아래에서 우리는 아벨 체 확장과 합동 부분군 H(L/ℚ,15∞) 사이의 대응관계를, H(L/ℚ,15∞)/Pℚ(15∞)가 Cℚ(15∞)의 부분군이라는 사실을 이용하여 그립니다. 여기서 Cℚ(15∞)는 (ℤ/15ℤ)×와 표준적으로 동형입니다.

ℚ(ζ15){1}ℚ(ζ5){1,11}ℚ(5){1,11,4,14}ℚ(ℤ/15ℤ)×
(위의 도식은 어디서 나온 것일까요? 음, 바탕체가 ℚ라면, 문제 63A이 방법을 제공합니다.)




관심 있는 독자는 아벨 확장의 일반적인 경우에 갈루아 군 Gal(L/K)과 선류군 CK(𝔣(L/K)) 사이의 표준 동형사상을 직접 구해 보고 싶을 수 있습니다.




다음으로, 이것이 다른 법, 예를 들어 5∞에 대응하는 아벨 확장들과 어떻게 관련될까요? 직관적으로 말하면, 어떤 아이디얼의 법 15∞에서의 값을 안다면, 법 5∞에서의 값도 알 수 있을 것입니다. 형식적으로는, 다음과 같은 도식이 있습니다:

Pℚ(15∞)Iℚ(15∞)Cℚ(15∞)Pℚ(5∞)Iℚ(5∞)Cℚ(5∞)
(범주론 장을 읽으셨다면: 짧은 완전열의 사상은 어디에나 나타납니다! 그저 찾아보기만 하면 됩니다.)




즉, 우리는 유도된 Cℚ(15∞)↠Cℚ(5∞) 사상, 또는 동등하게 (ℤ/15ℤ)×↠(ℤ/5ℤ)×를 얻습니다. 이번에는, 법 5∞에 대응하는 아벨 체 확장은 다음과 같습니다:

ℚ(ζ5){1}ℚ(5){1,4}ℚ(ℤ/5ℤ)×






우리의 경우, p∈ℚ가 소수이고 K=ℚ(−5)로 확장했을 때 (p)=𝔭1𝔭2로 인수분해된다고 할 때, 우리는 𝔭1이 주 아이디얼인지 판정하고자 합니다 — 다시 말해, ”𝔭1(mod1)”을 계산하고자 합니다. 위의 통찰을 이용하여, 이 조건을 아르틴 기호를 이용해 다시 표현하겠습니다.




L=K(i)라고 합시다. (나중에, L이 K의  힐베르트 유체임을 알게 될 것입니다.) 우리는 다음이 참임을 주장합니다:


	•

L/K는 아벨 확장이고,




	•

도체는 𝔣=𝔣(L/K)=1이며,




	•

H(L/K,𝔣)=PK(𝔣)입니다 — 즉, 이것이 바로 (L/K𝔭)를 바탕으로 𝔭⊆K에 대해 𝔭(mod1)을 결정할 수 있는 바로 그 상황입니다.









(일반적인 경우, 체 L은 문제 63B에 따라 존재합니다.)




그러면, 소 아이디얼 𝔭⊆K에 대해, 다음은 서로 동치입니다:


	1.

𝔭는 주 아이디얼입니다.




	2.

(L/K𝔭)=id;




	3.

𝔭는 L로 올렸을 때 완전히 분해됩니다.









첫 번째 진술과 두 번째 진술의 동치를 증명하기 위해 아벨 확대 L/K에 대한 아르틴 상호법칙(과 그 “역”)을 사용했음을 주목하십시오.





연습문제 63.7.10.


두 번째 진술과 세 번째 진술은 왜 동치입니까? (문제 63B.)







따라서 주 아이디얼 𝔭1과 𝔭2에 대해 (p)=𝔭1𝔭2라는 조건은 (p)⊆ℚ가 L로 올렸을 때 완전히 분해된다는 것과 동치입니다.




아벨 확대 L/ℚ에 대해 위와 유사하게 추론하면, 다음이 동치입니다:


	1.

(p)⊆ℚ는 L로 올렸을 때 완전히 분해됩니다.




	2.

(L/ℚ(p))=id.









이번에는 첫 번째 항목이 더 이상 없습니다 — L은 ℚ의 힐베르트 유체가 아닙니다 — 하지만 아르틴 상호법칙에 의해 다음을 알 수 있습니다:


(L/ℚ(p))의 값은 오직 (p)(mod𝔣(L/ℚ))에만 의존합니다.



이 경우, 확대 L/ℚ의 도체는 𝔣(L/ℚ)=20∞입니다.




자, 요약하면:




	
	p는 x2+5y2로 쓸 수 있습니다
	





	
	⇔ℚ(−5)로 올렸을 때 (p)=𝔭1𝔭2이고 𝔭1이 주 아이디얼임
	





	
	⇔(p)=𝔭1𝔭2이고, 𝔭1⊆ℚ(−5)가 ℚ(−5,i)로 올렸을 때 완전히 분해됨
	





	
	⇔(p)⊆ℚ가 ℚ(−5,i)로 올렸을 때 완전히 분해됨
	





	
	⇔(ℚ(−5,i)/ℚ(p))=id
	





	
	⇔(pmod20)∈{1,9}.
	








다 됐습니다! 정리의 최종 형태는 다음과 같습니다:





정리 63.7.11.


p∤20인 소수 p가 있다고 합시다. 그러면 p가 x2+5y2로 쓰일 수 있는 것은 (pmod20)∈{1,9}인 것과 동치입니다.










63.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 63A.


[크로네커-베버 정리] L을 ℚ의 아벨 확대라고 합시다. 그러면 L은 원분 확대 ℚ(ζ)에 포함되며, 여기서 ζ는 (어떤 m에 대한) m차 단위근입니다.


힌트. 𝔣(L/ℚ)∣m∞가 되도록 m을 고릅니다.




풀이. 어떤 m에 대해 𝔣(L/ℚ)∣m∞라고 합시다. 그러면 앞서 나온 예에 의해 다음 연쇄를 얻습니다.




	
	Pℚ(m∞)=H(ℚ(ζ)/ℚ,m∞)⊆H(L/ℚ,m∞)⊆Iℚ(m∞).
	





따라서 포함 관계 역전에 의해 완료됩니다.










문제 63B (힐베르트 유체).


K를 임의의 대수적 수체라고 합시다. 그러면 모든 소수(유한 소수든 무한 소수든)에서 비분지이며 다음을 만족하는 유일한 아벨 확대 E/K가 존재합니다:


	•

E/K는 포함 관계상 그러한 확대 중 극대인 확대입니다.




	•

Gal(E/K)는 K의 유수군과 동형입니다.




	•

K의 소 아이디얼 𝔭가 E에서 완전히 분해되는 것은 그것이 𝒪K의 주 아이디얼인 것과 동치입니다.






우리는 E를 K의  힐베르트 유체라고 부릅니다.


힌트. 𝔪=1로 다카기 존재 정리를 적용하십시오.




풀이. 𝔪=1로 다카기 존재 정리를 적용하여 H(E/K,1)=PK(1)을 만족하는 비분기 확장 E/K를 얻습니다. 이것이 원하는 것임을 주장합니다:


	•

포함관계에 대해 극대임을 보이려면, 이러한 성질을 갖는 다른 임의의 확장 M/K가 도체 1을 가짐(도체를 나누는 소수가 없음)을 주목하십시오. 그러면 PK(1)=H(E/K,1)⊆H(M/K,1)⊆IK(1)이 성립하므로, 포함관계를 뒤집으면 M⊆E를 얻습니다.




	•

Gal(E/K)≅IK(1)/PK(1)=CK(1)이 성립하며, 이는 유수군입니다.




	•

앞 부분의 동형사상은 아르틴 기호로 주어집니다. 따라서 𝔭가 완전분해된다는 것은 (E/K𝔭)=id인 것과 동치이며, 이는 다시 𝔭가 주 아이디얼(CK(1)에서 자명함)인 것과 동치입니다.






이로써 증명이 완료됩니다.










문제 63C.


소수 p∤m이 p=x2+23y2으로 쓰일 수 있는지가 오직 pmodm에만 의존하도록 하는 양의 정수 m은 존재하지 않습니다. 그 이유를 추측해 보십시오.


힌트. 확대체 L/ℚ는 아벨적이지 않습니다.
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장 64 몇 가지 위상수학적 구성


이 짧은 장에서는 아직 다루지 않은 위상수학의 흔한 공간과 구성 몇 가지를 간략히 설명합니다.





64.1 구


다음을 기억하십시오




	
	Sn={(x0,…,xn)∣x02+⋯+xn2=1}⊂ℝn+1
	





는 n-구의 표면이며, 반면




	
	Dn+1={(x0,…,xn)∣x02+⋯+xn2≤1}⊂ℝn+1
	





는 이에 대응하는 닫힌 공입니다 (예를 들어, D2는 평면 위의 원판이고 S1은 단위원입니다.)





연습문제 64.1.1.


열린 공 Dn∖Sn−1이 ℝn과 동형사상임을 보이십시오.







특히, S0은 두 점으로 이루어져 있으며, D1은 구간 [−1,1]로 생각할 수 있습니다.




[image: 도표]






64.2 몫위상


대표적인 예: Dn/Sn−1=Sn, 또는 원환면(torus)입니다.




공간 X가 주어지면, 임의의 동치관계 ∼에 의해 몇몇 점들을 함께 동일시할 수 있습니다; x∈X에 대해 그 동치류를 [x]로 표기합니다. 기하학적으로, 이는 ∼ 아래에서 동치인 점들을 서로 붙여 접합함으로써 얻어지는 공간입니다.




형식적으로,





정의 64.2.1.


X를 위상 공간이라 하고, ∼를 X의 점들에 대한 동치관계라 합시다. 그러면 X/∼는 다음과 같은 공간입니다


	•

점들은 X의 동치류이며, 그리고




	•

U⊆X/∼가 열린집합인 것은 {x∈X다음을 만족하는[x]∈U}가 X에서 열린집합인 것과 동치입니다.












제가 알기로, 이 정의는 직관적으로는 대부분 쓸모가 없으므로, 여기 몇 가지 예시를 들어보겠습니다.





예제 64.2.2 (끝점을 기준으로 한 구간의 몫).


D1=[−1,1]을 취하고, 끝점 −1과 1을 동일시하는 동치관계로 몫을 취한다고 합시다. (형식적으로, x∼y⇔(x=y)또는{x,y}={−1,1}입니다.) 이 경우, 우리는 단순히 S1을 다시 얻게 됩니다:

[image: 도표]
몫공간에서 −1∼1 주위의 작은 열린 근방이 원래 공간 D1에서는 −1과 1에서의 두 반구간에 대응함을 관찰하십시오. 이것으로 우리가 제시한 정의가 올바른 것임을 확신할 수 있을 것입니다.








예제 64.2.3 (더 많은 몫공간들).


다음을 스스로 확인해 보십시오:


	•

앞선 예시를 일반화하면, Dn을 그 경계 Sn−1로 몫을 취한 것이 Sn입니다.




	•

정사각형 ABCD가 주어졌을 때, 변 AB와 DC를 함께 동일시한다고 합시다. 그러면 원기둥을 얻게 됩니다. (초등학교 때, 종이 조각들을 테이프로 붙여 원기둥을 만들던 것을 떠올려 보십시오.)




	•

앞선 예시에서, BC와 DA도 함께 동일시한다면, 원환면을 얻게 됩니다. (우리의 원기둥을 가져다가 양 끝의 두 원을 서로 붙인다고 상상해 보십시오.)




	•

X=ℝ이라 하고, y−x∈ℤ이면 x∼y라고 합시다. 그러면 X/∼ 역시 S1입니다.












위에서 다룬 특수한 경우 하나는 다음과 같습니다.





정의 64.2.4.


A⊆X라 합시다. A의 모든 점들을 서로 동일시하면서 나머지 모든 점들은 동치가 아닌 채로 남겨두는 동치 관계를 생각해 봅시다. (다시 말해, x=y이거나 x,y∈A이면 x∼y입니다.) 그러면 결과로 나오는 몫공간을 X/A로 표기합니다.







그러므로 이 표기법에서,




	
	Dn/Sn−1=Sn.
	









표기의 남용 64.2.5.


저는 일부러 부정확하게 “Dn/Sn−1=Sn”이라거나 “Dn/Sn−1은 Sn입니다”라고 말하고 있는데, 사실은 “Dn/Sn−1은 Sn과 동형사상입니다”라고 말해야 합니다. 이는 수학에서 일반적으로 나타나는 주제로서, 동형/동형사상/등등인 대상들은 대체로 서로 세심하게 구별되지 않습니다.








예제 64.2.6 (더 기이한 몫공간).


부분집합 A가 X에서 닫혀 있지 않다면, X/A는 상당히 기이해질 것입니다.




예를 들어, X=ℝ이고 A=(0,1)이라 합시다. 그러면 공간 X/A는 점들 (−∞,0]∪{A/A}∪[1,∞)로 이루어집니다. 여기서 점 0과 A/A는 서로 다르지만, 0을 포함하는 모든 열린집합은 A/A 또한 포함합니다.




우리는 이 공간 X/A가 하우스도르프 공간이 아니라고 말합니다.










64.3 곱위상


대표적인 예: ℝ×ℝ은 ℝ2이고, S1×S1은 토러스입니다.





정의 64.3.1.


위상 공간 X와 Y가 주어졌을 때, X×Y 위의  곱위상이란 다음과 같은 공간입니다.


	•

점들은 x∈X, y∈Y인 순서쌍 (x,y)이며,




	•

위상은 다음과 같이 주어집니다. X×Y에 대한 위상의 기저는 열린집합 U⊆X와 열린집합 V⊆Y에 대해 U×V입니다.













비고 64.3.2.


사실 U와 V에 대해서는 기저 원소들만 고려해도 충분함을 보이기는 어렵지 않습니다. 즉,




	
	{U×V∣U,V다음에 대한 기저 원소X,Y}
	





또한 X×Y의 기저입니다.




우리는 실제로 기저를 손봐야 합니다. ℝ×ℝ에서, 열린 단위 원판은 U×V의 형태가 아님에도 불구하고 열린집합이어야 마땅합니다.







이는 여러분이 생각하는 바로 그대로 작동합니다.





예제 64.3.3 (단위 정사각형).


X=[0,1]이라 하고 X×X를 생각해 봅시다. 우리는 물론 이것이 단위 정사각형이 되기를 기대합니다. 아래 그림은 기저에 속하는 X×X의 한 열린집합입니다.
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연습문제 64.3.4.


이 기저가 X×X 위의 곱 거리로부터 나오는 위상과 동일한 위상을 준다는 것을 스스로 확인해 보십시오. 그러므로 이것이 “올바른” 정의입니다.








예제 64.3.5 (더 많은 곱공간).



	(a)

ℝ×ℝ은 유클리드 평면입니다.




	(b)

S1×[0,1]은 원기둥입니다.




	(c)

S1×S1은 원환면입니다! (왜 그런지 아시겠습니까?)















64.4 분리합집합과 쐐기합


대표적인 예: S1∨S1은 8자 모양입니다.




두 공간의 분리합집합은 기하학적으로 이름 그대로입니다: 두 공간을 나란히 놓는다고 생각하시면 됩니다. 완결성을 위해 여기에 형식적인 정의를 제시합니다.





정의 64.4.1.


X와 Y를 두 위상 공간이라 합시다. X∐Y로 표기되는  분리합집합은 다음과 같이 정의됩니다


	•

점들은 분리합집합 X∐Y이며, 그리고




	•

부분집합 U⊆X∐Y가 열린집합인 것은 U∩X와 U∩Y가 열린집합인 것과 동치입니다.













연습문제 64.4.2.


공집합이 아닌 두 공간의 분리합집합이 비연결임을 보이십시오.







더 흥미로운 것은 쐐기합인데, 여기서는 두 위상 공간 X와 Y가 하나의 기준점에서만 융합됩니다.





정의 64.4.3.


X와 Y를 위상 공간이라 하고, x0∈X와 y0∈Y를 점이라 합시다. 동치 관계 ∼을 x0∼y0만 성립하도록 정의합니다. 그러면 두 공간의  쐐기합은 다음과 같이 정의됩니다




	
	X∨Y=(X∐Y)/∼.
	












예제 64.4.4 (S1∨S1은 8자 모양입니다).


X=S1이고 Y=S1이라 하고, x0∈X와 y0∈Y를 임의의 점이라 합시다. 그러면 X∨Y는 ”8자 모양”입니다: 이는 한 점에서 융합된 두 원입니다.
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표기의 남용 64.4.5.


x0과 y0이 자명하거나(또는 무관할 때) 우리는 종종 이를 언급하지 않습니다. 예를 들어, 이제부터는 8자 모양을 그냥 S1∨S1로 쓰겠습니다.








비고 64.4.6.


성가시게도, LaTeX에서 \wedge는 ∨가 아니라 ∧를 줍니다(전자는 \vee입니다). 그러므로 이는 사실 ”비 곱(vee product)”이라 불러야 하지만, 이미 늦었습니다.










64.5 CW 복합체


이 구성을 이용하여 우리는 몇 가지 공간을 만들어 보기 시작할 수 있습니다. 그렇게 하는 흔한 방법 중 하나는 이른바  CW 복합체를 사용하는 것입니다. 직관적으로, CW 복합체는 다음과 같이 만들어집니다:


	•

점들의 집합 X0에서 시작합니다.




	•

선분들(즉 D1의 복사본들)을 취하여 그 끝점들(S0의 복사본들)을 X0에 융합시켜 X1을 정의합니다.




	•

D2(원판)의 복사본들을 취하여 그 경계(S1의 복사본)를 X1에 용접하여 X2를 정의합니다.




	•

유한한 단계 n에 이를 때까지 귀납적으로 반복합니다; 이때 X는  n차원이라고 합니다.






그 결과로 얻어지는 공간 X가 CW 복합체입니다. 집합 Xk는 X의  k-골격이라 불립니다. 각 Dk는  k-세포라고 불리며, 관례적으로 α가 어떤 첨자일 때 eαk로 표기합니다. 유한히 많은 세포만 사용되었을 경우 X는  유한하다고 합니다.





표기의 남용 64.5.1.


엄밀히 말하면, 대부분의 문헌(예를 들어 [HAT02])은 무한 차원 CW 복합체를 구성하는 것도 허용합니다. 냅킨에서는 그러한 공간을 다루지 않을 것입니다.








예제 64.5.2 (2+2+1 및 1+1+1 세포로 이루어진 D2).



	(a)

먼저, 두 점 ea0과 eb0을 갖는 X0에서 시작합니다. 그런 다음, 두 개의 1-세포 D1(초록색)로 이들을 연결하고, 이를 ec1과 ed1이라 부릅니다. 각 1-세포의 끝점들(S0의 복사본)은 X0의 서로 다른 점들과 동일시되므로, X1≅S1이 됩니다. 마지막으로, 단 하나의 2-세포 e2(노란색)를 취하여, 그 경계가 방금 그린 S1의 복사본에 들어맞도록 용접합니다. 이렇게 하면 왼쪽 그림이 나옵니다.




	(b)

사실, 단 1+1+1=3개의 세포만으로도 이를 할 수 있습니다. 하나의 점 e0을 갖는 X0에서 시작합니다. 그런 다음, 하나의 1-세포 e1을 사용하여 그 두 끝점을 X0의 그 하나의 점에 융합시킵니다. 그러면 앞서와 같이 S1의 복사본을 끼워 넣을 수 있으며, 오른쪽에 있는 D2가 됩니다.
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예제 64.5.3 (CW 복합체로서의 Sn).



	(a)

Sn(n≥1인 경우)은 단 두 개의 세포만으로 얻을 수 있습니다. 즉, X0에 대해 단일한 점 e0을 취하고, Sn을 얻기 위해 Dn을 취하여 그 경계 전체를 e0에 용접합니다.




이 예시는 이미 처음에 n=2인 경우로 살펴본 적이 있는데, 원판 D2의 경계를 함께 융합했을 때 구 S2가 그 결과임을 확인했습니다.




	(b)

대안으로, 각 차원마다 두 개의 세포를 사용하여 Sn을 귀납적으로 구성하는 “반구” 구성을 할 수도 있습니다. 즉 S0은 두 점으로 이루어지고, S1은 이 두 점을 두 개의 선분(1-세포)으로 연결하여 얻어지며, S2는 S1을 적도로 하는 두 개의 반구(각각 2-세포)를 접합하여 얻어집니다.













정의 64.5.4.


형식적으로, Xk에 추가하고자 하는 각 k-세포 ekα에 대해, 그 경계 Sk−1α를 취하여  부착 사상(attaching map) Sk−1α→Xk−1을 통해 Xk−1에 용접합니다. 그러면




	
	Xk=(Xk−1∐(∐αekα))/∼
	





여기서 ∼은 ekα의 각 경계점을 Xk−1에서의 그 상(image)과 동일시합니다.










64.6 원환면, 클라인 병, ℝℙn, ℂℙn


이제 CW 복합체의 가장 중요한 예시 네 가지를 제시하겠습니다.





64.6.1 원환면


원환면(torus)은 정사각형을 취하여 마주보는 변들을 같은 방향으로 동일시함으로써 형성할 수 있습니다. 즉, 오른쪽 변을 걸어 나가면 왼쪽 변의 대응하는 점에서 다시 나타납니다. (아타리(Atari)의 애스터로이드를 떠올려 보십시오!)
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따라서 원환면은 (ℝ/ℤ)2≅S1×S1입니다.




네 개의 모서리가 모두 함께 하나의 점으로 동일시된다는 점에 유의하십시오. 정사각형을 종이 한 장으로 취급하여 왼쪽과 오른쪽(빨간색) 변을 테이프로 붙여 원기둥을 만든 다음, 그 원기둥을 구부려 위쪽과 아래쪽(파란색) 변을 융합함으로써 3차원 공간에서 원환면을 실현할 수 있습니다.

[image: [Uncaptioned image]]
이미지 출처 [42]




원환면은 다음과 같은 CW 복합체로 실현될 수 있습니다.


	•

단일한 점으로 이루어진 0-뼈대,




	•

두 개의 1-세포 e1a, e1b로 이루어진 1-뼈대, 그리고
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	•

단일한 2-세포 e2로 이루어진 2-뼈대. 이때 그 둘레는 네 부분으로 나뉘어 “aba−1b−1를 통해” 1-뼈대에 용접됩니다. 이는 다음을 의미합니다: 둘레의 4분의 1을 e1a에 감고, 다시 4분의 1을 e1b에 감은 다음, 세 번째 4분의 1을 e1a에 반대 방향으로 감고, 네 번째 4분의 1을 이전과 반대 방향으로 e1b에 다시 감습니다.
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aba−1b−1를  부착 단어(attaching word)라고 부르는데, 이 축약 표기는 이후에 유용할 것입니다.







64.6.2 클라인 병


클라인 병(Klein bottle)은 원환면과 유사하게 정의되지만, 그림에서 보듯이 한 쌍의 변이 반대 방식으로 동일시된다는 점만 다릅니다.
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원환면과 달리, 이것은 자기 교차 없이 3차원 공간에서 구현할 수 없습니다. 이전과 같이 빨간색 변들을 붙여 원기둥을 얻을 수는 있지만, 그 결과로 생긴 파란색 원들을 서로 반대 방향으로 융합하는 것은 3차원에서 불가능합니다. 그럼에도 불구하고, 우리는 원기둥이 자기 자신과 교차하는 것을 암묵적으로 허용한 채 3차원 공간에서 그림을 그리는 경우가 종종 있습니다.






[image: [Uncaptioned image]]



[image: [Uncaptioned image]]


[22, 9]에서 가져온 이미지






원환면과 마찬가지로, 클라인 병은 다음을 갖는 CW 복합체로 구현됩니다


	•

하나의 0-세포,




	•

두 개의 1-세포 e1a와 e1b, 그리고




	•

이번에는 abab−1 단어를 통해 부착된 단일 2-cell입니다.












64.6.3 실사영 공간


n=2부터 시작해봅시다. 공간 ℝℙ2는 그림과 같이 이전 정사각형의 양쪽 방향을 모두 뒤집으면 얻어집니다.




[image: 도표]



그러나 이렇게 하고 나면 원래 다각형이 정사각형이라는 사실은 그다지 중요하지 않습니다. 빨간 변과 파란 변을 합쳐서 하나의 보라색 변으로 만들 수 있습니다. 이는 원둘레의 절반이 나머지 절반과 동일시된 원으로도 동등하게 생각할 수 있습니다:
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그 결과로 얻어지는 공간은 사영 (유클리드) 기하학을 다루는 분들에게 익숙할 것입니다. 실제로 여러 가지 기하학적 해석이 가능합니다:


	•

ℝℙ2는 ℝ3에서 원점을 지나는 직선들의 집합으로 생각할 수 있으며, 각 직선이 ℝℙ2의 한 점이 됩니다.




물론 각 직선을 단위 구 S2 위의 한 점과 동일시할 수 있는데, 다만 두 대척점이 실제로는 같은 직선에 대응한다는 성질만 예외입니다. 따라서 ℝℙ2는 거의 ”구의 절반”으로 생각할 수 있습니다. 이를 평평하게 펴면 위의 그림이 됩니다.




	•

ℝ2에 ”무한원점”을 추가한 것을 상상해 보십시오. 이는 직선의 가능한 방향마다 하나씩, ”무한히 멀리 있는” 점들을 추가한다는 뜻입니다. 따라서 ℝℙ2에서는 임의의 두 직선이 실제로 교차합니다(평행하지 않으면 유클리드 점에서, 평행하면 무한원점에서 교차합니다).




이는 ℝℙ2에 대한 하나의 해석을 제공하는데, 경계는 모든 무한원점들을 지나는 무한원 직선을 나타냅니다. 여기서는 ℝ2와 D2의 내부가 위상동형이라는 사실을 사용했습니다.










연습문제 64.6.1.


ℝ3에서 평면 z=1을 고려하고 첫 번째 형식화에서의 각 직선을 이 평면과 교차시킴으로써, 이러한 형식화들이 동등함을 관찰하십시오.







ℝℙ2는 좌표를 사용해서도 나타낼 수 있습니다: 이는 스케일링에 대해 모두 0은 아닌 실수의 삼중항 (x:y:z)들의 집합이며, 이는 다음을 의미합니다




	
	(x:y:z)=(λx:λy:λz)
	





임의의 λ≠0에 대해서입니다. ”ℝ3에서 원점을 지나는 직선”이라는 해석을 사용하면 이 좌표계가 왜 올바른 공간을 나타내는지 명확해집니다. 무한원점은 z=0인 점들이며, z≠0인 임의의 점은 다음과 같은 이유로 데카르트 점을 나타냅니다




	
	(x:y:z)=(xz:yz:1)
	





따라서 이를 데카르트 점 (xz,yz)로 생각할 수 있습니다.




이런 방식으로 우리는 임의의 n에 대해  n차원 실사영 공간, ℝℙn을 다음 중 하나로 실제로 정의할 수 있습니다


	(i)

ℝn+1에서 원점을 지나는 직선들의 집합,




	(ii)

위와 같이 n+1개의 좌표를 사용하거나, 또는




	(iii)

무한원점이 추가된 ℝn으로서, 이 무한원점들 자체는 ℝℙn−1의 사본을 이룹니다.









도움이 될 만한 예시로, ℝℙ1에 대한 세 가지 그림을 모두 제시합니다.





예제 64.6.2 (1차원 실사영 공간).


ℝℙ1은 대척점들이 동일시되는 관계에 대한 S1의 몫으로 생각할 수 있습니다. 접선 위로 사영하면, 아래에 청록색으로 그려진 평행선에 대응하는 무한원점 하나가 추가된 ℝ의 사본을 얻게 됨을 알 수 있습니다.

[image: 도표]



따라서 ℝℙ1의 점들은 두 가지 형태를 갖습니다:


	•

(x:1)은 위에서 짙은 빨간색으로 표시된 x∈ℝ로 생각하며, 그리고




	•

(1:0)은 위의 청록색 직선에 대응하는 1/0=∞로 생각합니다.






따라서 우리는 말 그대로 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	ℝℙ1=ℝ∪{∞}.
	





ℝℙ1은 또한 ℝℙ2의 경계이기도 함에 유의하십시오. 실제로 위상적으로도 다음이 성립함에 유의하십시오




	
	ℝℙ1≅S1
	





”양 끝점이 붙은 실직선”이기 때문입니다.

[image: 도표]






ℝℙn은 그저 ”경계로 ℝℙn−1을 갖는 ℝn(또는 Dn)”이므로, 귀납적으로 ℝℙn을 CW 복합체로 구성할 수 있습니다. 따라서 ℝℙn은 각 차원마다 하나의 세포로 이루어짐에 유의하십시오.





예제 64.6.3 (세포 복합체로서의 ℝℙn).



	(a)

ℝℙ0은 하나의 점입니다.




	(b)

ℝℙ1≅S1은 원이며, CW 복합체로서는 0-세포 하나와 1-세포 하나로 이루어집니다.




	(c)

ℝℙ2는 2-세포 하나를 취하여 그 둘레를 ℝℙ1의 사본 주위로 두 번 감아서 만들 수 있습니다.















64.6.4 복소 사영 공간


복소 사영 공간 ℂℙn은 좌표를 이용하여 ℝℙn과 유사하게 정의됩니다. 즉




	
	(z0:z1:…:zn)
	





스케일링 하에서 동일시하며, 이번에는 zi가 복소수입니다. 앞서와 마찬가지로, ℂℙn은 무한대의 점들이 추가된 ℂn(이는 ℂℙn−1에 대응합니다)으로 생각할 수 있습니다.





예제 64.6.4 (복소 사영 공간).



	(a)

ℂℙ0은 하나의 점입니다.




	(b)

ℂℙ1은 ℂ에 무한대의 점 하나(원한다면 ”복소 무한대”)를 더한 것입니다. 즉, 앞서와 마찬가지로 ℂℙ1을 다음과 같이 생각할 수 있습니다




	
	ℂℙ1=ℂ∪{∞}.
	





그러므로 복소평면을 취한 다음 경계 전체를 아우르는 점 하나를 추가한다고 상상해 보십시오. 그 결과는 바로 구면 S2입니다.






다음은 좌표계를 갖춘 ℂℙ1, 즉  리만 구면의 그림입니다.

[image: [Uncaptioned image]]







비고 64.6.5 (유클리드 기하학자를 위하여).


ℝℙ2가 사영 기하학의 무대인 반면, 원에 대한 반전은 대신 ℂℙ1에서 이루어짐을 알아차렸을 수도 있습니다. 일반화된 원을 일반화된 원으로 보내는 반전을 수행할 때, 무한대의 점은 오직 하나뿐입니다. 이것이 우리가 ℂℙn에서 작업하는 이유입니다.







ℝℙn과 마찬가지로, ℂℙn은 CW 복합체이며, ℂn을 취하여 그 경계를 ℂℙn−1에 용접함으로써 귀납적으로 구성됩니다. 차이점은 위상 공간으로서




	
	ℂn≅ℝ2n≅D2n.
	





따라서 우리는 세포 D0, D2, D4 등을 귀납적으로 붙여 ℂℙn을 구성합니다. 이로써 우리는 다음을 알 수 있습니다


ℂℙn은 각 짝수 차원마다 하나의 세포로 이루어집니다.











64.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 64A.


공간 X가 하우스도르프 공간인 것과 대각선 {(x,x)∣x∈X}가 곱공간 X×X에서 닫힌집합인 것이 동치임을 보이십시오.








문제 64B.


다음 공간들을 CW 복합체로 구현하십시오:


	(a)

뫼비우스 띠(Möbius strip).




	(b)

ℝ.




	(c)

ℝn.













문제 64C.


유한 CW 복합체가 콤팩트함을 보이십시오.


힌트. 콤팩트 공간의 몫이 콤팩트로 남는다는 사실을 증명하고 사용하십시오.













장 65 기본군


위상수학자는 커피잔과 도넛을 구별하지 못합니다. 그렇다면 무엇이든 어떻게 구별할 수 있겠습니까?




이는 답하기 매우 어려운 질문이지만, 이를 답하려 시도할 수 있는 한 가지 방법은 공간의 불변량을 찾는 것입니다. 군의 유비를 들자면, 예를 들어 두 군의 위수가 다르거나, 한쪽은 단순군이고 다른 쪽은 그렇지 않은 경우 등에는 두 군이 동형이 아님이 명백합니다. 우리는 위상 공간에 대해서도 이와 비슷한 성질을 찾아내어 실제로 공간들을 구별할 수 있기를 바랍니다.




공간 X에 대한 이러한 불변량 두 가지는 다음과 같습니다


	•

호몰로지 군 H1(X), H2(X), …정의하기




	•

호모토피 군 π1(X), π2(X), …정의하기






호몰로지 군은 정의하기는 어렵지만 일반적으로 계산하기는 더 쉽습니다. 호모토피 군은 정의하기는 더 쉽지만 계산하기는 더 어렵습니다.




이 장은 기본군 π1에 관한 것입니다.





65.1 경로를 융합하기


공간 X에서의 경로란 함수 [0,1]→X임을 상기하십시오. γ1(1)=γ2(0)을 만족하는 경로 γ1과 γ2가 있다고 합시다. 우리는 이들을 융합111세상 사람들 거의 모두는 이러한 구성이나 다른 유형의 구성물을 기술할 때 “접합(gluing)”이라는 표현을 사용합니다. 하지만 저는 고등학교 시절 엘머 풀 때문에 트라우마가 생겼는데, 어리석은 “포스터 만들기” 과제가 싫었고 거기에 풀을 써야 하는 것도 싫었기 때문입니다. 그래서 저는 경로들을 “접합한다”고 말하기를 거부하고, 대신 어쨌든 더 멋지게 들리는 “융합한다”라는 표현을 쓰겠습니다. 하여 경로 γ1∗γ2를 얻고자 합니다. 쉽지 않습니까?




[image: 도표]



안타깝지만 우리는 정의를 약간 편법적으로 손봐야 합니다. 이상적인 세계라면 경로 γ1:[0,1]→X와 γ2:[1,2]→X가 있을 때 이들을 그저 합쳐서 γ1∗γ2:[0,2]→X를 얻을 수 있을 것입니다. 하지만 여기서 이 “2”는 잘못되었습니다. 해법은 첫 번째 경로에는 [0,12]를, 두 번째 경로에는 [12,1]을 할당하는 것입니다. 즉 “두 배 빠르게” 진행하는 것입니다.





정의 65.1.1.


γ1(1)=γ2(0)을 만족하는 두 경로 γ1,γ2:[0,1]→X가 주어졌을 때, 경로 γ1∗γ2:[0,1]→X를 다음과 같이 정의합니다




	
	(γ1∗γ2)(t)={γ1(2t)0≤t≤12γ2(2t−1)12≤t≤1.
	











안타깝게도 이 편법은 두 번째 단점을 드러냅니다. 바로 이 “곱”이 결합법칙을 만족하지 않는다는 것입니다. 적절한 경로들에 대해 (γ1∗γ2)∗γ3을 취하면, γ1, γ2, γ3에 할당되는 시간은 각각 [0,14], [14,12], [12,1]입니다.





질문 65.1.2.


γ1∗(γ2∗γ3)에 할당되는 시간은 무엇입니까?







하지만 이 연산이 결합법칙을 만족하지 않는다 해도, 그것이 결합법칙을 만족하지 못하는 이유는 다소 어이없다는 데 동의하시리라 생각합니다. 이는 그저 특정 구간에서 얼마나 빨리 진행하느냐의 문제일 뿐입니다.




[image: 도표]



따라서 경로들을 융합하는 한, 우리는 [0,1] 자체를 너무 진지하게 받아들이고 싶지 않을 것입니다. 그래서 우리는 모든 것을 (경로) 호모토피 동치까지만 고려합니다. (두 경로 α와 β 사이에 경로 호모토피 F:[0,1]2→X, 즉 α에서 β로 가는 연속적인 변형이 존재하면 두 경로는 호모토픽하다는 것을 상기하십시오.) 다음이 확실히 성립합니다




	
	(γ1∗γ2)∗γ3≃γ1∗(γ2∗γ3).
	





또한 α1≃α2이고 β1≃β2이면 α1∗β1≃α2∗β2라는 것도 성립합니다.




당연히 호모토피는 동치 관계이므로, 경로 γ는 어떤 “호모토피 타입”, 즉 ≃ 아래에서의 동치류에 속합니다. 이를 [γ]로 표기하겠습니다. 그러면 [α]∗[β]를 이야기하는 것이 의미가 있습니다. 따라서 ∗를 호모토피류에 대한 연산으로 생각할 수 있습니다.







65.2 기본군


대표적인 예: π1(ℝ2)는 자명하며 π1(S1)≅ℤ입니다.




이 시점에서 끝점을 계속 추적하는 것이 다소 성가시므로, 이제 특정한 유형의 경로로 논의를 한정하겠습니다.





정의 65.2.1.


루프란 γ(0)=γ(1)을 만족하는 경로입니다.







[image: 도표]



따라서 단일한 점 x0에서 시작하는 경로들로 주의를 한정하면, 모든 것이 x0에서 시작하고 끝나므로 더 이상 끝점과 시작점을 신경 쓸 필요가 없습니다. 우리에게는 심지어 매우 표준적인 루프도 있습니다. 바로 내내 x0에 가만히 서 있는 것으로 주어지는 “아무것도 하지 않는” 루프222뚱보.입니다.





정의 65.2.2.


자명한 “아무것도 하지 않는 루프”를 1로 표기하겠습니다. 루프 γ가 1과 호모토픽하면, 즉 γ≃1이면  널호모토픽하다고 합니다.







고리(loop)의 호모토피에 대해서는, 고리를 ”감아 들이는” 것을 상상하여 하나의 점으로 수축시키는 것으로 시각화할 수 있습니다.





예제 65.2.3 (S2의 고리는 영호모토픽(nulhomotopic)입니다).


다음 그림이 여러분을 납득시켜 주겠지만, 단일 연결(simply connected) 공간 S2의 모든 고리는 영호모토픽입니다.

[image: [Uncaptioned image]]
(보라색 고리에서 시작하여, 적갈색 점으로 수축시킵니다.)







따라서 어떤 공간이 단일 연결임을 보이려면 그 공간의 고리들을 이해하는 것으로 충분합니다. 이제 다음을 제시할 준비가 되었습니다:





정의 65.2.4.


기점 x0을 갖는 X의  기본군은 π1(X,x0)으로 표기하며, 호모토피 동치류들의 집합으로




	
	{[γ]∣γx0에서의 루프}
	





∗를 군 연산으로 갖춘 것입니다.







이것이 군 구조를 이룬다는 사실이 놀랍게 느껴질 수 있습니다. 예를 들어, 역원은 무엇일까요? 지금 정의해 봅시다.





정의 65.2.5.


경로 α:[0,1]→X가 주어졌을 때, 경로 α¯를 다음과 같이 정의할 수 있습니다




	
	α¯(t)=α(1−t).
	





이는 실질적으로 ”α를 거꾸로 진행하는” 것입니다. α¯는 α의 끝점에서 시작하여 α의 시작점에서 끝난다는 점에 유의하십시오.








연습문제 65.2.6.


임의의 경로 α에 대해, α∗α¯가 α(0)에서의 ”아무것도 하지 않는” 고리와 호모토픽함을 보이십시오. (그림을 그려 보십시오.)







확인해 봅시다.




이것이 군 구조임을 증명.


분명히 ∗는 x0에서의 두 고리를 받아 x0에서의 고리를 내놓습니다. 우리는 또한 이미 ∗가 결합적임을 보이는 데 시간을 들였습니다. 따라서 우리는 (i) 항등원이 존재하는지, (ii) 역원이 존재하는지만 확인하면 됩니다.


	•

우리는 항등원이 앞서 설명한 ”아무것도 하지 않는” 고리 1이라고 주장합니다. 독자는 임의의 γ에 대해 다음을 확인할 수 있습니다,




	
	γ≃γ∗1≃1∗γ.
	








	•

고리 γ에 대해, 그것의 ”역방향” 고리 γ¯를 다음과 같이 정의했음을 다시 상기하십시오




	
	γ¯(t)=γ(1−t).
	





그러면 γ∗γ¯=γ¯∗γ=1이 성립합니다.






따라서 π1(X,x0)은 실제로 군입니다. ∎





더 나아가기 전에 몇 가지 예시를 드는 것이 좋겠습니다.





예제 65.2.7 (기본군의 예시들).


다음 결과들을 증명하는 것은 결코 자명하지 않다는 점에 유의하십시오. 지금은 그저 주장된 답이 ”왜” 옳아야 하는지를 직관적으로 파악해 보십시오.


	(a)

ℂ의 기본군은 자명군입니다: 평면에서는 모든 고리가 영호모토픽입니다. (증명: 그것이 밧줄 한 조각이라고 상상하고 감아 들이는 것입니다.)




	(b)

반면, ℂ∖{0} (앞서 나온 유성 예시)의 기본군은 어떤 기점을 택하더라도 실제로 ℤ입니다! 이를 증명하기까지는 아직 시간이 걸리겠지만, 본질적으로 고리는 원점을 감는 횟수에 의해 결정되며 – 이를 소위 감김수(winding numbers)라 부릅니다. 한번 생각해 보십시오!




	(c)

마찬가지로, 우리는 곧 S1(단위원)의 기본군이 ℤ임을 보일 것입니다.






공식적으로는 기점이 무엇인지도 알려드려야 하지만, 이 예시들에서는 대칭성에 의해 그것이 중요하지 않습니다.







다음은 절 7.7의 유성처럼 구멍을 과장하여 나타낸 ℂ∖{0}의 그림입니다.

[image: 도표]




질문 65.2.8.


S1의 기본군이 ℤ임을 스스로 확인하고, 이를 왜 ”감김수(winding numbers)”라고 부르는지 이해하십시오. (이는 이후 장들에서 기본군의 가장 중요한 예시가 될 것이므로, 지금 반드시 파악해 두는 것이 중요합니다.)








예제 65.2.9 (8자 도형).


8자 도형 S1∨S1을 생각하고, x0를 중심점이라 합시다. 그러면




	
	π1(S1∨S1,x0)≅⟨a,b⟩
	





는 두 문자로 생성된 자유군입니다. 아이디어는 8자 도형의 한쪽 고리가 a이고 다른 쪽 고리가 b라는 것이며, 따라서 우리는 π1이 이 고리들 a와 b(그리고 그 역원 a¯와 b¯)에 의해 생성되리라 기대합니다. 이 고리들은 서로 관계가 없습니다.

[image: 도표]






그래프 이론에서는 보통 그래프가 연결되어 있다고 가정한다는 것을 상기하십시오. 그렇지 않으면 각 연결 성분을 따로따로 고려하면 되기 때문입니다. 마찬가지로 우리는 일반적으로 경로 연결 공간에만 관심을 국한하고자 하는데, 이는 어떤 공간이 경로 연결되어 있지 않다면 여러 개의 ”경로 연결 성분”으로 나뉠 수 있기 때문입니다. (이것을 어떻게 정의할지 짐작할 수 있습니까?) 실제로, 제 책상 위의 물건들로 이루어진 (책상 자체는 제외한) 공간 X를 상상해 볼 수 있습니다. 제 휴대폰의 π1은 제 머그컵의 π1과 아무 관계가 없습니다. 이들은 비유적으로도 문자 그대로도 완전히 비연결되어 있습니다.




하지만 반대로, 경로 연결 공간에서는 이 군들이 서로 매우 밀접하게 관련되어 있다고 주장합니다!





정리 65.2.10 (기본군은 기준점에 의존하지 않습니다).


X를 경로 연결 공간이라 합시다. 그러면 임의의 x1∈X와 x2∈X에 대해 다음이 성립합니다




	
	π1(X,x1)≅π1(X,x2).
	











증명을 읽기 전에, 아래 그림만 보고 이 동형사상을 짐작할 수 있는지 시도해 보십시오.

[image: 도표]



증명.


α를 x1에서 x2로 가는 임의의 경로라 하고 (경로 연결성에 의해 가능합니다), α¯를 그 역경로라 합시다. 그러면 다음과 같은 사상을 구성할 수 있습니다




	
	π1(X,x1)→π1(X,x2)에 의해[γ]↦[α¯∗γ∗α].
	





다시 말해, x1에서의 고리 γ가 주어지면, x2에서 시작하여 α¯를 따라 x1로 간 다음 γ를 실행하고, 이어서 α를 따라 다시 x2로 돌아올 수 있습니다. 따라서 이는 π1(X,x1)의 모든 고리로부터 π1(X,x2)의 고리를 만들어내는 사상입니다. 이것이 군의 준동형사상인 이유는 다음과 같습니다




	
	(α¯∗γ1∗α)∗(α¯∗γ2∗α)=α¯∗γ1∗γ2∗α
	





α∗α¯가 널호모토픽이기 때문입니다.




마찬가지로, 다음과 같은 준동형사상도 존재합니다




	
	π1(X,x2)→π1(X,x1)에 의해[γ]↦[α∗γ∗α¯].
	





이 두 사상이 서로의 역사상이므로, 이들은 동형사상이어야 함을 알 수 있습니다. 이것으로 끝입니다. ∎





이것이 우리가 보통 경로 연결 공간에만 관심을 두는 더 큰 이유입니다.





표기의 남용 65.2.11.


경로 연결 공간 X에 대해서는 어떤 x0∈X를 선택하든 상관없으므로, 흔히 π1(X,x0)를 그냥 π1(X)로 줄여 쓰겠습니다.







마지막으로, 우리가 원래 ”단순 연결(simply connected)”을 양 끝점이 같은 임의의 두 경로가 호모토픽이라는 뜻으로 정의했음을 상기하십시오. 이 조건을 완화한 다음, 기본군을 이용해 다시 표현하는 것이 가능합니다.





연습문제 65.2.12.


X를 경로 연결 공간이라 합시다. X가  단순 연결인 것과 π1(X)가 자명군인 것이 동치임을 증명하십시오. (한쪽 방향은 쉽지만, 다른 쪽 방향은 조금 더 까다롭습니다.)







이것이 단순 연결의 ”일반적인” 정의입니다.







65.3 기본군은 위상동형사상에 대해 불변입니다


논의를 정리하기 위해 도입할 간단한 표기법이 하나 있습니다





정의 65.3.1.


f:(X,x0)→(Y,y0)라는 표기는, f:X→Y가 공간 사이의 연속함수이면서 동시에 점 x0를 y0로 보낸다는 것을 의미합니다.







X와 Y를 위상 공간이라 하고 f:(X,x0)→(Y,y0)라 합시다. 이제 우리는 X와 Y의 기본군을 서로 연관 짓고자 합니다.




(X,x0)에서의 고리 γ란 γ(0)=γ(1)=x0를 만족하는 사상 γ:[0,1]→X임을 상기하십시오. 그러면 다음 합성을 생각해 보면




	
	[0,1]→𝛾(X,x0)→𝑓(Y,y0)
	





바로 y0에서의 Y의 고리를 얻게 됩니다! 이 고리를 f♯γ라고 부르겠습니다.





보조정리 65.3.2 (f♯는 호모토피 불변입니다).


γ1≃γ2가 경로 호모토픽이라면, 실제로




	
	f♯γ1≃f♯γ2.
	











증명.


γ1을 γ2로 보내는 호모토피 h를 취하고 f∘h를 생각해 보십시오. ∎





이 시점에서 X와 Y가 위상동형이면 그 기본군들이 모두 동형사상 관계에 있다는 점을 짚어둘 만합니다. 실제로 f:X→Y와 g:Y→X를 서로 역인 연속 사상이라 합시다. 그러면 f♯:π1(X,x0)→π1(Y,y0)와 g♯:π1(Y,y0)→π1(X,x0)가 두 군 사이의 서로 역인 사상임을 확인할 수 있습니다 (단, f(x0)=y0이고 g(y0)=x0이라고 가정합니다).







65.4 고차 호모토피 군


기본군에 왜 π1이라는 표기를 사용할까요? 그리고 π2, …는 무엇일까요? 그 답은 다음과 같은 재서술에 있습니다:





질문 65.4.1.


고리가 연속 함수 S1→X와 같은 것임을 스스로 확인해 보십시오.







경로가 아닌 다른 대상에 대해서도 호모토피를 정의할 수 있음이 밝혀졌습니다. 두 함수 f,g:Y→X는 f를 g로 연속적으로 변형하는 연속 함수 Y×[0,1]→X가 존재하면  호모토픽이라고 합니다. 따라서 위에서 했던 모든 것은 그저 Y=S1인 특수한 경우였을 뿐입니다.




일반적인 n에 대해, 군 πn(X)는 사상 Sn→X의 호모토피 류들로 정의됩니다. 군의 연산은 좀 더 구체적으로 정하기 어렵습니다. Sn이 몇몇 끝점들을 붙인 [0,1]n과 위상동형임을 보여야 합니다. 예를 들어 S1은 0과 1을 붙인 [0,1]입니다. 이러한 정육면체들을 갖추면, 한 면을 따라 서로 합칠 수 있습니다. (다시 말하지만, 저는 일부러 몹시 부정확하게 설명하고 있습니다.)




n≠1일 때, πn은 π1과는 다소 다르게 행동합니다. (Sn이 n≥2인 모든 경우에 단일 연결이지만 n=1일 때는 그렇지 않으므로, 그리 놀랍지 않을 수도 있습니다.) 특히 πn(X)는 n≥2인 모든 경우에 아벨 군임이 밝혀졌습니다.




몇 가지 예를 살펴봅시다.





예제 65.4.2 (πn(Sn)≅ℤ).


앞서 보았듯이 π1(S1)≅ℤ이며, 기준이 되는 원 S1이 주어지면 두 번째 원을 그 주위에 원하는 만큼 여러 번 감을 수 있습니다. 일반적으로 πn(Sn)≅ℤ임이 성립합니다.








예제 65.4.3 (n<m일 때 πn(Sm)은 자명합니다).


S2 안의 원은 그저 한 점으로 감아 들일 수 있으므로 π1(S2)≅{1}임을 보았습니다. 마찬가지로 더 작은 n차원 구는 더 큰 m차원 구의 표면 위에서 감아 들일 수 있음이 밝혀졌습니다. 따라서 일반적으로 n<m일 때 πn(Sm)은 자명합니다.







그러나 이러한 관찰을 넘어서면, 이 군들은 상당히 기이하게 행동합니다. 다음은 1≤m≤8이고 2≤n≤10인 범위에서 πn(Sm)의 표이며, 이를 보면 제가 무엇을 말하는지 알 수 있을 것입니다. (위키백과에서 가져왔습니다.)







	
	πn(Sm)2345678910m=1{1}{1}{1}{1}{1}{1}{1}{1}{1}2ℤℤℤ/2ℤℤ/2ℤℤ/12ℤℤ/2ℤℤ/2ℤℤ/3ℤℤ/15ℤ3ℤℤ/2ℤℤ/2ℤℤ/12ℤℤ/2ℤℤ/2ℤℤ/3ℤℤ/15ℤ4ℤℤ/2ℤℤ/2ℤℤ×ℤ/12ℤ(ℤ/2ℤ)2ℤ/2ℤ×ℤ/2ℤℤ/24ℤ×ℤ/3ℤ5ℤℤ/2ℤℤ/2ℤℤ/24ℤℤ/2ℤℤ/2ℤ6ℤℤ/2ℤℤ/2ℤℤ/24ℤ{1}7ℤℤ/2ℤℤ/2ℤℤ/24ℤ8ℤℤ/2ℤℤ/2ℤ
	








실제로, 모든 m과 n에 대해 πn(Sm)을 계산할 수 있다면, 사실상 어떠한 호모토피 류도 계산할 수 있음이 밝혀졌습니다. 따라서 πn(Sm)을 계산하는 것은 일반적으로 일종의 가망 없는 일이며, 위 표에 나타난 혼돈과 패턴의 뒤섞임이 이를 증명하고 있습니다.







65.5 호모토피 동치인 공간


대표적인 예: 원판은 한 점과 호모토피 동치이고, 환형(annulus)은 S1과 호모토피 동치입니다.




지금까지 저는 표기를 남용하여 두 경로에 대해 ”경로 호모토피”를 그냥 ”호모토피”라고 불러왔습니다. 유감스럽게도 앞으로도 계속 그렇게 할 것입니다 (따라서 제가 두 경로가 호모토픽이라고 말할 때는 언제나 ”경로 호모토픽”을 의미한다고 가정하시기 바랍니다). 하지만 먼저 호모토피의 일반적인 정의가 무엇인지 말씀드리겠습니다.





정의 65.5.1.


f,g:X→Y를 연속 함수라 합시다.  호모토피란 연속 함수 F:X×[0,1]→Y로서, s∈[0,1], x∈X에 대해 Fs(x)로 쓰며, 다음을 만족하는 것입니다




	
	F0(x)=f(x)그리고F1(x)=g(x)모든 x∈X에 대해.
	





이러한 함수가 존재하면, f와 g는  호모토픽이라고 합니다.







직관적으로 이는 다시 한번 ”f를 g로 변형하는 것”입니다. 이는 경로 호모토피와 거의 똑같은 정의임을 눈치채셨을 텐데, 다만 f와 g가 경로가 아니라 임의의 함수이며, 따라서 변형 과정에서 어떤 ”끝점”을 고정해야 한다는 제약이 없다는 점이 다릅니다.




이 호모토피는 상당히 극적일 수 있습니다:





예제 65.5.2.


영함수 z↦0과 항등함수 z↦z는 함수 ℂ→ℂ로서 호모토픽입니다. 필요한 변형은




	
	[0,1]×ℂ→ℂ에 의해(s,z)↦sz.
	











이것을 언급하는 이유는 다음을 정의하고 싶기 때문입니다:





정의 65.5.3.


X와 Y를 공간이라고 합시다. 다음을 만족하는 연속함수 f:X→Y와 g:Y→X가 존재하면, 이 둘은  호모토피 동치입니다.


	(i)

f∘g:Y→Y는 Y 위의 항등사상과 호모토픽하고,




	(ii)

g∘f:X→X는 X 위의 항등사상과 호모토픽합니다.






위상 공간이 한 점과 호모토피 동치이면, 그 공간을  수축가능하다고 합니다.








질문 65.5.4.


왜 동형인 두 공간은 호모토피 동치이기도 할까요?







직관적으로, 이것은 위상동형사상보다 더 관대한 형태의 늘이기와 구부리기라고 생각할 수 있습니다: 거대한 공간을 하나의 점으로 압축하는 것이 허용됩니다.





예제 65.5.5 (ℂ는 수축가능합니다).


위상 공간 ℂ와 단일 점 {0}으로 이루어진 공간을 생각해봅시다. 우리는 이 두 공간이 호모토피 동치라고 주장합니다 (f와 g가 무엇일지 짐작할 수 있습니까?). 실제로 확인해야 할 두 가지는 다음과 같습니다.


	(i)

z↦0↦0으로 정의되는 ℂ→{0}↪ℂ는, 우리가 방금 본 바와 같이 ℂ 위의 항등사상과 호모토피 동치이고,




	(ii)

0↦0↦0으로 정의되는 {0}↪ℂ→{0}는 {0} 위의 항등사상 그 자체입니다.






여기서 ↪는 함수가 단순히 ”포함사상”인 특수한 경우의 →를 의미합니다.








비고 65.5.6.


ℂ는 한 점과 위상동형일 수 없는데, 그 이유는 두 집합 사이에 전단사가 존재하지 않기 때문입니다.








예제 65.5.7 (뚫린 평면은 S1과 호모토피 동치입니다).


위상 공간 ℂ∖{0}, 즉  뚫린 평면과, ℂ의 부분집합으로 간주되는 원 S1을 생각해봅시다. 우리는 이 공간들이 실제로 호모토피 동치라고 주장합니다! 필요한 함수는 포함사상과




	
	S1↪ℂ∖{0}
	





다음 함수입니다.




	
	ℂ∖{0}→S1에 의해z↦z|z|.
	





이들이 요구되는 조건을 만족함을 확인할 수 있습니다.








비고 65.5.8.


반면에, ℂ∖{0}는 S1과 위상동형일 수 없습니다. 두 점을 제거하면 S1을 비연결로 만들 수 있지만, ℂ∖{0}에 대해서는 이것이 성립하지 않습니다.








예제 65.5.9 (원판=점, 환형=원).


같은 이치로, 원판은 한 점과 호모토픽하며, 환형(annulus)은 원과 호모토픽합니다. (이것은 유한하기 때문에 시각화하기가 조금 더 쉬울 수 있습니다.)







이것을 언급하는 이유는 다음이 성립하기 때문입니다.


대수적 위상수학은 호모토피 동치인 공간들을 구별할 수 없습니다.



더 정확히 말하면,





정리 65.5.10 (호모토피 동치인 공간들은 동형인 기본군을 갖습니다).


X와 Y를 경로연결이고 호모토피 동치인 공간이라고 합시다. 그러면 모든 양의 정수 n에 대해 πn(X)≅πn(Y)입니다.







증명.


γ:[0,1]n→X를 하나의 Sn이라 합시다. f:X→Y와 g:Y→X를 X와 Y가 호모토피 동치임을 보이는 사상이라 합시다(즉 f∘g와 g∘f가 각각 항등사상과 호모토픽함을 의미합니다). 그러면 합성




	
	[0,1]n→𝛾X→𝑓Y
	





은 Y에서의 Sn이며, 따라서 f는 자연스러운 준동형사상 πn(X)→πn(Y)를 유도합니다. 마찬가지로 g는 자연스러운 준동형사상 πn(Y)→πn(X)를 유도합니다. f와 g에 대한 조건은 이제 정확히 이 두 준동형사상이 서로 역사상임을 말하며, 이는 곧 이 사상들이 동형사상임을 의미합니다. ∎





특히,





질문 65.5.11.


수축 가능한 공간의 기본군은 무엇입니까?







이는 예를 들어 대수적 위상수학이 ℝ2의 다음과 같은 호모토픽 부분공간들을 구별할 수 없다는 것을 의미합니다.

♀    ♂







65.6 점을 가진 호모토피 범주


이 절은 기본적인 범주론을 아는 독자를 위해 쓰였습니다. 그렇지 않은 분들은 장 67 and 68를 읽은 후 돌아오시기 바랍니다. 아는 분들은 범주론적 개념을 이용해 이 장의 내용을 얼마나 간결하게 요약할 수 있는지 즐기실 수 있을 것입니다.





정의 65.6.1.


점을 가진 호모토피 범주 𝗁𝖳𝗈𝗉∗는 다음과 같이 정의됩니다.


	•

대상:  점을 가진 공간; 즉, 구별된 기점 x0을 갖는 공간 X의 쌍 (X,x0)이며,




	•

사상: 연속함수 (X,x0)→(Y,y0)의 호모토피류입니다.












특히, 경로 연결인 두 공간이 이 범주에서 동형사상 관계에 있는 것은 정확히 이들이 호모토피 동치일 때입니다. 그러면 앞서의 여러 결과를 다음과 같이 요약할 수 있습니다:





정리 65.6.2 (기본군의 함자적 해석).


다음과 같은 함자가 존재합니다




	
	π1:𝗁𝖳𝗈𝗉∗→𝖦𝗋𝗉
	





다음과 같이 대응시키는

(X,x0)π1(X,x0)(Y,y0)π1(Y,y0)ff♯






π1이 각 점을 가진 위상 공간 (X,x0)에 어떤 군 π1(X,x0)을 단순히 대응시키는 것이 아니라 하나의 함자라는 사실은 자동적으로 여러 좋은 성질들을 함의합니다. 예를 들면:


	•

이 함자는 f♯의 정보를, 그것이 합성을 보존한다는 사실을 포함하여 하나로 묶습니다. 범주론적 언어로 말하면, f♯는 π1(f)입니다.




	•

호모토픽인 공간들은 동형인 기본군을 갖습니다(이는 두 공간이 𝗁𝖳𝗈𝗉에서 동형사상 관계에 있고, 정리 68.2.8에 의해 함자가 동형사상을 보존하기 때문입니다). 실제로 정리 68.2.8과 정리 65.5.10의 증명이 은밀히 서로 동일함을 알아차리실 수 있을 것입니다.




	•

사상 f,g:(X,x0)→(Y,y0)가 호모토픽하다면, f♯=g♯입니다. 이는 기본적으로 보조정리 65.3.2입니다.










비고 65.6.3.


사실, π1(X,x0)는 𝗁𝖳𝗈𝗉∗에서의 화살표 (S1,1)→(X,x0)의 집합이므로, 이는 실제로 대상이 𝖲𝖾𝗍 대신 𝖦𝗋𝗉인 것을 제외하면 공변 요네다 함자(예제 68.2.6)입니다.










65.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 65A (조화 부채꼴).


경로 연결이지만, 점 p를 찾을 수 있어서 r<1인 p의 임의의 r-근방이 경로 연결이 아니게 되는, 거리 공간 ℝ2의 부분공간 X를 제시하십시오.








문제 65B (자이페르트-반 캄펀의 특수한 경우).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

X를 위상 공간이라 합시다. U와 V가 X의 연결된 열린집합이고, X=U∪V이며, U∩V가 공집합이 아니고 경로 연결이라고 가정합시다.




π1(U)=π1(V)={1}이면 π1(X)={1}임을 증명하십시오.








비고 65.7.1.


Seifert–van Kampen 정리는 π1(U)와 π1(V)가 임의의 군인 경우로 이를 일반화하며, π1(U), π1(V), π1(U∩V)를 이용하여 π1(X)를 계산하는 공식을 제공합니다. 증명은 거의 동일합니다.




안타깝게도 이는 π1(S1)를 계산하는 방법을 제공하지 않는데, U∩V가 연결되도록 S1=U∪V로 쓰는 것이 불가능하기 때문입니다.








문제 65C (RMM 2013).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

n≥2인 양의 정수 n이 주어졌습니다. 정 2n각형의 각 꼭짓점에 돌이 하나씩 놓여 있습니다. 한 번의 이동은 2n각형의 변 하나를 선택하여 그 변의 양 끝점에 있는 두 돌을 서로 바꾸는 것으로 이루어집니다. 일련의 이동이 모든 돌의 쌍을 정확히 한 번씩 서로 바꾼다면, 어떤 이동에서도 사용되지 않는 변이 존재함을 증명하십시오. (이 문제는 엄밀히 말해 이 장과는 아무 관련이 없지만, 풀이를 이끄는 “직관”은 매우 유사합니다.)








문제 65D.


못 두 개와 끈 하나로, 어느 못을 제거하더라도 액자가 떨어지도록 벽에 액자를 거는 방법은 무엇입니까?


힌트. 핵심 아이디어는 π1(못 두 개가 박힌 벽)에서 aba−1b−1를 살펴보는 것입니다.







풀이.


https://aamathematics.wordpress.com/2020/05/29/hanging-pictures-with-homotopy/에 이 문제를 접하게 된 글이 있습니다. ∎











장 66 피복 사영


몇 챕터 전에 기본군이 무엇인지 이야기했지만, 단순 연결 공간이라는 가장 자명한 경우를 제외하고는 실제로 그것들을 계산하는 방법을 보여주지 않았습니다. 이 장에서는 피복 사영이라는 개념을 소개할 것인데, 이를 통해 이러한 군들 중 일부를 어떻게 찾을 수 있는지 알 수 있게 될 것입니다.





66.1 균등 피복과 피복 사영


대표적인 예: ℝ은 S1을 덮습니다.




이제 우리가 원하는 것은, 큰 공간 E, 즉 ”피복 공간”을 밑공간 B 위로 좋은 방식으로 사영할 수 있게 하는 개념입니다. 여기 그 ”좋은”의 개념이 있습니다.





정의 66.1.1.


p:E→B를 연속 함수라 합시다. U를 B의 열린집합이라 합시다. ppre(U)가 E의 열린집합들의 서로소 합집합(무한할 수도 있음)이고, 이들 중 어느 것에 제한해도 p가 위상동형사상이 될 때, U를 p에 의해  균등하게 피복된다고 부릅니다.







그림:

[image: 도표]
우리가 말하고자 하는 것은 단지, U의 원상이 그것의 사본들의 모음이면 U가 균등하게 피복된다는 것입니다. (사실 조금 더 있습니다: 각 팬케이크가 U와 위상동형이어야 할 뿐만 아니라, p가 바로 그 위상동형사상이어야 한다는 것도 요구합니다.)





정의 66.1.2.


피복 사영 p:E→B란, B의 모든 밑점 b∈B가 p에 의해 균등하게 피복되는 열린 근방 U∋b를 가지는 전사인 연속 사상을 말합니다.








연습문제 66.1.3 (p의 전사성을 요구하는 것에 대하여).


p:E→B가 이 정의를 만족시키되, p가 전사일 필요는 없다고 합시다. p의 상이 B의 연결 성분들의 서로소 합집합임을 보이십시오. 따라서 B가 연결이고 E가 공집합이 아니면, p:E→B는 이미 전사입니다. 이런 이유로 일부 저자들은 보통 B가 경로 연결이라는 이유로 전사성 가정을 생략합니다.







여기 피복 사영의 가장 시시한 예가 있습니다.





예제 66.1.4 (항진적 피복 사영).


임의의 공간 B의 서로소인 n개의 사본을 취해봅시다: 형식적으로, {1,…,n}에 이산위상을 준 E=B×{1,…,n}입니다. 그러면 (x,m)↦x에 의한 항진적 피복 사영 E→B가 존재합니다; 우리는 그저 n개의 사본 전부를 사영하는 것입니다.




이것이 피복 사영인 이유는 B의 모든 열린집합이 균등하게 피복되기 때문입니다.







이것은 B×[n]이 경로 연결이 아니기 때문에 그다지 흥미롭지는 않습니다.




훨씬 더 흥미로운 예는 ℝ과 S1의 경우입니다.





예제 66.1.5 (S1의 피복 사영).


θ↦e2πiθ에 의한 p:ℝ→S1을 취합시다. 이것은 본질적으로 실수선을 하나의 나선으로 감아서 아래로 사영하는 것입니다.







[image: 도표]



우리는 이것이 피복 사영이라고 주장합니다. 실제로, 점 1∈S1을 생각해봅시다(여기서 S1을 복소평면 안의 단위원으로 봅니다). 그것의 원상이 ℝ 안의 사본들의 모음이 되는 작은 열린 근방을 그릴 수 있습니다.

[image: 도표]



이번에는 모든 열린 근방이 통하지는 않는다는 점에 유의하십시오: 특히 U=S1은 통하지 않는데, 그 이유는 원상이 S1과 위상동형이 아닌 ℝ 전체가 되기 때문입니다.





예제 66.1.6 (S1 자기 자신에 의한 피복).


z↦z3에 의한 사상 S1→S1 또한 피복 사영입니다. 그 이유를 알겠습니까?








예제 66.1.7 (ℂ∖{0}의 피복 사영).


복소수 연산에 익숙한 분들을 위해,


	(a)

지수 사상 exp:ℂ→ℂ∖{0}은 피복 사영입니다.




	(b)

각 n에 대해, n거듭제곱 사상 −n:ℂ∖{0}→ℂ∖{0}는 피복 사영입니다.















66.2 올림 정리


대표적인 예: ℝ는 S1을 피복합니다.




이제 핵심 아이디어는 이렇습니다: B에서의 루프를 ℝ에서의 경로로 해석해보려 합니다. 이는 종종 훨씬 더 간단합니다. 예를 들어, 우리는 S1의 기본군을 어떻게 계산해야 할지 전혀 몰랐지만, ℝ의 기본군은 그저 자명군입니다. 따라서 S1에서의 루프를 ℝ에서의 경로로 해석할 수 있다면, 그것은 (그리고 실제로 그렇습니다!) π1(S1)의 계산을 다루기 쉽게 만들어줄지도 모릅니다.





정의 66.2.1.


γ:[0,1]→B를 경로라 하고 p:E→B를 피복 사영이라 하겠습니다. γ의  올림이란 p∘γ~=γ를 만족하는 경로 γ~:[0,1]→E입니다.







그림:

E[0,1]Bpγγ~




예제 66.2.2 (올림의 전형적인 예).


θ↦e2πiθ로 주어지는 p:ℝ→S1⊆ℂ를 생각합시다 (여기서 S1은 다시 단위원으로 간주됩니다). 1∈ℂ에서 시작하여 S1을 반시계 방향으로 한 바퀴 돌아 다시 1에서 끝나는 S1에서의 경로 γ를 생각합시다. 기호로 쓰면, t↦e2πit로 주어지는 γ:[0,1]→S1입니다.




그러면 하나의 올림 γ~는 0에서 1로 가는 경로입니다. 사실, 임의의 정수 n에 대해, n에서 n+1로 가는 것도 성립합니다.




[image: 도표]



마찬가지로, 1∈S1에서 −1∈S1로 가는 반시계 방향 경로도 올림을 가집니다: 어떤 정수 n에 대해, n에서 n+12로 가는 경로입니다.







위는 올림의 주요한 예입니다. 다음과 같은 구조가 있는 것으로 보입니다: b0에서 시작하는 B에서의 경로 γ가 주어지면, 우리는 섬유 ppre(b0)의 임의의 점에서 시작합니다. (우리의 전형적인 예에서는 B=S1, b0=1∈ℂ이며, 이것이 바로 임의의 정수 n에서 시작하는 이유입니다.) 그다음에는 그저 B에서의 경로를 따라가기만 하면, E에서의 대응하는 경로를 얻게 됩니다.





질문 66.2.3.


γ(0)=1∈ℂ인 S1에서의 경로 γ를 생각합시다. 정수 n∈ℝ을 하나 선택하면, n에서 시작하는 올림이 정확히 하나 존재함을 스스로 확인해보십시오.







이는 더 일반적으로도 성립함이 밝혀집니다.





정리 66.2.4 (경로의 올림).


γ:[0,1]→B가 γ(0)=b0인 경로이고, p:(E,e0)→(B,b0)가 피복 사영이라 합시다. 그러면 γ~(0)=e0를 만족하는 유일한 올림 γ~:[0,1]→E가 존재합니다.







증명.


각 점 b∈B에 대해, B에서 균등하게 피복된 열린 근방 Ub를 생각합시다. 그러면 열린집합들의 족




	
	{γpre(Ub)∣b∈B}
	





은 [0,1]의 열린 덮개입니다. [0,1]이 콤팩트하므로 유한 부분덮개를 취할 수 있습니다. 따라서 [0,1]을 내부가 서로소인 유한 개의 닫힌구간 [0,1]=I1⊔I2⊔⋯⊔IN으로 그 순서대로 잘게 나눌 수 있으며, 이때 모든 Ik에 대해 γimg(Ik)는 어떤 Ub에 포함됩니다.




이제 I1부터 시작하여 구간별로 γ~를 구성하겠습니다. 처음에, 로봇을 e0∈E에 놓고 쥐를 b0∈B에 놓습니다. 각 구간 Ik에 대해, 쥐는 γ가 Ik 위에서 행동하는 대로 움직입니다. 그런데 그 내내 쥐는 어떤 균등하게 피복된 Uk 안에 있습니다; p가 피복 사영이라는 사실은 E 안에 Uk의 사본이 여러 개 존재함을 말해줍니다. 그중 정확히 하나, 이를 Vk라 하면, 우리 로봇을 포함합니다. 따라서 로봇은 Ik의 끝에 도달할 때까지 그저 쥐를 그대로 따라 하기만 합니다. 그러면 쥐는 어떤 새로운 균등하게 피복된 Uk+1 안에 있게 되고, 이 과정을 반복할 수 있습니다. ∎





이 정리는 다음 도식으로 일반화될 수 있습니다

(E,e0)(Y,y0)(B,b0)pf~f
여기서 Y는 충분히 좋은 공간이며, 다음과 같습니다.





정의 66.2.5.


공간 Y가  국소적으로 경로 연결이라는 것은, 임의의 점 x∈Y에서 x의 모든 열린 근방 U가 경로 연결인 열린 근방 V⊆U를 포함한다는 뜻입니다.








정리 66.2.6 (일반적인 올림 판정법).


p:(E,e0)→(B,b0)를 피복 사영이라 합시다. Y가 경로 연결이고 국소적으로 경로 연결인 공간이면, 임의의 연속 함수 f:(Y,y0)→(B,b0)에 대해, f~(y0)=e0인 올림 f~가 존재할 필요충분조건은




	
	f♯img(π1(Y,y0))⊆p♯img(π1(E,e0)),
	





즉, f에 의한 π1(Y,y0)의 상이 p에 의한 π1(E,e0)의 상에 포함된다는 것입니다 (둘 다 π1(B,b0)의 부분군으로 간주합니다). 이 올림이 존재하면, 그것은 유일합니다.







p♯가 단사 사상이므로, 실제로 p♯img(π1(E,e0))≅π1(E,e0)가 성립합니다. 하지만 이 경우 우리가 관심 있는 것은 군의 동형사상류만이 아니라 실제 원소들입니다.





질문 66.2.7.


Y=[0,1]로 놓으면 어떻게 될까요?








비고 66.2.8 (호모토피 들어올리기).


여기 또 다른 흥미로운 특수한 경우가 있습니다: 호모토피는 연속함수 [0,1]×[0,1]→X로 부호화될 수 있음을 기억하십시오. 그런데 [0,1]×[0,1] 또한 단순 연결입니다. 따라서 밑공간 B에서의 호모토피 γ1≃γ2가 주어지면, 이를 들어올려 E에서의 호모토피 γ~1≃γ~2를 얻을 수 있습니다.








비고 66.2.9 (국소 경로 연결 조건은 실제로 필요합니다).


Y를 바르샤바 원이라 하고, 아래에 그려진 것처럼 0<x<1/π에 대한 y=sin(1/x)의 그래프, 선분 {0}×[−1,1], 그리고 모든 것을 닫아 주는 곡선으로 구성된다고 하겠습니다.

[image: 도표]
공간 Y는 단순 연결이므로 들어올리기 판정 기준이 자명하게 만족되지만, 사인 곡선을 수직으로 붕괴시키는 함수 f:Y→S1은 함수 f~:Y→ℝ로 들어 올려지지 않습니다. 여기서 들어올리기 정리가 적용되지 않는 이유는, Y가 원점에서 국소 경로 연결이 아니기 때문입니다.







이 결과의 또 다른 좋은 응용은 장 33입니다.







66.3 들어올리기 대응


대표적인 예: (ℝ,0)은 (S1,1)을 피복합니다.




기본군을 계산하는 작업으로 돌아갑시다. 피복 사영 p:(E,e0)→(B,b0)을 생각하십시오.




B에서의 고리 γ는 e0에서 시작하여 섬유 ppre(b0) 안의 어떤 점 e에서 끝나는 E에서의 γ~로 유일하게 들어올려질 수 있습니다. γ와 호모토픽한 다른 경로 γ′을 택하더라도 이 e∈E가 바뀌지 않음을 쉽게 확인할 수 있습니다.





질문 66.3.1.


예제 66.2.2의 그림을 보십시오.




손가락 하나는 1∈S1에, 다른 손가락 하나는 0∈ℝ에 놓으십시오. S1에서 γ와 호모토픽한 고리를 따라가되(즉, 앞뒤로 갈 수는 있지만 정확히 한 바퀴 반시계 방향 회전으로 끝나야 합니다), 다른 손가락으로는 ℝ에서 이를 따라가십시오.




반드시 점 1∈ℝ에서 끝나야 함을 스스로 확인해 보십시오.







따라서 b0에서의 고리의 모든 호모토피류(즉, π1(B,b0)의 한 원소)는 b0의 섬유 안의 어떤 e와 연관될 수 있습니다. 아래의 명제는 이것과 그 이상을 정리한 것입니다.





명제 66.3.2.


p:(E,e0)→(B,b0)을 피복 사영이라 하겠습니다. 그러면 우리는 다음과 같은 집합 사이의 함수를 갖습니다




	
	Φ:π1(B,b0)→ppre(b0)
	





[γ]↦γ~(1)로 정의되며, 여기서 γ~는 e0에서 시작하는 유일한 들어올림입니다. 더 나아가,


	•

E가 경로 연결이면, Φ는 전사 함수입니다.




	•

E가 단순 연결이면, Φ는 단사 사상입니다.













질문 66.3.3.


E가 경로 연결이면 Φ가 전사 함수임을 증명하십시오. (이것은 정말이지 어이없을 정도로 쉽습니다.)







증명.


명제를 증명하기 위해, E가 단순 연결이면 Φ가 단사 사상임을 보이는 것을 제외하고는 모든 것을 마쳤습니다. 이를 위해 γ1과 γ2가 Φ([γ1])=Φ([γ2])를 만족하는 고리라고 가정하십시오.




들어올리기를 적용하면, 둘 다 어떤 점 e0∈E에서 시작하여 어떤 점 e1∈E에서 끝나는 경로 γ~1과 γ~2를 얻습니다. E가 단순 연결이므로 이는 둘이 호모토픽하다는 것을 의미하며, 이들을 결합하는 호모토피 F:[0,1]×[0,1]→E를 쓸 수 있습니다. 그러면 이제 다음 사상들의 합성을 생각해 보십시오




	
	[0,1]×[0,1]→𝐹E→𝑝B.
	





p∘F가 γ1에서 γ2로 가는 호모토피임을 확인할 수 있습니다. 따라서 [γ1]=[γ2]이며, 증명이 끝났습니다. ∎





이는 다음을 동기로 합니다:





정의 66.3.4.


공간 B의  보편 피복(universal cover)이란 E가 단순 연결(특히 경로 연결)인 피복 사영 p:E→B를 말합니다.








표기의 남용 66.3.5.


p가 문맥상 명확할 때는 때때로 그냥 E가 B의 보편 피복이라고 말합니다.








예제 66.3.6 (S1의 기본군).


우리의 표준적인 p:ℝ→S1로 돌아가 봅시다. ℝ이 단순 연결이므로, 이는 S1의 보편 피복입니다. 그리고 실제로, S1의 임의의 점의 올(fiber)은 정수의 복사본이며, 이는 S1에서의 루프들과 자연스럽게 전단사 관계에 있습니다.




다음의 전단사가




	
	Φ:π1(S1)↔ℤ
	





ℤ에 그 덧셈 군 구조를 부여하면 실제로 군 준동형사상임을 보일 수 있습니다(직관적으로도 명백합니다). 이것이 전단사이므로, 이로부터 π1(S1)≅ℤ라는 결론을 얻습니다.










66.4 정칙 피복(Regular coverings)


대표적인 예: ℝ→S1은 n⋅x=n+x로부터 나옵니다




피복을 만들어내는 또 다른 방법이 있습니다. X를 위상 공간이라 하고 G를 그 점들에 작용하는 군이라 합시다. 그러면 각 g에 대해, 다음에 의해 사상 X→X를 얻습니다




	
	x↦g⋅x.
	





우리는 이 사상이 모든 g∈G에 대해 연속111이를 달리 표현하면: 작용을 사상 G×X→X로 해석했을 때, 이것이 연속이어야 하며, 여기서 왼쪽의 G는 이산 위상을 갖는 집합으로 해석됩니다.이고, X의 각 점의 안정자군(stabilizer)이 자명하다고 요구합니다. 그러면 이 작용의 같은 궤도에 속하는 점들을 융합하여 정의되는 몫공간 X/G를 생각할 수 있습니다. 따라서 X/G의 점들은 이 작용의 궤도들과 동일시됩니다. 그러면 우리는 자연스러운 ”사영”을 얻습니다




	
	X→X/G
	





각 점을 그것이 속한 궤도로 그저 보냄으로써 말입니다.





정의 66.4.1.


이러한 사영을  정칙(regular)이라 부릅니다. (끔찍한 용어지만, 어쩔 수 없습니다.)








예제 66.4.2 (ℝ→S1은 정칙입니다).


G=ℤ, X=ℝ이라 하고, G의 X에 대한 군 작용을 다음과 같이 정의합시다




	
	n⋅x=n+x
	





그러면 X/G를 ”1을 법으로 한 실수”라고 생각할 수 있으며, [0,1)이 완전한 대표원 집합이고 0∼1입니다.

[image: 도표]
따라서 우리는 X/G를 S1과 동일시할 수 있으며, 이에 연관된 정칙 사영은 바로 우리에게 익숙한 exp:θ↦e2iπθ입니다.








예제 66.4.3 (원환면(The torus)).


G=ℤ×ℤ이고 X=ℝ2이라 하고, G의 X에 대한 군 작용을 (m,n)⋅(x,y)=(m+x,n+y)로 정의합시다. [0,1)2이 완전한 대표원 집합이므로, 이를 변들이 동일시된 단위 정사각형으로 생각할 수 있습니다. 우리는 원환면 S1×S1과 피복 사영 ℝ2→S1×S1을 얻습니다.








예제 66.4.4 (ℝℙ2).


G=ℤ/2ℤ=⟨T∣T2=1⟩이라 하고, X=S2를 ℝ3의 부분집합으로 본 구면이라 합시다. 우리는 G가 X에 T⋅x→=−x→를 보냄으로써 작용하도록 할 것입니다. 따라서 궤도들은 서로 반대되는 점들의 쌍입니다(예: 북극과 남극).




어떤 공간의 그림을 그려봅시다. 모든 궤도의 크기는 2입니다: 적도 아래의 모든 점은 적도 위의 한 점과 융합됩니다. 적도 위의 점들에 대해서는, 우리가 그 절반을 취할 수 있습니다; 나머지 절반은 대응하는 대척점과 융합됩니다.




이제 모든 것을 평평하게 펴면, 그 결과를 경계의 절반을 가진 원판으로 생각할 수 있습니다: 이것이 앞서 나왔던 ℝℙ2입니다. 이 결과로 얻어진 공간에는 이름이 있습니다: 실 사영 2차원 공간(real projective 2-space)이라 하며, ℝℙ2로 표기됩니다.

[image: 도표]



이는 우리에게 피복 사영 S2→ℝℙ2을 줍니다(충분히 작은 조각의 원상은 S2 위에서 단순히 그 조각의 두 복사본임에 유의하십시오).








예제 66.4.5 (ℝℙ2의 기본군).


위에서 보았듯이, 피복 사영 S2→ℝℙ2이 있었습니다. 게다가 임의의 점의 올은 크기가 2입니다. S2가 단순 연결이므로, 우리는 π1(ℝℙ2)에서 크기 2인 집합으로 가는 자연스러운 전단사를 갖습니다; 즉,




	
	|π1(ℝℙ2)|=2.
	





위수가 2인 군은 오직 하나뿐이므로, 이는 π1(ℝℙ2)≅ℤ/2ℤ인 경우에만 일어날 수 있습니다!








질문 66.4.6.


각 연속 사상 x↦g⋅x가 실제로 위상동형사상임을 보이십시오. (그 연속 역사상을 밝히십시오.)










66.5 기본군의 대수


대표적인 예: 기본군이 ℤ인 S1입니다.




다음으로, 공간 사이의 함수를 기본군의 준동형사상으로 바꿔보겠습니다.




X와 Y를 위상 공간이라 하고 f:(X,x0)→(Y,y0)이라 합시다. 우리가 다음과 같은 군 준동형사상을 정의했음을 상기하십시오




	
	f♯:π1(X,x0)→π1(Y,y0) 에 의해[γ]↦[f∘γ].
	








더 중요하게는, 다음이 성립합니다:





명제 66.5.1.


p:(E,e0)→(B,b0)을 경로 연결 공간들의 피복 사영이라 합시다. 그러면 준동형사상 p♯:π1(E,e0)→π1(B,b0)은 단사입니다. 따라서 p♯img(π1(E,e0))은 π1(B,b0)의 부분군으로서 π1(E,e0)의 동형인 사본입니다.







증명.


kerp♯가 자명함을 보이겠습니다. γ가 B에서 영호모토픽 고리라면 그 들어올림도 영호모토픽임을 보이는 것으로 충분합니다.




정의에 의해, γ를 상수 고리 1B로 보내는 호모토피 F:[0,1]×[0,1]→B가 존재합니다. 이를 γ~≃1~B를 성립시키는 호모토피 F~:[0,1]×[0,1]→E로 들어올릴 수 있습니다. 그런데 1E는 1B의 들어올림이며 (당연하게도) 들어올림은 유일합니다. ∎






예제 66.5.2 (ℤ의 부분군).


기본군이 ℤ인 공간 S1을 살펴봅시다. 군 ℤ는 두 가지 유형의 부분군을 갖습니다:


	•

자명한 부분군입니다. 이는 표준 사영 ℝ→S1에 대응하는데, π1(ℝ)가 자명군이므로(ℝ은 단순 연결입니다) 그 ℤ 안에서의 상 또한 자명군이기 때문입니다.




	•

n≥1에 대한 nℤ입니다. 이는 z↦zn으로 주어지는 피복 사영 S1→S1에 의해 얻어집니다. 피복 S1에서의 고리의 상은 밑공간 S1에서 “n의 배수”가 됩니다.












놀랍게도 이것들이 경로 연결 공간에 의한 S1의 유일한 피복 사영입니다. 즉, ℤ의 각 부분군마다 하나씩 존재합니다. (연결되지 않은 공간은 신경 쓰지 않는데, 다시 말하지만 연결되지 않은 공간을 통한 피복 사영은 그저 서로 무관한 “좋은” 피복들의 모음일 뿐이기 때문입니다.) 이 진술이 의미를 가지려면 두 피복 사영이 동치라는 것이 무엇을 뜻하는지 알려드려야 합니다.





정의 66.5.3.


공간 B를 고정합시다. 두 피복 사영 p1:E1→B와 p2:E2→B가 주어졌을 때,  피복 사영의 사상이란 p2∘f=p1을 만족하는 연속 함수 f:E1→E2입니다.

E1E2Bfp1p2
그러면 두 피복 사영 p1과 p2는 f∘g=idE1이고 g∘f=idE2를 만족하는 f:E1→E2와 g:E2→E1이 존재할 때 동형이라고 합니다.








비고 66.5.4 (범주론자를 위하여).


피복 사영들의 모임은 이러한 방식으로 하나의 범주를 이룹니다.







이것이 더 일반적으로도 성립한다는 것은 그야말로 기적입니다. 피복 공간의 가장 위대한 승리가 바로 다음 결과입니다. 공간 X가 다음과 같은 좋은 조건들을 만족한다고 합시다:





정의 66.5.5.


공간 X는, 임의의 점 x∈X와 그것의 열린 근방 V에 대해 x∈U⊆V를 만족하는 연결된 열린집합 U가 존재할 때  국소 연결이라고 합니다.








정의 66.5.6.


공간 X는, 모든 점 x∈X에 대해 U 안의 모든 고리가 영호모토픽이 되도록 하는 열린 근방 U가 존재할 때  준국소 단순 연결이라고 합니다. (다만 수축이 반드시 U 안에서 일어날 필요는 없습니다.)








예제 66.5.7 (이 조건들은 약합니다).


지금까지 보여드린 거의 모든 공간이 이 두 성질을 갖습니다. 다시 말해, 이는 상당히 온건한 조건들이며, 그저 “공간이 지나치게 병리적이지는 않다”는 것을 말한다고 생각하셔도 됩니다.







그러면 다음을 얻습니다:





정리 66.5.8 (피복 공간을 통한 군론).


B가 국소 연결이고 준국소 단순 연결인 공간이라고 합시다. 그러면 다음이 성립합니다.


	•

모든 부분군 H⊆π1(B)는 E가 경로 연결인 피복 사영 p:E→B 하나에 정확히 대응됩니다(동형사상까지 고려하여).




(구체적으로, H는 p♯를 통한 π1(E)의 π1(B) 내 상입니다.)




	•

더 나아가, π1(B)의 정규 부분군은 정칙 피복 사영에 정확히 대응됩니다.












따라서 π1(B)의 군론을 피복 사영의 관점에서 완전히 이해하는 것이 가능합니다.




더 나아가, 이것이 바로 ”보편 피복”이라는 이름이 붙은 이유입니다. 보편 피복은 π1(B)의 자명한 부분군에 대응되는 피복입니다. 실제로, p:E→B가 또 다른 피복 사영이라면 E는 다시 이 보편 공간에 의해 피복된다는 의미에서 이것이 정말로 보편적임을 보일 수 있습니다. 더 일반적으로, H1⊆H2⊆G가 부분군이라면, H2에 대응되는 공간은 H1에 대응되는 공간에 의해 피복될 수 있습니다.







66.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


작성 예정: 문제








부 XVII 범주론


	67 대상과 사상

	68 함자와 자연 변환

	69 범주에서의 극한 (작성 예정)

	70 아벨 범주






장 67 대상과 사상


이 몇 개의 장에서 범주론을 제대로 다루는 것은 도저히 불가능합니다. 따라서 지금까지 만나본 개념들이 어떻게 범주론적 용어로 다시 표현될 수 있는지에 대해 매우 개괄적인 개요만 제시하겠습니다. 그러므로 범주가 무엇인지 말하고, 몇 가지 예를 든 다음, 범주가 할 수 있는 몇 가지 일에 대해 이야기하겠습니다. 예시는 이전의 모든 장에서 가져올 것입니다; 아직 보지 못한 내용에 해당하는 예시는 건너뛰어도 좋습니다.




(저처럼!) 범주론에, 어쩌면 일반적인 범주에 대해 어떤 놀라운 결과들이 성립하는지에 관심이 있다면, [LEI14]를 강력히 추천합니다.





67.1 동기: 동형사상


앞선 장들에서 두 대상의 동형사상의 정의를 상기해 봅시다:


	•

두 군 G와 H는 전단사 준동형사상이 존재하면 동형입니다: 이는 동치로, ϕ∘ψ=idH이고 ψ∘ϕ=idG라는 의미에서 서로 역인 준동형사상 ϕ:G→H와 ψ:H→G가 존재하기를 원한 것입니다.




	•

두 거리 (또는 위상) 공간 X와 Y는 연속인 전단사 f:X→Y가 존재하고 f−1 역시 연속이면 동형입니다.




	•

두 벡터 공간 V와 W는 선형 사상인 전단사 T:V→W가 존재하면 동형입니다. 다시 말해, 이는 T와 T−1가 선형 사상이라고 다시 표현할 수 있습니다.




	•

두 환 R과 S는 전단사 환 준동형사상 ϕ가 존재하면 동형입니다; 이 역시 서로 역인 두 환 준동형사상으로 다시 표현할 수 있습니다.









각 경우에서 우리는 대상들의 어떤 모임과 어떤 사상들을 가지고 있으며, 동형사상은 그저 사상으로 볼 수 있습니다. 이를 이용하여 일반적인 범주의 정의에 대한 동기를 부여해 봅시다.







67.2 범주, 그리고 그 예시들


대표적인 예: 𝖦𝗋𝗉는 아마도 가장 자연스러운 예시일 것입니다.





정의 67.2.1.


범주 𝒜는 다음으로 구성됩니다:


	•

obj(𝒜)로 표기되는  대상들의 모임.




	•

임의의 두 대상 A1,A2∈obj(𝒜)에 대해, 그들 사이의  화살( 사상 또는  맵이라고도 함)들의 모임. 이 화살들의 집합을 Hom𝒜(A1,A2)로 표기하겠습니다.




	•

임의의 A1,A2,A3∈obj(𝒜)에 대해, f:A1→A2가 화살이고 g:A2→A3가 화살이면, 이 화살들을 합성하여 화살 g∘f:A1→A3를 얻을 수 있습니다.




이를  가환 도식으로 나타낼 수 있습니다

A1A2A3fhg
여기서 h=g∘f입니다. 합성 연산 ∘는 𝒜의 데이터의 일부이며, 결합법칙을 만족해야 합니다. 위 도식에서 h가 A2를 통해  인수분해된다고 말합니다.




	•

마지막으로, 모든 대상 A∈obj(𝒜)는 특별한  항등 화살 idA를 가집니다; 그것이 무엇을 하는지 짐작할 수 있을 것입니다.111고통스러울 정도로 명시적으로 말하자면: f:A′→A가 화살이면 idA∘f=f이고; 마찬가지로 g:A→A′가 화살이면 g∘idA=g입니다.













표기의 남용 67.2.2.


지금부터 A∈𝒜라고 하면 A∈obj(𝒜)를 의미하겠습니다.








표기의 남용 67.2.3.


”류(class)”는 그냥 ”집합(set)”이라고 생각해도 됩니다. ”집합”이라는 단어를 사용할 수 없는 이유는 너무 큰 모임과 관련된 몇 가지 역설적인 문제 때문입니다; 칸토어의 역설(Cantor’s Paradox)은 모든 집합의 집합은 존재하지 않는다고 말합니다. 따라서 이들을 ”류”라고 부르는 것은 이러한 문제들을 우회하는 방법입니다.




지금부터 계속 저는 다소 느슨하게, 저의 모든 범주가  국소적으로 작다(locally small)고 가정하겠습니다. 이는 임의의 A1,A2∈𝒜에 대해 Hom𝒜(A1,A2)가 집합이라는 의미입니다. 따라서 𝒜의 원소들은 집합을 이루지 않을 수 있지만, 주어진 두 대상 사이의 사상들의 모임은 항상 집합으로 가정됩니다.







우리가 처음에 시작한 동기를 형식화해 봅시다.





예제 67.2.4 (범주의 기본 예시들).



	(a)

군의 범주 𝖦𝗋𝗉가 있습니다. 그 데이터는 다음과 같습니다.


	•

𝖦𝗋𝗉의 대상은 군들입니다.




	•

𝖦𝗋𝗉의 사상은 이 군들 사이의 준동형사상들입니다.




	•

𝖦𝗋𝗉에서의 합성 ∘는 함수 합성입니다.









	(b)

같은 방식으로 (가환) 환의 범주 𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀을 생각할 수 있습니다.




	(c)

마찬가지로, 위상 공간의 범주 𝖳𝗈𝗉이 있으며, 이 범주의 사상은 연속 사상입니다.




	(d)

구별된 기점을 가진 위상 공간의 범주 𝖳𝗈𝗉∗가 있습니다. 즉, x0∈X인 순서쌍 (X,x0)입니다. 사상은 f(x0)=y0을 만족하는 연속 사상 f:X→Y입니다.




	(e)

마찬가지로, 체 k 위의 (무한 차원일 수도 있는) 벡터 공간의 범주 𝖵𝖾𝖼𝗍k가 있으며, 이 범주의 사상은 선형 사상입니다. 유한 차원 벡터 공간의 범주 𝖥𝖣𝖵𝖾𝖼𝗍k도 있습니다.




	(f)

집합의 범주 𝖲𝖾𝗍가 있으며, 여기서 사상은 임의의 사상입니다.












그리고 물론, 이제 동형사상이 무엇인지 정의할 수 있습니다!





정의 67.2.5.


사상 A1→𝑓A2가  동형사상이라는 것은, f∘g=idA2이고 g∘f=idA1을 만족하는 A2→𝑔A1이 존재함을 뜻합니다. 이 경우 A1과 A2가  동형이라고 말하며, 따라서 A1≅A2입니다.








비고 67.2.6.


𝖲𝖾𝗍에서는 X≅Y⇔|X|=|Y|임에 유의하십시오.








질문 67.2.7.


범주 내의 모든 대상이 자기 자신과 동형임을 확인하십시오. (이것은 어이없을 정도로 쉽습니다.)







더 중요한 점은, 이 정의가 여러분에게 다소 인상적으로 다가와야 한다는 것입니다. 우리는 두 군(환, 공간 등)이 동형인지를 오직 대상들 사이의 함수만으로 정의할 수 있습니다. 실제로, 범주론(그리고 심지어 대수학)의 핵심 주제 중 하나는 다음과 같습니다.


대상에 대해서는 그 대상들 사이의 함수를 통해 알 수 있습니다. 범주론은 이를 극단까지 밀어붙여, 오직 사상만을 바라보고 대상 자체가 무엇인지는 무시합니다.






하지만 범주의 더 까다롭고 흥미로운 예시들이 있습니다.





예제 67.2.8 (순서집합은 범주이다).


𝒫를 부분순서집합이라 합시다. 이에 대해 다음과 같이 범주 P를 구성할 수 있습니다.


	•

P의 대상은 𝒫의 원소들이 될 것입니다.




	•

P의 사상은 다음과 같이 정의됩니다.


	–

모든 대상 p∈P에 대해, 항등 사상 idp를 추가하고,




	–

서로 다른 대상의 쌍 p≤q에 대해, 사상 p→q 하나를 추가합니다.






다른 사상은 없습니다.




	•

합성을 하는 방법은 오직 하나뿐입니다. 그것은 무엇일까요?












예를 들어, a≤b이고 a≤c≤d인 네 대상 {a,b,c,d}로 이루어진 부분순서집합 𝒫에 대해서는 다음과 같이 됩니다.

[image: 도표]



이는 다음과 같은 점을 보여줍니다


범주의 화살표는 함수와 완전히 다를 수 있습니다.



사실 정확하게 표현하자면, “구체적 범주”라는 용어는 화살표가 실제로 𝖦𝗋𝗉, 𝖳𝗈𝗉, 𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀처럼 “집합 사이의 구조를 보존하는 사상”인 경우를 가리킵니다.





질문 67.2.9.


준순서집합의 서로 다른 두 대상은 결코 동형사상이 아님을 확인하십시오.







다음은 구체적이지 않은 범주의 두 번째 중요한 예시입니다.





예제 67.2.10 (중요: 군은 대상이 하나인 범주입니다).


군 G는 대상이 하나 ∗이고 모든 화살표가 동형사상인 범주 𝒢로 해석될 수 있습니다.




[image: 도표]



[LEI14]에서 말하듯이:





군이 일종의 범주라는 발상을 처음 접하면, 우연이나 트릭으로 치부하고 싶은 유혹이 듭니다. 그렇지 않습니다: 실질적인 내용이 있습니다. 이를 확인하기 위해, 만약 교육 과정이 뒤섞여서 군이 무엇인지 배우기도 전에 범주론 강의를 먼저 들었다고 가정해봅시다. 누군가가 다가와 이렇게 말합니다:

“’군’이라 불리는 구조들이 있는데, 그 발상은 이렇습니다: 군이란 주어진 대상의 모든 대칭들을 모아놓은 것입니다.”

“’대칭’이라는 게 무슨 뜻인가요?” 당신은 묻습니다.

“음, 대상 X의 대칭이란 X를 가역적인 방식으로 변환하거나 X 자신으로 사상시키는 방법입니다.”

“아,” 당신이 대답합니다, “그건 제가 전에 접한 발상의 특수한 경우로군요. 범주란 많은 대상들과 그 사이의 사상들 – 반드시 가역적일 필요는 없는 – 로 이루어진 구조입니다. 군은 대상이 단 하나뿐이고 모든 사상이 마침 가역적인 매우 특수한 경우일 뿐이군요.”










연습문제 67.2.11.


위의 내용을 검증하십시오! 즉, 모든 사상이 동형사상인 대상 하나짜리 범주의 데이터가 군의 데이터와 동일함을 보이십시오.







마지막으로, 다른 범주들로부터 만들 수 있는 범주의 몇 가지 예시를 소개합니다.





예제 67.2.12 (범주 유도하기).



	(a)

범주 𝒜가 주어지면, 𝒜와 같지만 모든 화살표가 뒤집힌  반대 범주 𝒜op를 구성할 수 있습니다.




	(b)

범주 𝒜와 ℬ가 주어지면, 다음과 같이  곱 범주 𝒜×ℬ를 구성할 수 있습니다: 대상은 A∈𝒜와 B∈ℬ에 대한 쌍 (A,B)이고, (A1,B1)에서 (A2,B2)로 가는 화살표는 쌍




	
	(A1→𝑓A2,B1→𝑔B2).
	





입니다. 합성과 항등원은 무엇이라고 생각합니까?















67.3 범주 안의 특별한 대상들


대표적인 예: 𝖲𝖾𝗍은 시작 대상 ∅과 끝 대상 {∗}을 가집니다. S의 원소는 사상 {∗}→S에 대응됩니다.




범주 안의 특정 대상들은 특별한 성질을 가집니다. 다음은 그 예시 몇 가지입니다.





예제 67.3.1 (시작 대상).


𝒜의  시작 대상이란 임의의 A∈𝒜(경우에 따라 A=A시작 대상일 수도 있음)에 대해 A시작 대상에서 A로 가는 화살표가 정확히 하나 존재하는 대상 A시작 대상∈𝒜입니다. 예를 들어,


	(a)

𝖲𝖾𝗍의 시작 대상은 공집합 ∅입니다.




	(b)

𝖦𝗋𝗉의 시작 대상은 자명군 {1}입니다.




	(c)

𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀의 시작 대상은 환 ℤ입니다(환 준동형사상 R→S는 1R을 1S로 보낸다는 사실을 상기하십시오).




	(d)

𝖳𝗈𝗉의 시작 대상은 공집합 공간입니다.




	(e)

부분 순서 집합의 시작 대상은, 존재한다면, 그 최소 원소입니다.












우리는 보통 범주의 ”그” 시작 대상이라고 지칭할 것인데, 그 이유는 다음과 같습니다:





연습문제 67.3.2 (중요!).


𝒜의 임의의 두 시작 대상 A1, A2가 유일하게 동형임을, 즉 그들 사이에 유일한 동형사상이 존재함을 보이십시오.








비고 67.3.3.


수학에서 우리는 보통 두 대상이 실제로 같은지 혹은 동형인지 알지도 못하고 신경 쓰지도 않습니다. 예를 들어 ℝ을 정의하는 여러 경쟁하는 방법이 있지만, 우리는 여전히 그것을 그저 ”그” 실수라고 부릅니다.




따라서 범주적 개념을 정의할 때, 우리는 그것들이 동형사상까지 유일한지 확인하고자 합니다. 이는 범주의 언어에서 매우 깔끔하며, 정의는 종종 위와 같은 우아한 이유로 대상이 동형사상까지 유일하게 되도록 만듭니다.







”쌍대” 개념인 끝 대상을 취할 수 있습니다.





예제 67.3.4 (끝 대상).


𝒜의  끝 대상이란 임의의 A∈𝒜 (가능하다면 A=A종말)에 대해 A에서 A종말로 가는 화살이 정확히 하나 존재하는 대상 A종말∈𝒜입니다. 예를 들어,


	(a)

𝖲𝖾𝗍의 끝 대상은 한원소 집합 {∗}입니다. (물론 한원소 집합은 많지만, 집합으로서 그것들은 모두 동형입니다!)




	(b)

𝖦𝗋𝗉의 끝 대상은 자명군 {1}입니다.




	(c)

𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀의 끝 대상은 영환 0입니다. (환 준동형사상 R→S는 반드시 1R을 1S로 보내야 함을 기억하십시오).




	(d)

𝖳𝗈𝗉의 끝 대상은 한 점 공간입니다.




	(e)

부분 순서 집합의 끝 대상은, 존재한다면, 그 최대 원소입니다.












다시 말해, 끝 대상은 동형사상까지 유일합니다. 독자는 앞선 연습문제의 증명을 여기서 반복해 보시기 바랍니다. 그러나 우리는 쌍대성 개념을 더 강하게 보여주어 짧은 증명을 제시할 수 있습니다.





질문 67.3.5.


𝒜의 끝 대상이 𝒜op의 시작 대상과 동치임을 확인하십시오. 따라서 𝒜의 끝 대상은 동형사상까지 유일합니다.







일반적으로 이런 방식으로 어떤 범주적 개념의 쌍대도 생각할 수 있습니다: 𝒜의 성질은 모두 (흔히 앞에 ”쌍대”라는 접두사를 붙여서) 𝒜op의 쌍대 성질로 번역될 수 있습니다.




마지막으로 멋진 구성이 하나 있습니다: 우리가 구체적인 범주에서 작업하고 있다고 가정합시다. 이는 (느슨하게 말해) 대상이 ”추가 구조를 갖춘 집합”임을 의미합니다. 이제 여러분이 사상에 지쳐서 그저 이 집합들의 원소에 대해 생각하고 싶다고 가정합시다. 음, 여러분이 범주론 장을 읽고 있으니 그렇게 하도록 두지는 않겠지만, 대신 조언을 하나 드리겠습니다:


	•

𝖲𝖾𝗍에서 {∗}에서 S로 가는 화살은 S의 원소에 대응합니다.




	•

𝖳𝗈𝗉에서 {∗}에서 X로 가는 화살은 X의 점에 대응합니다.




	•

𝖦𝗋𝗉에서 ℤ에서 G로 가는 화살은 G의 원소에 대응합니다.




	•

𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀에서 ℤ[x]에서 R로 가는 화살은 R의 원소에 대응합니다.






이런 식으로 계속됩니다. 그러므로 대부분의 구체적인 범주에서, 여러분은 원소를 특수한 집합에서 문제의 집합으로 가는 함수로 생각할 수 있습니다. 이러한 각 경우에 우리는 문제의 대상을  자유 대상이라고 부릅니다.







67.4 이항 곱


대표적인 예: 대부분의 구체적인 범주에서 X×Y는 집합론적 곱입니다.




”보편 성질(universal property)”은 대상을 사상의 관점에서 기술하는 방법으로서, 그 대상을 유일한 동형사상까지 결정합니다 (시작 대상 및 끝 대상의 경우와 매우 비슷합니다).




이것이 일반적으로 어떻게 작동하는지 보여드리기 위해, 구체적인 예를 하나 들어보겠습니다. 어떤 범주에 있다고 가정해 봅시다 – 지금은 𝖲𝖾𝗍이라고 합시다. 두 집합 X와 Y가 있고, 우리가 알고 있는 곱집합 X×Y를 구성하고자 합니다. 범주론의 철학은 사상에 대해서만 이야기해야 하며, 집합 자체에 관한 어떤 것도 언급하지 않아야 한다고 지시합니다. 이것을 어떻게 할 수 있을까요?




자, X×Y로 들어가는 사상들에 대해 생각해 봅시다. 핵심 관찰은 다음과 같습니다.


함수 A→𝑓X×Y는 함수의 쌍 (A→𝑔X,A→ℎY)와 대응됩니다.



달리 말하면, X×Y→X와 X×Y→Y라는 자연스러운 사영 사상이 존재합니다:

XX×YYπXπY
(원소가 아니라 사영 사상의 관점에서 이를 다루어야 하는데, 이는 범주론이 우리로 하여금 화살표에 대해 이야기하도록 강제하기 때문입니다.) 이제 이 도식에 A를 어떻게 추가할까요? 요점은 함수 A→𝑓X×Y와 함수의 쌍 (g,h) 사이에 전단사가 존재한다는 것입니다. 따라서 모든 쌍 A→𝑔X와 A→ℎY에 대해 유일한 함수 A→𝑓X×Y가 존재합니다.




그러나 X×Y가 특별한 이유는 그것이 ”보편적”이기 때문입니다: 임의의 집합 A에 대해, 여러분이 함수 A→X와 A→Y를 저에게 준다면, 저는 그것을 이용하여 유일한 함수 A→X×Y를 만들 수 있습니다. 그림:

XAX×YYgh∃!fπXπY



이것은 임의의 일반적인 범주에서도 할 수 있으며, 이렇게 정의되는 것을 소위 곱이라고 합니다.





정의 67.4.1.


X와 Y가 임의의 범주 𝒜에서의 대상이라고 합시다.  곱은 대상 X×Y와 X, Y로 향하는 화살표 πX, πY(사영으로 생각됩니다)로 구성됩니다. 우리는 임의의 대상 A와 화살표 A→𝑔X, A→ℎY에 대해, 위 도식이 가환하게 만드는 유일한 함수 A→𝑓X×Y가 존재할 것을 요구합니다.








표기의 남용 67.4.2.


엄밀히 말하면, 곱은 대상 X×Y와 사영 사상 πX, πY를 둘 다 포함해야 합니다. 하지만 πX와 πY가 암묵적으로 이해되는 경우, 우리는 흔히 X×Y를 그 대상을 가리키는 데 사용하며, 이를 곱이라고도 부릅니다.







곱은 항상 존재하는 것은 아닙니다. 예를 들어, 대상이 딱 두 개만 있고 항등 사상이 아닌 사상은 전혀 없는 범주를 생각해 보십시오. 그럼에도 불구하고:





명제 67.4.3 (곱의 유일성).


곱이 존재할 때, 곱은 동형사상까지 유일합니다: X와 Y의 두 곱 P1과 P2가 주어지면 두 대상 사이에 동형사상이 존재합니다.







증명.


이는 시작 대상이 유일한 동형사상까지 유일하다는 증명과 매우 유사합니다. 그러한 두 대상 P1과 P2, 그리고 그에 연관된 사영 사상들을 생각해 봅시다. 그러면 다음과 같은 도식이 있습니다.

XP1P2P1YπY1πX1fgπX2πY2πX1πY1
보편 성질에 따라, 도식 전체를 가환하게 만드는 P1과 P2 사이의 유일한 사상 f와 g가 존재합니다.




한편, g∘f를 살펴보고 바깥쪽 사각형에만 집중해 봅시다. g∘f는 바깥쪽 사각형을 가환하게 만드는 사상이므로, P1의 보편 성질에 의해 그것이 유일한 것임을 관찰할 수 있습니다. 하지만 idP1도 마찬가지로 작동합니다. 따라서 idP1=g∘f입니다. 마찬가지로 f∘g=idP2이므로 f와 g는 동형사상입니다. ∎






표기의 남용 67.4.4.


사실, 이것은 도덕적으로 올바른 정리는 아닌데, 왜냐하면 우리는 대상 P1과 P2가 동형이라는 것만 보였을 뿐, 사영 사상에 관해서는 어떠한 주장도 하지 않았기 때문입니다. 하지만 저는 곱 전체의 동형사상을 정의하지 않았고 (앞으로도 하지 않을 것이며), 따라서 이후로 ”P1과 P2가 동형이다”라고 말할 때는 정말로 그 대상들이 동형이라는 것만을 의미합니다.








연습문제 67.4.5.


실제로, 곱이 유일한 동형사상까지 유일함을 보이겠습니다: 위의 f와 g는 사영을 존중하는, 대상 P1과 P2 사이의 유일한 동형사상입니다.







이 ”보편 성질” 사고방식의 좋은 점은 우리가 명시적인 구성을 제시할 필요가 없다는 것입니다; 존재성을 가정하면, ”보편 성질”은 ”이러한 성질을 갖는 대상은 유일한 동형사상까지 유일하다”라고 말함으로써 이 모든 작업을 우회할 수 있게 해주며, 따라서 그 성질을 이용하기 위해 그 대상의 내부 작동 방식을 이해할 필요가 없습니다.




물론, 그렇다고 해서 구체적인 예를 들 수 없다는 뜻은 아닙니다.





예제 67.4.6 (곱의 예시들).



	(a)

𝖲𝖾𝗍에서, 두 집합 X와 Y의 곱은 그들의 곱집합 X×Y입니다.




	(b)

𝖦𝗋𝗉에서, G와 H의 곱은 군 곱 G×H입니다.




	(c)

𝖵𝖾𝖼𝗍k에서, V와 W의 곱은 V⊕W입니다.




	(d)

𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀에서, R과 S의 곱은 적절하게도 환 곱 R×S입니다.




	(e)

𝒫를 범주로 해석된 poset이라 합시다. 그러면 두 대상 x와 y의 곱은  최대 하한입니다; 예를 들면,


	•

poset이 (ℝ,≤)이면 그것은 min{x,y}입니다.




	•

poset이 유한 집합의 부분집합들을 포함관계로 순서 매긴 것이면, 그것은 x∩y입니다.




	•

poset이 양의 정수를 나눗셈으로 순서 매긴 것이면, 그것은 gcd(x,y)입니다.

















물론, 두 대상보다 더 많은 대상의 곱도 정의할 수 있습니다. 범주 𝒜 안의 대상들의 집합 (Xi)i∈I을 생각해봅시다. Xi 위의  원뿔을 각 Xi로 가는 몇 개의 ”사영” 사상을 가진 대상 A로 정의합니다. 그러면  곱은 앞서와 같은 의미로 ”보편적”인 원뿔 P입니다: 임의의 다른 원뿔 A가 주어지면, 도식을 가환하게 만드는 유일한 사상 A→P가 존재합니다. 요컨대, 곱은 ”보편 원뿔”입니다.




이것을 그림으로 나타내면 다음과 같습니다

APX1X2X3X4∃!f
문제 67C도 참고하십시오.




쌍대 구성을 하여  쌍대곱을 얻을 수도 있습니다: X와 Y가 주어지면, 그것은 대상 X+Y와 사상 X→ιXX+Y 및 Y→ιYX+Y(이것은 그리스 문자 이오타이며, 포함관계라고 생각하십시오)로 이루어지며, 임의의 대상 A와 사상 X→𝑔A, Y→ℎA에 대해 다음을 만족하는 유일한 f가 존재합니다

XX+YAYιXg∃!fιYh
가 가환하는 것입니다. 이번에는 구체적인 예시 몇 가지를 연습문제로 남겨두겠습니다, 예를 들면:





연습문제 67.4.7.


𝖲𝖾𝗍에서 쌍대곱을 묘사하십시오.







예상 가능한 용어입니다: 쌍대곱은 보편  쌍대원뿔입니다.




나중을 위한 스포일러: 이 구성은 소위 ”극한”으로 크게 일반화될 수 있으며, 나중에 그렇게 할 것입니다.







67.5 단사 사상과 전사 사상


화살표가 반드시 함수일 필요는 없으므로, ”단사”라는 개념은 임의의 범주에서 의미가 통하지 않습니다. 올바른 범주론적 개념은 다음과 같습니다:





정의 67.5.1.


사상 X→𝑓Y가  모닉(단사 사상)이라 함은 임의의 가환 도식에 대해

AXYghf
g=h를 만족해야 한다면  모닉(또는 단사 사상)이라 합니다. 다시 말해, f∘g=f∘h⟹g=h입니다.








질문 67.5.2.


구체적 범주에서는 단사 ⟹ 모닉임을 스스로 확인해보십시오. (엄밀히 말하면, 아직 구체적 범주의 formal한 정의를 제시하지 않았습니다; 공식적인 정의를 원한다면 비고 68.2.3에 도달한 후 이 연습문제를 다시 풀어도 됩니다.)








질문 67.5.3.


두 모닉 사상의 합성이 모닉임을 보이십시오.







대부분의 경우, 그러나 전부는 아니지만, 역도 성립합니다.





연습문제 67.5.4.


𝖲𝖾𝗍, 𝖦𝗋𝗉, 𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀에서 모닉이면 단사임을 보이십시오. (A={∗}, A=ℤ, A=ℤ[x]를 취하십시오.)







더 일반적으로, 앞서 말했듯이 원소로 생각할 수 있는 ”자유” 대상을 가진 범주가 많습니다. 집합의 원소는 함수 1→S이고, 환의 원소는 함수 ℤ[x]→R입니다, 기타 등등. 이 모든 범주에서, 모닉의 정의는 문자 그대로 ”f는 Hom𝒜(A,X) 위에서 단사이다”라고 읽힙니다. 따라서 이러한 범주에서는 ”모닉”과 ”단사”가 일치합니다.




그렇긴 하지만, 여기 표준적인 반례가 있습니다. 가법 아벨 군 G=(G,+)는 모든 x∈G와 정수 n>0에 대해 ny=x를 만족하는 y∈G가 존재하면 나눗셈가능하다고 합니다. 𝖣𝗂𝗏𝖠𝖻𝖦𝗋𝗉를 이러한 군들의 범주라 합시다.





연습문제 67.5.5.


𝖣𝗂𝗏𝖠𝖻𝖦𝗋𝗉에서 사영 ℚ→ℚ/ℤ가 모닉이지만 단사는 아님을 보이십시오.







물론, 쌍대 개념도 취할 수 있습니다.





정의 67.5.6.


사상  X→𝑓Y가 다음과 같은 가환 도식에 대해  전사(또는 전사 사상)이라는 것은

XYAfgh
g=h이어야 한다면  전사적(epic, 또는 전사 사상)이라고 합니다. 다시 말해, g∘f=h∘f⟹g=h입니다.







이는 전사성과 비슷한 개념이지만, 지난번보다는 조금 더 나아간 것입니다. 구체적 범주(concrete category)에서는 전사 ⟹ 전사적임에 유의하십시오.





연습문제 67.5.7.


𝖲𝖾𝗍, 𝖦𝗋𝗉, 𝖠𝖻, 𝖵𝖾𝖼𝗍k, 𝖳𝗈𝗉에서 전사적임과 전사가 일치함을 보이십시오. (𝖲𝖾𝗍의 경우, A={0,1}을 취하십시오.)







그러나 이것이 성립하지 않는 경우가 더 많습니다. 가장 대표적으로는:





예제 67.5.8 (전사적이지만 전사가 아닌 경우).



	(a)

예를 들어 𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀에서, 포함 사상 ℤ↪ℚ는 전사적입니다(그리고 전사가 아닙니다). 실제로, 두 준동형사상 ℚ→A가 모든 정수에서 일치한다면 이들은 모든 곳에서 일치합니다 (왜 그럴까요?),




	(b)

하우스도르프(Hausdorff) 위상 공간(임의의 두 점이 서로소인 열린 근방을 가짐)의 범주에서는, 실제로 전사적임 ⇔ 조밀한 상(像)입니다(예: ℚ↪ℝ처럼).






따라서 함수 f:X→Y가 X의 일부 점들만으로 결정될 수 있을 때 실패가 발생합니다.










67.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 67A.


체 k에 대한 k-벡터 공간의 범주 𝖵𝖾𝖼𝗍k에서, 시작 대상과 끝 대상은 무엇입니까?








문제 67B.


범주 𝖵𝖾𝖼𝗍k와 포셋(poset)에서 쌍대곱 X+Y는 무엇입니까?








문제 67C.


모든 곱이 존재하는 임의의 범주 𝒜에서, X, Y, Z가 임의의 대상일 때




	
	(X×Y)×Z≅X×(Y×Z)
	





임을 보이십시오. (여기서 양변은 표기의 남용 67.4.2에서와 같이 대상을 가리킵니다.)








문제 67D.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

영 대상을 갖는 범주 𝒜을 생각해 보십시오. 여기서 영 대상이란 시작 대상이면서 동시에 끝 대상인 대상을 의미합니다. 𝒜에서 대상 X와 Y가 주어졌을 때, 사영 X×Y→X가 전사 사상임을 증명하십시오.











장 68 함자와 자연 변환


함자는 범주 사이의 사상이며, 자연 변환은 함자 사이의 사상입니다.





68.1 함자의 여러 예


대표적인 예: 망각 함자; 기본군; ∙∨.




함자의 핵심은 다음과 같습니다:


어떤 대상으로부터 다른 대상을 만들어낼 때마다, 거의 항상 함자를 얻게 됩니다.



형식적인 정의를 드리기 전에, (비형식적으로) 몇 가지 예를 나열해 보겠습니다. (몇몇 경우에는 반대 범주 𝒜op가 곳곳에 등장하는 것을 눈치채실 것입니다. 지금은 그것에 대해 걱정하지 마십시오; 잠시 후에 왜 그런지 보시게 될 것입니다.)


	•

군 G(또는 벡터 공간, 체, …)가 주어지면, 우리는 그 바탕이 되는 집합 S를 취할 수 있습니다. 이는 𝖦𝗋𝗉→𝖲𝖾𝗍로 가는 함자입니다.




	•

집합 S가 주어지면, S를 기저로 갖는 벡터 공간을 생각할 수 있습니다; 이는 𝖲𝖾𝗍→𝖵𝖾𝖼𝗍로 가는 함자입니다.




	•

벡터 공간 V가 주어지면, 그 쌍대 공간 V∨를 생각할 수 있습니다. 이는 함자 𝖵𝖾𝖼𝗍kop→𝖵𝖾𝖼𝗍k입니다.




	•

텐서곱은 𝖵𝖾𝖼𝗍k×𝖵𝖾𝖼𝗍k→𝖵𝖾𝖼𝗍k로 가는 함자를 줍니다.




	•

집합 S가 주어지면, 그 멱집합을 만들 수 있으며, 이는 함자 𝖲𝖾𝗍→𝖲𝖾𝗍를 줍니다.




	•

대수적 위상수학에서는, 위상 공간 X를 취하여 이와 관련된 여러 군 H1(X), π1(X) 등을 만듭니다. 이러한 모든 군 구성은 함자 𝖳𝗈𝗉→𝖦𝗋𝗉입니다.




	•

준동형사상들의 집합: 𝒜를 범주라 합시다.


	–

k 위의 두 벡터 공간 V1과 V2가 주어지면, 선형 사상 V1→V2들의 아벨 군을 구성할 수 있습니다. 이는 𝖵𝖾𝖼𝗍kop×𝖵𝖾𝖼𝗍k→𝖠𝖻𝖦𝗋𝗉로 가는 함자입니다.




	–

더 일반적으로, 임의의 범주 𝒜에 대해 대상들의 쌍 (A1,A2)를 취하여 집합 Hom𝒜(A1,A2)를 얻을 수 있습니다. 이는 함자 𝒜op×𝒜→𝖲𝖾𝗍임이 밝혀집니다.




	–

위의 연산에는 두 개의 ”자리”가 있습니다. 첫 번째 자리를 ”미리 채우면”, 함자 𝒜→𝖲𝖾𝗍를 얻게 됩니다. 즉, A∈𝒜를 고정함으로써, A′∈𝒜를 Hom𝒜(A,A′)로 보내는 함자(이를 HA라 부릅니다)를 𝒜→𝖲𝖾𝗍로부터 얻습니다. 이를 공변 요네다 함자라 부릅니다(나중에 설명합니다).




	–

위에서 보았듯이, 모든 A∈𝒜에 대해 함자 HA:𝒜→𝖲𝖾𝗍를 얻습니다. 원소가 함자 𝒜→𝖲𝖾𝗍들인 범주 [𝒜,𝖲𝖾𝗍]를 구성할 수 있음이 밝혀지며, 이 경우 이제 함자 𝒜op→[𝒜,𝖲𝖾𝗍]를 갖게 됩니다.














그렇다면, 이제 함자가 아닌 몇 가지 예를 살펴보겠습니다. ”F는 함자이다” (다시 말해, ”F는 함자적이다”)라고 말하는 정리를 보게 될 때, 이를 ”이 정리는 자명하다”가 아니라 ”F는 그 배후에 깊이 숨겨진 대칭성을 가지고 있다! 이는 매우 근사한 일이다!”로 읽으시라는 취지입니다.




그 깊은 대칭성이란 무엇일까요? 계속 읽어 보십시오.


	•

군 G가 주어지면, 그 자기동형사상군 Aut(G)를 만들 수 있습니다. 하지만 이는 어떠한 자연스러운 방식으로도 함자가 아닙니다.




	•

군 G가 주어지면, 그 중심 Z(G), 즉 G의 모든 원소와 교환하는 G의 원소들의 집합을 만들 수 있습니다. 이 역시 어떠한 자연스러운 방식으로도 함자가 아닙니다.111함자의 성질—특히 항등 사상이 항등 사상으로 보내진다는 점—에 기반하여 반례를 찾는 것은 쉽습니다. 증명은 https://math.stackexchange.com/q/158438을 참고하십시오.




	•

위에서 본 쌍대 공간을 취하는 연산은 반변 함자 𝖵𝖾𝖼𝗍kop→𝖵𝖾𝖼𝗍k이지만, 공변 함자 𝖵𝖾𝖼𝗍k→𝖵𝖾𝖼𝗍k는 아닙니다. (반변 함자가 무엇인지는 지금은 걱정하지 마십시오.)












68.2 공변 함자


대표적인 예: 망각 함자/자유 함자, …




범주론자들은 늘 “사상은 무엇인가?”라고 묻으며, 이제 우리는 범주 사이의 사상에 대해 생각해 볼 수 있습니다.





정의 68.2.1.


𝒜와 ℬ를 범주라고 합시다. 물론  함자 F는 𝒜의 모든 대상을 ℬ의 대상으로 보냅니다. 하지만 이에 더해, 모든 화살표 A1→𝑓A2를 화살표 F(A1)→F(f)F(A2)로 보내야 합니다. 이를 다음과 같이 그림으로 나타낼 수 있습니다.

A1B1=F(A1)𝒜∋      ∈ℬA2B2=F(A2)fF(f)F
(강조를 위해 서로 다른 범주를 가로지르는 함자에는 점선 화살표를 사용하도록 하겠습니다.) 함자는 다음의 “자연성” 요구 조건을 만족해야 합니다:


	•

항등 화살표는 항등 화살표로 보내집니다: 각 항등 화살표 idA에 대해, F(idA)=idF(A)가 성립합니다.




	•

함자는 합성을 보존합니다: A1→𝑓A2→𝑔A3가 𝒜의 화살표라면, F(g∘f)=F(g)∘F(f)가 성립합니다.












그러므로 아이디어는 다음과 같습니다:


𝒜의 대상 A∈𝒜을 ℬ의 대상 B∈ℬ으로 자연스럽게 대응시킬 때마다, 대개 사상 A1→A2를 사상 B1→B2로 변환하는 자연스러운 방법이 존재합니다.



이에 대한 몇 가지 예시를 살펴봅시다.





예제 68.2.2 (자유 함자와 망각 함자).


이 둘 다 비공식적인 용어이며, 엄밀한 정의를 가지지 않는다는 점에 유의하십시오.


	(a)

앞서  망각 함자에 대해 이야기했는데, 이는 𝖵𝖾𝖼𝗍k와 같은 범주의 기저 집합을 취하는 함자입니다. 이를 U:𝖵𝖾𝖼𝗍k→𝖲𝖾𝗍라고 부르도록 합시다.




이제, 𝖵𝖾𝖼𝗍k의 사상 T:V1→V2가 주어지면, T에 대응하는 집합론적 사상일 뿐인 명백한 사상 U(T):U(V1)→U(V2)가 존재합니다.




마찬가지로 𝖦𝗋𝗉, 𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀 등에서 𝖲𝖾𝗍으로 가는 망각 함자들이 있습니다. 심지어 𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀→𝖦𝗋𝗉인 망각 함자도 있습니다: 환 R을 아벨 군 (R,+)로 보내는 것입니다. 공통된 주제는 원래 범주로부터 구조를 “망각”하고 있다는 점입니다.




	(b)

예시에서  자유 함자에 대해서도 이야기했습니다. 자유 함자 F:𝖲𝖾𝗍→𝖵𝖾𝖼𝗍k는 F(S)를 기저가 S인 벡터 공간으로 간주함으로써 얻을 수 있습니다. 이제, 사상 f:S→T가 주어지면, F(S)→F(T)인 명백한 사상은 무엇일까요? 간단합니다: 각 기저 원소 s∈S를 기저 원소 f(s)∈T로 보내면 됩니다.




마찬가지로, 집합 S에 의해 생성된 자유 군을 취함으로써 F:𝖲𝖾𝗍→𝖦𝗋𝗉를 정의할 수 있습니다.













비고 68.2.3.


함자에 대해서도 (화살표에 관한) “단사”와 “전사”라는 개념이 다음과 같이 존재합니다. 함자 F:𝒜→ℬ는, 임의의 A1,A2에 대해 F:Hom𝒜(A1,A2)→Homℬ(FA1,FA2)가 단사(각각, 전사)일 때  충실(각각,  충만)하다고 합니다.222다시 말하지만, 전문가라면 Hom𝒜(A1,A2)나 Homℬ(FA1,FA2)가 집합이 아니라 고유 모임일 수 있다고 반론할 수 있겠으나, 여기서는 모든 것이 국소적으로 작다고 가정하겠습니다.




이를 이용해 구체적 범주의 정확한 정의를 내릴 수 있습니다: 이는 충실한 (망각) 함자 U:𝒜→𝖲𝖾𝗍를 갖는 범주입니다.








예제 68.2.4 (𝒢로부터의 함자).


G를 군이라 하고, 𝒢={∗}를 그에 대응하는 한 대상 범주라고 합시다.


	(a)

함자 F:𝒢→𝖲𝖾𝗍를 생각하고, S=F(∗)라고 합시다. 그러면 F의 자료는 S에 대한 G의 군 작용을 부여하는 것에 대응합니다.




	(b)

함자 F:𝒢→𝖥𝖣𝖵𝖾𝖼𝗍k를 생각하고, V=F(∗)가 차원 n을 가진다고 합시다. 그러면 F의 자료는 G를 n×n 행렬들(즉, 선형 사상 V→V들)의 부분군으로 매장하는 것에 대응합니다. 이는 역사적으로 군이 등장하게 된 한 가지 방식이며, 군을 행렬로 보는 이론이 표현론이라는 분야를 이룹니다.




	(c)

H를 군이라 하고 같은 방식으로 ℋ를 구성합시다. 그러면 함자 𝒢→ℋ는 준동형사상 G→H에 대응합니다.













연습문제 68.2.5.


위의 군에 기반한 함자들이 광고한 대로 작동하는지 확인해 보십시오.







좀 더 복잡한 예시를 들어보겠습니다. 만약 헷갈린다면, 건너뛰었다가 이것의 반변 버전에 대해 읽은 뒤 다시 돌아오십시오.





예제 68.2.6 (공변 요네다 함자).


A∈𝒜 하나를 고정합니다. 범주 𝒜에 대해,




	
	HA(A1)≔Hom𝒜(A,A1)∈𝖲𝖾𝗍.
	





로 정의함으로써  공변 요네다 함자 HA:𝒜→𝖲𝖾𝗍를 정의합니다. 따라서 각 A1은 A에서 A1로 가는 화살표로 보내집니다; 즉 HA는 A가 세상을 어떻게 보는지를 설명합니다.




이제 HA가 화살표에 대해 어떻게 작동하는지 명시하고자 합니다. 각 화살표 A1→𝑓A2에 대해, 𝖲𝖾𝗍-사상 Hom𝒜(A,A1)→Hom(A,A2)를 명시해야 합니다; 다시 말해, 화살표 A→𝑝A1을 화살표 A→A2로 보내야 합니다. 이를 수행하는 합리적인 방법은 오직 하나뿐입니다: 합성을 취하는 것입니다




	
	A→𝑝A1→𝑓A2.
	





다시 말해, HA(f)는 p↦f∘p입니다. 또 다르게 말하면, HA(f)=f∘−입니다; 여기서 −는 입력값이 들어갈 자리입니다.







또 다른 예로:





질문 68.2.7.


𝒫와 𝒬가 범주로 해석된 순서집합이라면, 𝒫에서 𝒬로 가는 함자는 무엇을 나타냅니까?







이제 우리가 왜 이것에 관심을 가져야 하는지 설명하겠습니다. 다음의 ”당연한” 사실을 생각해 봅시다: G와 H가 동형인 군이라면, 이들은 크기가 같습니다. 이를 다음과 같이 형식화할 수 있습니다: 𝖦𝗋𝗉에서 G≅H이고 U:𝖦𝗋𝗉→𝖲𝖾𝗍이 망각 함자(각 군을 그 기초 집합으로 보내는 함자)라면, U(G)≅U(H)입니다. 범주론의 아름다움이 여기서 드러납니다: 이는 사실 임의의 함자와 범주에 대해서도 성립하며, 그 증명은 오직 화살표만으로 이루어집니다:





정리 68.2.8 (함자는 동형사상을 보존합니다).


A1≅A2가 𝒜에서 동형인 대상이고 F:𝒜→ℬ가 함자라면 F(A1)≅F(A2)입니다.







증명.


직접 시도해 보십시오! 그림은 다음과 같습니다:

A1B1=F(A1)𝒜∋      ∈ℬA2B2=F(A2)fF(f)FgF(g)
함자의 두 가지 핵심 성질을 모두 사용해야 합니다: 함자는 합성과 항등 사상을 보존한다는 것입니다. ∎





이는 앞으로 우리에게 훌륭한 직관을 줄 것입니다, 왜냐하면


	(i)

우리가 평생 수행하는 거의 모든 연산은 함자일 것이며, 그리고




	(ii)

우리는 이제 함자가 동형인 대상을 동형인 대상으로 보낸다는 것을 알고 있습니다.






따라서 우리는 이제 자동으로, 우리가 수행하는 거의 모든 ”합리적인” 연산이 동형을 보존한다는 것을 알게 됩니다(여기서 ”합리적”이라는 것은 그것이 함자라는 것을 의미합니다). 이는 예를 들어 대수적 위상수학에서 매우 유용합니다; 정리 65.6.2를 참고하십시오, 거기서 우리는 호모토픽한 공간들이 동형인 기본군을 가진다는 것을 공짜로 얻습니다.





비고 68.2.9.


이를 통해 대상이 범주이고 화살표가 함자인 범주 𝖢𝖺𝗍을 구성할 수 있습니다.










68.3 대상의 색인 족으로서의 공변 함자


함자를 함수로 보는 대신, 때로는 함자를 대상(또는 대상의 족)으로 보는 것이 더 편리합니다.




집합 A와 B에 대해, 때로는 표기법 AB가 B에서 A로 가는 모든 함수의 집합인 Hom(B,A)를 나타내는 데 사용됩니다. 이 표기법이 자연스러운 이유는, 유한 집합 A와 B에 대해 |Hom(B,A)|=|A||B|이기 때문입니다.




그렇긴 하지만, 곱집합 A×A도 때로는 A2로 표기됩니다. 이들 사이에 관계가 있습니까?




물론입니다! 집합 2={0,1}(또는 원소가 두 개인 임의의 집합)을 정의합니다. 그러면 |2|=2입니다. A2와 Hom(2,A) 사이에 대응이 있음을 확인하는 것은 어렵지 않습니다.




이제 𝒜를 범주라 합시다. 범주 𝒜×𝒜=𝒜2를 자명한 방식으로 정의합니다:


	•

𝒜2의 대상은 A1,A2∈𝒜인 대상의 쌍 (A1,A2)입니다,




	•

사상은 사상의 쌍입니다…










연습문제 68.3.1.


X,Y∈𝖳𝗈𝗉에 대해, 곱공간 X×Y∈𝖳𝗈𝗉을 정의할 수 있습니다. 이는 함자 𝖳𝗈𝗉2→𝖳𝗈𝗉을 줍니다. 이를 확인하십시오. (𝖳𝗈𝗉2에서의 사상 쌍 (f,g):(X1,Y1)→(X2,Y2)로부터, 어떻게 사상 X1×Y1→X2×Y2를 얻습니까? 이 사상이 연속임을, 즉 실제로 𝖳𝗈𝗉에서의 사상임을 확인하십시오.)







위와 유사하게, 𝒜2의 각 대상은 어떤 함수 f:2→𝒜에 대응해야 합니다. 하지만 함수의 공역은 대상이어야 하는데… 𝒜는 범주이므로, f는 함자여야 합니다!




그래서 우리는 범주 𝟤를 만들 수 있고, F:𝟤→𝒜를 갖게 됩니다. 우리가 원하는 바를 만족하도록 𝟤를 정의하는 합리적인 방법은 오직 하나뿐입니다:333이는 나중에 자연 변환을 위해 정의할 범주 2와는 다릅니다! 주의하십시오.


	•

대상은 {0,1}입니다;




	•

id0과 id1을 제외하고는 사상이 없습니다.









더 일반적으로,


함자 F:𝒜→ℬ는 대상들의 인덱스 모음 {BA∈ℬ}A∈𝒜로 볼 수 있습니다.






이는 전층(presheaf)의 경우 가장 쉽게 확인할 수 있습니다: ”반변 함자 OpenSets(X)op→𝖱𝗂𝗇𝗀𝗌”란 ”X의 열린집합으로 인덱스된, 어떤 좋은 조건을 만족하는 환들의 모임”을 의미합니다.




실제로 𝒜2가 범주인 것처럼, 함자 𝟤→𝒜들 또한 범주를 이룹니다. 이는 절 68.7에서 살펴보겠습니다.







68.4 반변 함자


대표적인 예: 쌍대 공간, 반변 요네다 함자 등




이제 앞서 반대 범주가 무엇을 하고 있었는지 설명해야겠습니다. 앞선 모든 예시에서, 우리는 화살표 A1→A2를 취하면 그것이 화살표 F(A1)→F(A2)가 되었습니다. 그러나 때로는 화살표가 실제로 반대 방향으로 가기도 합니다: 대신 화살표 F(A2)→F(A1)을 얻게 됩니다. 다시 말해, 단순히 함자 𝒜→ℬ를 얻는 대신 함자 𝒜op→ℬ를 얻게 됩니다.




이러한 함자들에는 이름이 있습니다:





정의 68.4.1.


𝒜에서 ℬ로 가는  반변 함자란 함자 F:𝒜op→ℬ를 말합니다. (혼동을 줄 수 있으므로 ”반변 함자 F:𝒜→ℬ”라고는 쓰지 않는다는 점에 유의하십시오; 함수 표기법은 항상 올바른 정의역과 공역을 사용합니다.)







그림으로 나타내면:

A1B1=F(A1)𝒜∋      ∈ℬA2B2=F(A2)fFF(f)
강조를 위해, 보통의 함자는 종종  공변 함자라고 불립니다. (”함자”라는 단어는 별다른 수식어가 없으면 항상 공변 함자를 가리킵니다.)




이런 일이 왜 일어날 수 있는지 살펴봅시다.





예제 68.4.2 (V↦V∨는 반변적입니다).


V↦V∨에 의한 함자 𝖵𝖾𝖼𝗍k→𝖵𝖾𝖼𝗍k를 생각해 봅시다.




만약 우리가 공변 함자를 명시하려 한다면, 모든 선형 사상 T:V1→V2에 대해 선형 사상 T∨:V1∨→V2∨가 필요할 것입니다. 하지만 V1∨=Hom(V1,k)이고 V2∨=Hom(V2,k)임을 상기해 보십시오: 왼쪽에서 오른쪽으로 가는 명백한 사상을 얻을 쉬운 방법이 없습니다.




하지만 오른쪽에서 왼쪽으로 가는 명백한 사상은 존재합니다: ξ2:V2→k가 주어지면, V1→k로 가는 사상을 쉽게 줄 수 있습니다: 그냥 T와 합성하면 됩니다! 다시 말해, 다음 합성에 따라 V2∨→V1∨로 가는 매우 자연스러운 사상이 존재합니다

V1V2kTξ2
요약하면, 사상 T:V1→V2는 반대 방향으로 사상 T∨:V2∨→V1∨를 자연스럽게 유도합니다. 따라서 반변 함자는 다음과 같은 모습입니다:

V1V1∨      V2V2∨T∙∨T∨






위 예시는 체 k를 선택된 임의의 대상 A∈𝒜로 바꾸어 임의의 범주에서 일반화할 수 있습니다.





예제 68.4.3 (반변 요네다 함자).


𝒜 위의  반변 요네다 함자(contravariant Yoneda functor) HA:𝒜op→𝖲𝖾𝗍는 𝒜의 대상들이 A를 어떻게 보는지 기술하는 데 사용됩니다. 각 X∈𝒜에 대해




	
	HA(X)≔Hom𝒜(X,A)∈𝖲𝖾𝗍.
	





로 둡니다. 𝒜에서 X→𝑓Y에 대해, 사상 HA(f)는 각 화살표 Y→𝑝A∈Hom𝒜(Y,A)를 다음으로 보냅니다:




	
	X→𝑓Y→𝑝A∈Hom𝒜(X,A)
	





위에서 했던 것처럼 말입니다. 따라서 HA(f)는 Hom𝒜(Y,A)→Hom𝒜(X,A)로 가는 사상입니다. (뒤집힘에 주목하십시오!)








연습문제 68.4.4.


𝒜op×𝒜→𝖲𝖾𝗍가 (A1,A2)↦Hom(A1,A2)로 정의될 때 이것이 실제로 함자라는 주장을 이제 확인해 봅시다.










68.5 범주의 동치


작성 예정: 완전충실이며 본질적으로 전사







68.6 (선택) 자연 변환


우리는 대상과 사상을 추적하기 위해 범주를 만들었고, 그다음 조금 무모하게 ”범주들 사이의 사상은 무엇인가?”라는 질문을 던져 함자를 얻었습니다. 이제 우리는 ”함자들 사이의 사상은 무엇인가?”라는 질문을 던져 자연 변환을 얻을 것입니다.




함자들 사이에 화살표를 그린다는 것이 무섭게 들릴 수도 있지만, 사실 이것은 오래된 발상입니다. 두 경로 α,β:[0,1]→X가 주어졌을 때, 경로 α를 β로 ”연속적으로 변형”하여 경로-호모토피를 만들었던 것을 떠올려 보십시오. 이는 함수 [0,1]×[0,1]→X로 볼 수 있습니다. 자연 변환의 정의도 이와 비슷합니다. 우리는 대상 공간 ℬ 안의 일련의 화살표를 따라 F를 G로 끌어당기고자 합니다.





정의 68.6.1.


F,G:𝒜→ℬ를 두 함자라 합시다. F에서 G로 가는  자연 변환 α는 다음과 같이 표기되며,




	
	𝒜FGαℬ
	





각 A∈𝒜에 대해 사상 αA∈Homℬ(F(A),G(A))로 이루어지고, 이를 A에서의 α의  성분이라고 부릅니다. 그림으로 나타내면 다음과 같습니다.

F(A)∈ℬ𝒜∋AG(A)∈ℬαAFG
이 αA들은 임의의 A1→𝑓A2에 대해 다음 도식이 가환한다는 ”자연성” 요구 조건을 만족해야 합니다.

F(A1)F(A2)G(A1)G(A2)F(f)αA1αA2G(f)
가환합니다.







화살표 αA는 F(A)가 G(A)에 도달하기 위해 취하는 경로를 나타냅니다 (마치 α에서 β로 가는 경로-호모토피에서 각 점 α(t)가 연속적으로 점 β(t)로 변형되는 것처럼 말입니다). 그림이 도움이 될 수 있으니 다음을 살펴봅시다.

[image: 도표]
여기서 𝒜는 세 개의 원소와 두 개의 항등이 아닌 화살표 f, g로 이루어진 작은 범주입니다 (단순화를 위해 항등 화살표는 생략했습니다). F와 G에 의한 𝒜의 상은 ℬ의 파란색과 초록색 ”부분범주”입니다. ℬ가 그 안에 잠재적으로 훨씬 더 많은 대상과 화살표(회색)를 가질 수 있다는 점에 주목하십시오. 자연 변환 α(빨간색)는 각 F(A)에서 대응하는 G(A)로 가는 ℬ의 화살표를 선택하여, F의 상 전체를 G의 상으로 끌어당깁니다. 마지막으로, 우리는 파란색, 빨간색, 초록색 화살표로 이루어진 어떤 도식이든 가환해야 함을 요구하므로(자연성), 자연 변환은 정말로 ”자연스러운” 것입니다.




호모토피와 훨씬 더 비슷해 보이는 두 번째 동치인 정의가 있습니다.





정의 68.6.2.


𝟐가 두 원소 0≤1을 갖는 순서 집합에 의해 생성되는 범주를 나타낸다고 합시다. 즉,

[image: 도표]
그러면 자연 변환 𝒜FGαℬ은 단지 다음을 만족하는 함자 α:𝒜×𝟐→ℬ입니다.




	
	α(A,0)=F(A),α(f,0)=F(f)그리고α(A,1)=G(A),α(f,1)=G(f).
	





더 간결하게 말하면, α(−,0)=F, α(−,1)=G입니다.







이 둘이 동치라는 증명은 연습 문제로 남겨 둡니다.




당연히, 두 자연 변환 α:F→G와 β:G→H는 합성될 수 있습니다.

F(A)𝒜∋AG(A)H(A)αAFGHβA
이제 αA가 각 A에 대해 동형사상이 되는 자연 변환 α가 있다고 합시다. 이런 방식으로, 우리는 이에 대한 역 화살표 βA를 구성할 수 있습니다.

F(A)∈ℬ𝒜∋AG(A)∈ℬαAFGβA
이 경우, 우리는 α를  자연 동형사상이라고 부릅니다. 그러면 우리는 F(A)≅G(A)가 A에 대해  자연스럽게 성립한다고 말할 수 있습니다. (그리고 β 역시 동형사상입니다!) 이는 함자 F와 G가 ”정말로 같다”는 것을 의미합니다. 이들은 대상 수준에서 동형일 뿐만 아니라, 이 동형사상들이 ”자연스럽기”까지 합니다. 이 결과로, 우리는 함자들이 자연스럽게 동형이라는 것을 뜻할 때 F≅G라고도 씁니다.




이것이 바로 ”자연스러운/표준적인 동형사상이 존재한다”고 말할 때 실제로 의미하는 바입니다. 예를 들어, 저는 앞서(문제 15A에서) 표준적인 동형사상 (V∨)∨≅V가 존재한다고 주장하면서 ”기저를 선택할 필요가 없다”거나 ”하늘이 준 것”이라는 등의 말을 얼버무렸습니다. 놀랍게도 범주론은 이를 형식화할 수 있게 해 줍니다. 이는 단지 (V∨)∨≅id(V)가 V∈𝖥𝖣𝖵𝖾𝖼𝗍k에 대해 자연스럽게 성립한다고 말하는 것입니다. 실제로, 우리는 다음과 같은 자연 변환을 가집니다.




	
	𝖥𝖣𝖵𝖾𝖼𝗍kid(∙∨)∨ε𝖥𝖣𝖵𝖾𝖼𝗍k.
	





여기서 성분 εV는 v↦evv로 주어집니다 (앞서 논의했듯이, 이것이 동형사상이라는 사실은 V와 (V∨)∨가 같은 차원을 가지며 εV가 단사라는 사실로부터 따라옵니다).




또 다른 예는 비고 71.2.8에서 찾을 수 있습니다.







68.7 (선택) 요네다 보조정리


이제 자연 변환을 다루었으니, 다음을 정의할 수 있습니다:





정의 68.7.1.


두 범주 𝒜와 ℬ의  함자 범주는 [𝒜,ℬ]로 표기하며, 다음과 같이 정의됩니다:


	•

[𝒜,ℬ]의 대상은 (공변) 함자 F:𝒜→ℬ이고,




	•

사상은 자연 변환 α:F→G입니다.













질문 68.7.2.


함자 범주에서 두 대상이 동형사상 관계에 있는 것은 언제입니까?







이로써 처음에 언급했던 마지막 예시를 완성할 수 있습니다:





연습문제 68.7.3.


다음 함자들을 구성해 봅시다:


	•

A↦HA로 정의되는 𝒜→[𝒜op,𝖲𝖾𝗍]이며, 이를 H∙이라 부릅니다.




	•

A↦HA로 정의되는 𝒜op→[𝒜,𝖲𝖾𝗍]이며, 이를 H∙이라 부릅니다.












어느 쪽이든 반대 범주가 등장한다는 점에 주목하십시오. HA가 공변이라는 점이 마음에 들더라도, 사상 H∙은 반변입니다. 따라서 앞으로는 H∙을 사용하는 쪽을 선호하겠습니다.




여기서 핵심 관찰은, 범주 𝒜가 주어지면 H∙이 범주 A에 이미 “내장”되어 있는 몇몇 특별한 함자 𝒜op→𝖲𝖾𝗍를 제공한다는 것입니다. 이를 바탕으로 다음과 같이 정의합니다:





정의 68.7.4.


준층(presheaf) X란 그저 반변 함자 𝒜op→𝖲𝖾𝗍일 뿐입니다. 어떤 A에 대해 X≅HA이면 이를  표현 가능(representable)하다고 합니다.







다시 말해, 표현 가능성에 대해 생각할 때 우리가 던지는 질문은 다음과 같습니다:


범주 𝒜에 이미 “내장”되어 있는 준층은 어떤 종류입니까?



이 질문에 접근하는 한 가지 방법은 다음과 같습니다: 준층 X와 특정한 HA가 주어지면, 자연 변환 α:X⟹HA의 집합을 살펴보고 여기서 무언가 알아낼 수 있는지 확인할 수 있습니다. 실제로 이 집합은 명시적으로 다음과 같이 쓸 수 있습니다:





정리 68.7.5 (요네다 보조정리).


𝒜를 범주라 하고, A∈𝒜를 하나 택하며, HA를 반변 요네다 함자라 하겠습니다. X:𝒜op→𝖲𝖾𝗍를 반변 함자라 하겠습니다. 그러면 다음 사상은




	
	{자연 변환𝒜opHAXα𝖲𝖾𝗍}→X(A)
	





α↦αA(idA)∈X(A)로 정의되며, 𝖲𝖾𝗍의 동형사상(즉, 전단사)입니다. 더 나아가, 등식의 양변을 함자로 볼 때




	
	𝒜op×[𝒜op,𝖲𝖾𝗍]→𝖲𝖾𝗍
	





이 동형사상은 자연스럽습니다.







이는 처음 보면 놀랍게 느껴질 수 있습니다. 그다지 이상한 일이 아닐 수도 있음을 보여주는, 다소 불완전한 설명을 하나 소개하겠습니다: 범주론에서 흔히 통용되는 경험칙은 “같은 유형의 두 대상이 자연스럽게 구성된다면 아마도 같은 것이다”라는 것입니다. 이 주제는 함자와 자연 변환을 정의할 때, 그리고 단순히 합성을 다룰 때도 볼 수 있었습니다. 이제 자연 변환의 집합을 살펴보기 위해, 우리는 원소 A∈𝒜와 X∈[𝒜op,𝖲𝖾𝗍] 한 쌍을 취해 자연 변환의 집합을 구성했습니다. 이 두 정보로부터 집합을 얻는 다른 방법이 있을까요? 있습니다: 그냥 X(A)를 보면 됩니다. 요네다 보조정리는 여기서도 우리의 경험칙이 여전히 성립함을 말해주고 있습니다.




요네다 보조정리의 몇 가지 따름정리는 [LEI14]에 기록되어 있습니다. 이 장이 이미 다소 길어졌으므로, 여기서는 명제만 적어두고 증명은 [LEI14]를 참고하도록 하겠습니다.





	1.

앞서 언급했듯이, H∙은 다음 함자를 제공합니다




	
	𝒜→[𝒜op,𝖲𝖾𝗍].
	





흥미롭게도 이 함자는 실제로 완전 충실(fully faithful)합니다. 즉, 이는 그야말로 범주 𝒜를 오른쪽의 함자 범주 안에 매립합니다(케일리 정리가 모든 군을 치환군 안에 매립하는 것과 매우 유사합니다).




	2.

X,Y∈𝒜이면




	
	HX≅HY⇔X≅Y⇔HX≅HY.
	





이것이 왜 예상되는지 보기 위해, 구체적으로 𝒜=𝖦𝗋𝗉을 생각해 봅시다. A, X, Y가 모든 A에 대해 HX(A)≅HY(A)를 만족하는 군이라고 합시다. 예를 들어,


	•

A=ℤ이면, |X|=|Y|입니다.




	•

A=ℤ/2ℤ이면, X와 Y는 위수 2인 원소의 개수가 같습니다.




	•

…






각 A는 X와 Y가 어떻게 유사한지에 대한 정보를 주지만, 전체 자연 동형사상은 X≅Y를 함의할 만큼 강력합니다.




	3.

공변 망각함자 U:𝖦𝗋𝗉→𝖲𝖾𝗍을 생각해 봅시다.444사실은 쌍대 버전을 적용해야 합니다. 정리 68.7.5은 반변함자를 사용합니다. 이것은 다음과 같은 의미에서 Hℤ로 표현될 수 있습니다.




	
	Hom𝖦𝗋𝗉(ℤ,G)≅U(G) 에 의해ϕ↦ϕ(1).
	





즉, G의 원소들은 +1의 상(또는 원한다면 −1의 상)에 의해 결정되는 사상 ℤ→G와 전단사 관계에 있습니다. 따라서 U의 표현은 ℤ를 살펴보고 +1∈U(ℤ)를 선택함으로써 결정되었습니다.




이것의 일반화는 다음과 같습니다: 𝒜를 범주, X:𝒜→𝖲𝖾𝗍을 공변함자라고 합시다. 그러면 표현 HA≅X는 대상 A∈𝒜와 어떤 조건을 만족하는 원소 u∈X(A)로 구성됩니다. 정리 68.7.5에서 역사상이 무엇인지 안다면 이 조건555완전성을 위해, 그 조건은 다음과 같습니다: 모든 A′∈𝒜와 x∈X(A′)에 대해, (Xf)(u)=x를 만족하는 유일한 f:A→A′가 존재합니다.을 읽어낼 수 있습니다. 위 상황에서는 X=U, A=ℤ, u=±1입니다.












68.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 68A.


자연 변환의 두 정의(하나는 𝒜×𝟐→ℬ에 관한 것이고, 다른 하나는 사상 F(A)→αAG(A)에 관한 것)가 동치임을 보이십시오.


힌트. 범주 𝒜×𝟐는 ”중복 사상”을 가지고 있습니다.




풀이. 주된 관찰은 𝒜×𝟐에는 𝒜 안의 사상((f,id𝟐) 꼴)이 있고, 그다음 𝒜의 두 복사본을 가로지르는 사상((idA,0≤1) 꼴)이 있다는 것입니다. 하지만 사상 (f,0≤1)이 더 있습니다: 그럼에도 이들은 다음과 같은 합성으로 생각될 수 있습니다.




	
	(f,0≤1)=(f,id𝟐)∘(idA,0≤1)=(idA,0≤1)∘(f,id𝟐).
	





이제 함자 α:𝒜×𝟐→ℬ를 지정하려면, 이 두 가지 더 기본적인 것들이 각각 어디로 가는지만 지정하면 됩니다. α에 대한 조건들은 이미 (f,id𝟐)가 F(f) 또는 G(f)로 대응되어야 함을(위 사상이 𝒜×{0}에 있는지 𝒜×{1}에 있는지에 따라) 알려주며, 사상 (idA,0≤1)을 지정하는 것은 A번째 성분을 지정하는 것과 마찬가지입니다. 그렇다면 자연성은 어디서 들어오는 것입니까?

위의 논의는 일반적으로 범주들의 곱으로 옮겨집니다: 일반적인 사상 (f,g)=(f,id)∘(id,g)=(id,g)∘(f,id)를 얻기 위해서는 실제로 (f,id)와 (id,g) 사상만 생각하면 됩니다.










문제 68B.


𝒜를 사상이 집합들 사이의 전단사인 유한집합들의 범주라고 합시다. A∈𝒜에 대해, F(A)를 A의 순열들의 집합, G(A)를 A 위의 순서들의 집합이라고 합시다.666순열이란 전단사 A→A이고, 순서란 전단사 {1,…,n}→A이며, 여기서 n은 A의 크기입니다.


	(a)

F와 G를 함자 𝒜→𝖲𝖾𝗍로 확장하십시오.




	(b)

모든 A에 대해 F(A)≅G(A)임을 보이되, 이 동형사상은 자연스럽지 않음을 보이십시오.













문제 68C (요네다 보조정리 증명하기).


정리 68.7.5의 맥락에서:


	(a)

기술된 사상이 실제로 전단사임을 증명하십시오. (이를 위해서는 아마 역사상을 명시적으로 써 내려가야 할 것입니다.)




	(b) ††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

이 전단사가 실제로 자연스러움을 증명하십시오. (이는 장황하지만 어렵지는 않습니다. 처음부터 끝까지 할 수 있는 일은 오직 하나뿐입니다.)
















장 69 범주에서의 극한 (작성 예정)


범주론 장의 초반부에서 여러 화살표를 그려 곱을 구성하는 훌륭한 방법을 살펴보았습니다. 이 개념은 엄청나게 일반화될 수 있음이 밝혀졌으며, 여기서 그 맛보기를 보여드리고자 합니다.




이 장을 전개하기 위해 [LEI14]의 접근법을 따릅니다.




작성 예정: 서론을 작성하십시오





69.1 등화자


대표적인 예: f,g:X→Y의 등화자는 f(x)=g(x)를 만족하는 점들의 집합입니다.




두 집합 X와 Y, 그리고 사상 X→f,gY가 주어졌을 때, 우리는 이들의  등화자를 다음과 같이 정의합니다




	
	{x∈X∣f(x)=g(x)}.
	





우리는 이것을 정의하는 범주론적인 방법도 원합니다.




두 대상 X와 Y가 있고, 이들 사이에 두 사상 f와 g가 있다고 합시다:

XYfg
이 도식 위의 원뿔은 대상 A와 X, Y 위의 화살표로 이루어지며, 이는 도식을 가환하게 만듭니다. 다음과 같습니다.

AXYqf∘q=g∘qfg
[LEI14]에 따라, 우리는 이 원뿔을  포크라고 부릅니다. 이 이름은 A→X⇉Y를 한 줄로 나란히 쓸 때 얻어지는 모양에서 유래합니다. 다만 원뿔로서의 성질을 강조하기 위해, 그림에서는 포크를 구부려 그렸습니다.




사실상, Y 위의 화살표는 단지 f∘q=g∘q를 강제할 뿐입니다. 어쨌든,  등화자란 f와 g의 “보편적 포크”입니다: 이는 대상 E와 사상 E→𝑒X로서, 각 A→𝑞X에 대해 다음 도식이

AEXY∃!hqefg
유일한 A→ℎE에 대해 가환이 됩니다. 다시 말해, 위와 같은 임의의 사상 A→𝑞X는 E를 통해 유일하게 분해되어야 합니다.




여기서도 점선 화살표는 생략할 수 있으며, 앞서와 마찬가지로 등화자는 존재하지 않을 수도 있습니다. 하지만 존재하는 경우에는 다음과 같습니다.





연습문제 69.1.1.


E→𝑒X와 E′→e′X가 등화자라면, E≅E′임을 보이십시오.








예제 69.1.2 (등화자의 예시).



	(a)

𝖲𝖾𝗍에서, X→f,gY가 주어지면 등화자 E는 E={x∣f(x)=g(x)}로 구현될 수 있으며, 포함사상 e:E↪X가 그 사상이 됩니다. 관례적으로, 남용하여 흔히 E 자체를 등화자라고 부르겠습니다.




	(b)

𝖳𝗈𝗉, 𝖦𝗋𝗉에서도 마찬가지입니다. 적절한 구조가 보존되는지 확인해야 합니다(e.g. {ϕ(g)=ψ(g)∣g∈G}가 군임을 확인해야 합니다).




	(c)

특히, 준동형사상 ϕ:G→H가 주어지면, 포함사상 kerϕ↪G는 ϕ:G→H와 자명한 준동형사상 G→H에 대한 등화자입니다.












(c)에 따르면 등화자는, 𝖦𝗋𝗉에서의 자명한 준동형사상처럼 특별히 지정된 ”자명한 사상”이 존재할 경우 핵의 개념에 다가갈 수 있게 해줍니다. 이 개념은 아벨 범주에 관한 장에서 자세히 다루겠습니다.







69.2 당겨오기 사각형 (작성 예정)


작성 예정: 저에게 편지를 써 주십시오.




좋은 예시: (−3,1)과 (−1,3) 위의 미분가능 함수





예제 69.2.1.








69.3 극한


우리는 Xi의 이산 집합 위의 원뿔(곱을 얻기 위해)과 화살표 쌍 위의 원뿔(포크를 얻기 위해)을 정의했습니다. 대상과 화살표로 이루어진 임의의 일반적인  도식 위에서도 원뿔을 정의할 수 있음이 밝혀졌습니다. 이때 각 대상으로 향하는 A로부터의 사영을 지정하고, A로부터의 사영들이 도식 안의 화살표들과 가환할 것을 요구합니다.




이제 원뿔이 보편적이기를 요구하면, 매우 일반적인  극한의 정의를 얻게 됩니다. 언제나처럼, 이들은 유일한 동형사상까지 유일합니다. 같은 방식으로 쌍대 개념인  쌍대극한도 정의할 수 있습니다.







69.4 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 69A (등화자는 단사 사상입니다).


임의의 도식 X⇉Y의 등화자가 단사 사상임을 보이십시오.







밀어내기 정사각형은 텐서곱을 줍니다




p진




상대 중국인의 나머지 정리!!








장 70 아벨 범주


이 장에서는 좀 더 친숙한 개념들을 범주론적 언어로 번역하겠습니다. 이를 위해서는 우리의 범주에 대한 몇 가지 추가적인 가정이 필요하며, 그 정점에는 이른바 “아벨 범주”의 정의가 있습니다. 이것이 끝나면, “도식 추적”이라는 것이 무엇에 관한 것인지 말씀드릴 수 있을 것입니다.




이 장 전체에서 “↪”는 단사 사상을 나타내는 데, “↠”는 전사 사상을 나타내는 데 사용됩니다.





70.1 영 대상, 핵, 여핵, 그리고 상


대표적인 예: 𝖦𝗋𝗉에서, 자명군과 준동형사상이 영 대상과 영 사상입니다. G, H가 아벨 군이면 ϕ:G→H의 여핵은 H/imϕ입니다.




범주의  영 대상은 시작 대상이면서 동시에 끝 대상인 대상 0이며, 물론 유일한 동형사상까지 유일합니다. 예를 들어, 𝖦𝗋𝗉에서 영 대상은 자명군이고, 𝖵𝖾𝖼𝗍k에서는 한 점으로 이루어진 0차원 벡터 공간이며, 그런 식으로 계속됩니다.





질문 70.1.1.


𝖲𝖾𝗍과 𝖳𝗈𝗉에는 영대상이 없음을 보이십시오.







이 장의 나머지 부분에서는 모든 범주가 영대상을 갖는다고 하겠습니다.




영대상을 갖는 범주 𝒜에서, 임의의 두 대상 A와 B는 따라서 특별한 사상을 하나 갖습니다




	
	A→0→B
	





이는  영 사상이라 불리며 마찬가지로 0으로 표기됩니다. 예를 들어 𝖦𝗋𝗉에서 이는 자명한 준동형사상입니다.




이제 다음과 같이 정의할 수 있습니다:





정의 70.1.2.


사상 A→𝑓B를 생각해봅시다.  핵은 이 사상과 사상 A→0B의 등화자로 정의됩니다. 따라서 이는 다음을 만족하는 사상 kerf:Kerf↪A입니다.

KerfAB0kerff
가 가환하며, 게다가 같은 성질을 갖는 다른 어떤 사상도 Kerf를 통해 유일하게 분해됩니다(즉 이 성질에 대해 보편적입니다). 문제 69A에 의해 kerf는 단사 사상이며, 이것이 “↪”의 사용을 정당화합니다.







우리는 사상을 나타내는 데 kerf를, 대상을 나타내는 데 Kerf를 사용하고 있음에 주목하십시오. 마찬가지로 쌍대 개념인 여핵을 정의합니다:





정의 70.1.3.


사상 A→𝑓B를 생각해 봅시다. f의  여핵은 다음을 만족하는 사상 cokerf:B↠Cokerf입니다

ABCokerff0cokerf
가 가환하며, 게다가 같은 성질을 갖는 다른 어떤 사상도 Cokerf를 통해 유일하게 분해됩니다(즉 이 성질에 대해 보편적입니다). 따라서 이는 이 사상과 사상 A→0B의 “쌍대등화자”입니다. 문제 69A의 쌍대에 의해 cokerf는 전사 사상이며, 이것이 “↠”의 사용을 정당화합니다.







사상 A→𝑓B의 여핵을 “f의 상으로 나눈 B”라고 생각하십시오.





예제 70.1.4 (여핵).


사상 ℤ/6ℤ→D12=⟨r,s∣r6=s2=1,rs=sr−1⟩을 생각해 봅시다. 그러면 𝖦𝗋𝗉에서 이 사상의 여핵은 D12/⟨r⟩≅ℤ/2ℤ입니다.







준동형사상의 상이 일반적으로 공역에서 정규가 아닐 수 있으므로, 이는 항상 우리가 원하는 대로 되지는 않습니다. 그럼에도 불구하고 이를 이용하여 다음을 정의할 수 있습니다:





정의 70.1.5.


A→𝑓B의  상은 cokerf의 핵입니다. 이를 Imf=Ker(cokerf)로 표기합니다. 이로부터 유일한 사상 imf:A→Imf가 주어집니다.







이것이 존재할 때, 이는 우리의 구체적인 “상”의 개념과 일치합니다. 그림으로 나타내면:

ABImfCokerf∃!f0cokerf0
Imf의 보편성에 의해, 전체 도식을 가환하게 만드는 유일한 사상 imf:A→Imf가 존재함을 알 수 있음에 주목하십시오.







70.2 가법 범주와 아벨 범주


대표적인 예: 𝖠𝖻, 𝖵𝖾𝖼𝗍k, 또는 더 일반적으로 𝖬𝗈𝖽R.




이제 가법 범주와 아벨 범주의 개념을 정의할 수 있으며, 이는 이 개념이 가장 유용하게 쓰이는 범주의 유형입니다.





정의 70.2.1.


가법 범주 𝒜란 다음을 만족하는 것입니다:


	•

𝒜는 영대상을 가지며, 임의의 두 대상은 곱을 가집니다.




	•

더 중요한 것은: 모든 Hom𝒜(A,B)가 (가법적으로 표기된) 아벨 군을 이루며, 합성이 덧셈에 대해 분배된다는 것입니다:




	
	(g+h)∘f=g∘f+h∘f그리고f∘(g+h)=f∘g+f∘h.
	





영 사상이 각 군의 항등원 역할을 합니다.












요컨대:


가법 범주에서는 두 사상을 더할 수 있습니다.



어차피 이는 원소에 대해 이야기할 수 없는 상황에서 유일하게 말이 되는 정의입니다.





정의 70.2.2.


아벨 범주 𝒜란 임의의 사상 A→𝑓B에 대해 다음과 같은 추가적인 성질을 갖는 것입니다,


	•

핵과 여핵이 존재하고,




	•

사상이 상을 통해 인수분해되어 im(f)가 전사 사상이 되는 것입니다.






그러면, 이는 다음 도식을 낳습니다

Ker(f)Im(f)Coker(f)ABker(f)im(f)fcoker(f)







예제 70.2.3 (아벨 범주의 예시).



	(a)

𝖵𝖾𝖼𝗍k, 𝖠𝖻는 아벨 범주이며, 여기서 f+g는 통상적인 의미를 가집니다.




	(b)

이를 일반화하면, R-가군의 범주 𝖬𝗈𝖽R은 아벨 범주입니다.




	(c)

𝖦𝗋𝗉는 가법 범주조차 되지 못하는데, 사상 쌍에 교환 가능한 덧셈을 부여할 방법이 없기 때문입니다.












이제부터는 가법 범주는 기본적으로 잊어도 되며, 우리는 아벨 범주에서 작업하게 될 것입니다.




일반적으로, 어떤 범주가 아벨 범주라고 가정하면, 이러한 핵, 여핵, … 이 가질 것으로 기대하는 모든 성질이 실제로 성립합니다. 예를 들면,





명제 70.2.4 (단사 사상 ⇔ 자명한 핵).


사상 A→𝑓B가 단사 사상인 것은 그 핵이 0→A인 것과 동치입니다. 쌍대적으로, A→𝑓B가 전사 사상인 것은 그 여핵이 B→0인 것과 동치입니다.








증명.


쉬운 방향은 다음과 같습니다:






연습문제 70.2.5.


A→𝑓B가 단사 사상이면 0→A가 핵임을 보이십시오. (이는 비아벨 범주에서도 성립합니다.)







물론 핵은 동형사상까지 유일하므로, 단사 사상 ⟹ 0 핵입니다. 반대로, 0→A가 A→𝑓B의 핵이라고 가정합시다. 이를 위해 이제 기저 준동형사상들의 군 구조를 활용할 수 있습니다. 다음 도식을 가정합시다.

ZABghf
가환이라고 가정합시다. 그러면 (g−h)∘f=g∘f−h∘f=0이 되어, 우리는 가환 도식에 도달하게 됩니다.

ZABg−h0f
그러나 0→A가 핵이므로 g−h가 0을 통해 인수분해되며, 따라서 g−h=0⟹g=h이고, 이는 곧 f가 단사 사상임을 뜻합니다. ∎







명제 70.2.6 (동형사상 ⇔ 단사 사상이면서 전사 사상).


아벨 범주에서, 어떤 사상이 동형사상인 것과 그것이 단사 사상이면서 전사 사상인 것은 동치입니다.







증명.


생략합니다. (뒤에서 제시되는 미첼 매장 정리는 어차피 작은 부분 범주를 살펴봄으로써, 우리가 관심을 갖는 대부분의 상황에 대해 이를 함의합니다.) ∎








70.3 완전열


대표적인 예: 0→G→G×H→H→0은 완전합니다.




완전열은 호몰로지 군에 대해 배우기 전까지는 극도로 동기가 부족해 보일 것인데, 호몰로지 군은 완전열이 등장하는 가장 자연스러운 곳 중 하나입니다. 이를 감안하면, 호몰로지 군에 관한 장을 이 장과 동시에 읽어보는 것이 도움이 될 수 있습니다.




먼저, 일반적인 범주론적 정의의 동기를 제공하기 위해 군에 대한 정의를 서술하겠습니다. 다음과 같은 군의 열은




	
	G0→f1G1→f2G2→f3…→fnGn
	





fk의 상이 fk+1의 핵일 때 Gk에서 완전이라고 합니다. 수열 전체가 k=1,…,n−1에서 완전이면 그 수열 전체가 완전이라고 합니다.





예제 70.3.1 (완전열).



	(a)

다음 열은




	
	0→ℤ/3ℤ↪×5ℤ/15ℤ↠ℤ/5ℤ→0
	





완전합니다. 사실, 0→G↪G×H↠H→0은 일반적으로 완전합니다. (여기서 0은 자명군을 나타냅니다.)




	(b)

군에 대해, 사상 0→A→B가 완전한 것은 A→B가 단사인 것과 동치입니다.




	(c)

군에 대해, 사상 A→B→0이 완전한 것은 A→B가 전사인 것과 동치입니다.












원형적인 예시를 살펴보면, 사실  짧은 완전열(0→A→B→C→0 형태의 완전열)은 세상에서 가장 자연스러운 것입니다:


이는 기본적으로 그저 방정식 C=B/A일 뿐입니다.



“짧은 완전열 0→A→B→C→0이 존재한다”는 표현을 볼 때마다, 이를 머릿속으로 “C≅B/A”로 번역할 수 있습니다. 다만 약간의 차이가 있습니다: 군은 숫자보다 더 많은 구조를 가지므로, 이 열은 사상에 대한 정보도 담고 있습니다 — A를 B의 부분군으로 식별하는 사상, 그리고 C를 몫군 B/A로 식별하는 사상 말입니다.





예제 70.3.2 (더 많은 완전열).



	(a)

다음 열은




	
	0→ℤ→×3ℤ→ℤ/3ℤ→0
	





짧게 완전합니다.




	(b)

다음도 마찬가지입니다




	
	0→ℤ→×5ℤ→ℤ/5ℤ→0.
	










보시다시피, “C≅B/A”라는 서술된 방정식은 완전히 정확하지는 않으며, C가 무엇인지를 결정하는 데에는 사상 A→B도 중요합니다. 이는 흔히 쓰이는 표기법도 설명해줍니다: 사상 ℤ→×3ℤ의 상은 보통 3ℤ로 표기되며, 따라서 ℤ/3ℤ=ℤ3ℤ입니다.







이제, 이 정의를 일반적인 아벨 범주 𝒜에서 모방하고자 합니다. 그러므로, A→𝑓B→𝑔C가 완전할 때에 대한 기준을 적어봅시다. 우선 g∘f=0이어야 하는데, 이는 im(f)⊆ker(g)라는 사실을 나타냅니다. 관련된 모든 대상을 추가하면, 아래의 가환 도식을 얻습니다.

ACBImfKergf0imfgι∃!0
여기서 사상 A↠Imf는 전사 사상인데, 𝒜가 아벨 범주라고 가정하고 있기 때문입니다. 따라서, 다음이 성립합니다




	
	0=(g∘ι)∘imf=g∘(ι∘imf)=g∘f=0
	





하지만 imf가 전사 사상이므로, 이는 g∘ι=0을 의미합니다. 그러므로 유일한 사상 Imf→Kerg가 존재하며, 우리는 이 도식이 가환할 것을 요구합니다. 요컨대,





정의 70.3.3.


𝒜를 아벨 범주라 합시다. 다음 열은




	
	…→An−1→fnAn→fn+1An+1→…
	





fn+1∘fn=0이고 표준 사상 Imfn→Kerfn+1이 동형사상이면 An에서  완전합니다. 전체 열은 각 Ai에서 완전하면 완전합니다. (유한열의 경우 맨 처음과 맨 마지막 대상에는 조건을 부과하지 않습니다.)








연습문제 70.3.4.


이전과 마찬가지로, 0→A→B가 완전열인 것 ⇔ A→B가 단사 사상인 것임을 보이십시오.










70.4 프레이드-미첼 매장 정리


이제 프레이드-미첼 매장 정리를 소개하는데, 이는 본질적으로 임의의 아벨 범주가 구체적인 범주로 실현될 수 있음을 말합니다.





정의 70.4.1.


범주는 obj(𝒜)가 (클래스가 아니라) 집합일 때, 즉 ”𝒜의 모든 대상들의 집합”이 존재할 때  작다고 합니다. 예를 들어, 𝖲𝖾𝗍은 모든 집합들의 집합이 존재하지 않으므로 작지 않습니다.








정리 70.4.2 (프레이드-미첼 매장 정리).


𝒜를 작은 아벨 범주라 합시다. 그러면 (1을 가지지만 가환이 아닐 수도 있는) 환 R과, 왼쪽 R-가군의 범주로 가는 충만하고 충실하며 완전한 함자가 존재합니다.







여기서 함자는 완전열을 보존할 때  완전하다고 합니다. 이 정리가 좋은 이유는 다음을 의미하기 때문입니다.


임의의 아벨 범주에서 성립하는 온갖 이상한 정의들을 대체로 잊어버릴 수 있습니다.



아벨 범주에 관한 명제를 마주할 때는 언제나, 단사/전사/핵/상/완전 등이 여러분의 기존 개념과 일치하는 ”구체적인” 범주에 대해서만 증명하면 충분합니다.





비고 70.4.3.


”작다”는 조건은 𝒜의 대상들이 실제로 집합을 이루도록 요구하는 기술적 장애물입니다. 저는 이 구별을 무시하겠는데, 충분한 집합론적 기교를 부리면 이를 거의 항상 우회할 수 있기 때문입니다.







예를 들어, 다음을 증명해 봅시다.





보조정리 70.4.4 (짧은 다섯 개 보조정리).


아벨 범주에서 다음의 가환 도식을 생각합시다.

0ABC00A′B′C′0pα≅qβγ≅p′q′
위쪽과 아래쪽 행이 완전하다고 가정합시다. α와 γ가 동형사상이면, β도 동형사상입니다.







증명.


우리는 β가 전사 사상임을 증명합니다 (단사 사상을 얻는 증명도 비슷합니다). 매장 정리에 의해 이 범주를 어떤 R에 대한 R-가군으로 취급할 수 있습니다. 이는 우리 범주를 R-가군으로 구체적으로 해석하여 그림 속 원소들을 이리저리 옮기는, 이른바 ”도식 추적”을 할 수 있게 해줍니다.




b′를 B′의 원소라 합시다. 그러면 c′≔q′(b′)∈C′이고, γ가 전사이므로 γ(c)=c′인 c가 있으며, 마지막으로 q(b)=c인 b∈B가 있습니다. 그림:

b∈Bc∈Cb′∈B′c′∈C′qβγ≅q′
그런데 β(b)=b′가 반드시 성립하는 것은 아닙니다. 하지만 도식이 가환이므로 적어도 다음이 성립합니다.




	
	q′(b′)=q′(β(b))
	





따라서 b′−β(b)∈Kerq′=Imp′이고, p′(a′)=b′−β(b)인 a′∈A′가 존재합니다. 이제 α를 이용하여 이를 a∈A로 끌어올립니다. 그림:

a∈Ab∈Ba′∈A′b′−β(b)∈B′0∈C
그러면 다음을 얻습니다.




	
	β(b+p(a))=βb+βpa=βb+p′αa=βb+(b′−βb)=b′
	





따라서 b′∈Imβ이며, 이로써 β가 전사임의 증명이 완성됩니다. ∎





일반적으로, (매장 정리를 사용하든 사용하지 않든) 위와 같은 스타일의 증명은 종종 도식 추적이라는 이름으로 불립니다. 이 용어에 정확한 정의가 있는지는 잘 모르겠지만, 다음은 알루피[ALU09]의 인용문입니다.


뱀 보조정리 [문제 70C]를 증명하는 일은 공개적으로 해서는 안 되는 일이며, 다른 사람들이 읽도록 검증의 세부 사항을 적어 두는 것은 악명 높게도 쓸모없습니다. 그 세부 사항들은 본질적으로 모두 자명하지만, 순식간에 표기법의 수렁으로 빠져들게 됩니다. 이러한 증명들은 통틀어 도식 추적이라는 스포츠로 알려져 있으며, 칠판 위 도식의 서로 다른 부분들을 여러 손가락으로 가리키면서 자신이 다루고 있는 원소들을 소리 내어 말하고 그것들의 운명을 진술하는 방식으로 가장 잘 수행됩니다.









70.5 긴 완전열 쪼개기


대표적인 예: 제1 동형사상 정리.




실제로, 임의의 완전열은 짧은 완전열들로 나뉜다는 것이 밝혀집니다. 이는 다음에 의존합니다:





명제 70.5.1 (아벨 범주에서의 ”제1 동형사상 정리”).


A→𝑓B를 아벨 범주의 사상이라 합시다. 그러면 다음과 같은 완전열이 존재합니다




	
	0→Kerf→kerfA→imfImf→0.
	












예제 70.5.2.


아벨 범주의 두 가지 예시에서 이 정리를 분석해 봅시다:


	(a)

아벨 군의 범주에서, 이는 본질적으로 제1 동형사상 정리입니다.




	(b)

범주 𝖵𝖾𝖼𝗍k에서, 이는 계수-퇴화차수 정리, 정리 9.7.7에 해당합니다.












따라서, 임의의 완전열은 다음과 같이 짧은 완전열들로 나뉠 수 있습니다

0000CnCn+2…An−1AnAn+1…Cn−1Cn+10000fn−1fnfn+1
여기서 모든 k에 대해 Ck=imfk−1=kerfk입니다.







70.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 70A (네 보조정리).


아벨 범주에서, 다음 가환 도식을 고려합시다

ABCDA′B′C′D′pαqβrγδp′q′r′
여기서 첫 번째와 두 번째 행은 완전합니다. α가 전사 사상이고, β와 δ가 단사 사상이면, γ가 단사 사상임을 증명하십시오.


풀이. γ(c)=0인 c∈C가 있다고 합시다. c=0임을 보이겠습니다. 이는 다음과 같은 도식 추적으로 진행됩니다:


	•

0=r′(γ(c))=δ(r(c))임에 유의하십시오. δ가 단사이므로, r(c)=0이 따라 나옵니다.




	•

위쪽 행이 완전하므로, 어떤 b∈B에 대해 c=q(b)가 따라 나옵니다.




	•

그러면 q′(β(b))=0이므로, b′=β(b)라 하면 b′∈ker(q′)입니다. 아래쪽 행이 완전하므로, p′(a′)=b′인 a′가 존재합니다.




	•

α가 전사이므로, α(a)=a′인 a∈A가 존재합니다.




	•

β가 단사이므로, p(a)=b가 따라 나옵니다.




	•

위쪽 행이 완전하고, b가 p의 상에 속하므로, 필요한 대로 0=q(b)=c가 따라 나옵니다.















문제 70B (다섯 보조정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

아벨 범주에서, 다음 가환 도식을 고려합시다

ABCDEA′B′C′D′E′pαqβ≅rγsδ≅εp′q′r′s′
여기서 두 행은 완전하고, β와 δ는 동형사상이며, α는 전사 사상이고, ε는 단사 사상입니다. γ가 동형사상임을 증명하십시오.








문제 70C (뱀 보조정리).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

아벨 범주에서, 다음 도식을 고려합시다

ABC00A′B′C′fagbcf′g′
여기서 첫 번째와 두 번째 행은 완전열입니다. 다음과 같은 완전열이 존재함을 증명하십시오




	
	Kera→Kerb→Kerc→Cokera→Cokerb→Cokerc.
	












문제 70D (아벨 범주가 아닌 가법 범주).


다음과 같은 범주를 고려합시다:


	•

대상은 A가 B의 부분군인 아벨 군의 쌍 (B,A)입니다.




	•

사상 (B,A)→(B′,A′)은 fimg(A)⊆A′을 만족하는 사상 f:B→B′입니다.






(이는 장 73에서 본 𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉 범주와 유사하다고 생각할 수 있습니다. 여기서는 범주를 가법적으로 만들기 위해 아벨 군을 사용합니다.)




이 범주는 아벨 군의 짧은 완전열 0→A→B→B/A→0의 범주로 동등하게 볼 수 있습니다.




사상 (X,0)→(X,X)가 단사 사상이자 전사 사상이지만 동형사상은 아님을 보이십시오. 이 범주가 아벨 범주가 아니라는 결론을 내리십시오.
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장 71 특이 호몰로지


이제 π1(X)를 정의했으므로, 같은 개념을 포착하는 두 번째 방법인 H1(X)로 관심을 돌리겠습니다. 그런 다음 n≥2에 대해 Hn(X)를 정의하겠습니다. Hn 군의 좋은 점은, πn 군과 달리 실제로 계산하기가 훨씬 쉽다는 것입니다. 단점은 그 정의에 상당히 많은 준비가 필요하며, ”대수적 위상수학”의 ”대수적” 부분이 훨씬 더 기술적이 된다는 것입니다.





71.1 단체와 경계


대표적인 예: ∂[v0,v1,v2]=[v0,v1]−[v0,v2]+[v1,v2].




먼저 가장 기본적인 것부터 시작하겠습니다.





정의 71.1.1.


표준 n-단체는 Δn으로 표기하며, 다음과 같이 정의됩니다.




	
	{(x0,x1,…xn)∣xi≥0,x0+⋯+xn=1}.
	





따라서 이것은 몇몇 꼭짓점 [v0,…,vn]의 볼록 껍질입니다. 곧 명확해질 이유로 인해 꼭짓점의 순서 v0, …, vn을 유지하고 있음에 유의하십시오.




위상 공간 X가 주어졌을 때,  특이 n-단체는 사상 σ:Δn→X입니다.








예제 71.1.2 (특이 단체).



	(a)

Δ0=[v0]는 단지 하나의 점이므로, X의 특이 0-단체는 단지 X의 한 점입니다.




	(b)

Δ1=[v0,v1]은 하나의 구간이므로, X의 특이 1-단체는 단지 X의 경로입니다.




	(c)

Δ2=[v0,v1,v2]는 정삼각형이므로, X의 특이 2-단체는 X 안의 ”원판”처럼 보입니다.






다음은 공간 X 안에서 세 가지 모두를 나타낸 그림입니다.

[image: 도표]
화살표가 꼭 필요한 것은 아니지만, 꼭짓점의 ”순서”를 추적하는 데 도움이 되도록 포함했습니다. 이는 곧 유용하게 쓰일 것입니다.







이제 스토크스 정리를 논할 때와 매우 비슷한 작업을 하겠습니다. 특이 n-단체에 경계 ∂ 연산자를 부여하겠습니다. 이를 통해 n-단체의 형식적 선형합 ∑kakσk를 얻게 되는데, 이를  n-사슬이라고 부릅니다.




이 경우





정의 71.1.3.


꼭짓점이 [v0,…,vn]인 특이 n-단체 σ가 주어졌을 때, 모든 i에 대해 (n−1)-단체 [v0,…,vi−1,vi+1,…,vn]이 있음에 유의하십시오.  경계 연산자 ∂은 다음과 같이 정의됩니다.




	
	∂(σ)≔∑i(−1)i[v0,…,vi−1,vi+1,…,vn].
	





경계 연산자는 그런 다음 n-사슬로 선형적으로 확장됩니다.




	
	∂(∑kakσk)≔∑ak∂(σk).
	





관례상, 0-사슬은 빈 경계를 가집니다.








예제 71.1.4 (경계 연산자).


예제 71.1.2에 나타낸 사슬들을 생각해 봅시다. 그러면


	(a)

∂σ0=0.




	(b)

∂(σ1)=[v1]−[v0]: 이는 점 v1에 대응하는 0-사슬과 점 v0에 대응하는 0-사슬의 ”차”입니다.




	(c)

∂(σ2)=[v0,v1]−[v0,v2]+[v1,v2]; 즉, 이는 σ2의 ”변”을 이루는 세 방향 화살표의 합으로 생각할 수 있습니다.




	(d)

다시 경계를 취하면 다음을 얻는다는 점에 주목하십시오.




	
	∂(∂(σ2))
	=∂([v0,v1])−∂([v0,v2])+∂([v1,v2])
	





	
	
	=([v1]−[v0])−([v2]−[v0])+([v2]−[v1])
	





	
	
	=0.
	
















∂2=0이라는 사실은 물론 우연이 아닙니다.





정리 71.1.5 (∂2=0).


임의의 사슬 c에 대해, ∂(∂(c))=0입니다.







증명.


문제 45B와 본질적으로 동일합니다: 이는 그저 여러 개의 ∑ 기호를 써 내려가는 문제일 뿐입니다. 성실한 독자라면 직접 계산을 시도해 보셔도 좋습니다. ∎






비고 71.1.6.


미분 형식을 적분하는 데 사용되는 사슬과 호몰로지에서의 사슬 사이의 기묘한 유사성은 우연이 아닙니다. 훨씬 나중에 다룰 드람 코호몰로지가 이 관계를 명시적으로 밝혀 줄 것입니다.










71.2 특이 호몰로지 군


대표적인 예: 아마도 Hn(Sm)일 것이며, 특히 m=n=1인 경우일 것입니다.




X를 위상 공간이라 하고, Cn(X)를 앞서 정의한 X의 n-사슬들의 자유 아벨 군이라 합시다. 위에서 한 작업으로부터 경계 연산자 ∂을 얻게 되므로, 다음과 같은 사상들의 열을 갖습니다




	
	…→∂C3(X)→∂C2(X)→∂C1(X)→∂C0(X)→∂0
	





(여기서 0은 자명군을 나타내는 데 사용하고 있으며, 이는 아벨 군에 대한 표준 표기법입니다.) 이를  특이 사슬 복합체라 부르겠습니다.




이제, 이것이 공간의 구멍을 어떻게 탐지할 수 있게 해 줄까요? 그 이유를 보기 위해, 빨간색으로 그려진 1-사슬 c를 가진 환형(annulus)을 살펴봅시다:

[image: 도표]
다음에 주목하십시오




	
	∂c=([v1]−[v0])−([v2]−[v0])+([v2]−[v1])=0
	





그러므로 이 1-사슬 c는 자명한 경계를 가지므로 ”사이클(cycle)”이라고 말할 수 있습니다. 그러나 c 자체는 어떤 2-사슬의 경계도 아닌데, 이는 공간 중심에 구멍이 있기 때문입니다 — c의 내부를 ”채워 넣는” 것이 불가능합니다! 따라서 우리는 다음과 같은 대수적 사실을 통해 구멍을 탐지한 것입니다




	
	c∈ker(C1(X)→∂C0(X))그러나c∉im(C2(X)→∂C1(X)).
	





실제로, 만약 구멍이 존재하지 않았다면 이 명제는 거짓이었을 것입니다.





비고 71.2.1.


호모토피와 호몰로지는 ”구멍”에 대해 다소 다른 개념을 포착한다는 점에 유의하십시오. 예를 들어, T를 토러스라고 합시다. 그러면 모든 사상 S2→T는 널호모토픽(nulhomotopic)이므로 π2(T)는 자명하지만, 명제 72.3.6에서 보게 되듯이 H2(T)≅ℤ입니다.




적어도 n=1인 경우에는, 정리 71.2.7에 따르면 임의의 경로 연결 공간 X와 x0∈X에 대해 H1(X)는 π1(X,x0)의 아벨화가 되며, 이는 기대할 수 있는 최선의 결과에 가깝습니다 — H1(X)는 반드시 아벨 군이어야 하는 반면, π1(X,x0)은 아벨 군일 필요가 없습니다. 그럼에도 불구하고, π1(X,x0)이 자명하지 않으면서 H1(X)가 자명한 경우도 여전히 가능합니다 — 예시는 https://math.stackexchange.com/q/1052414를 참고하십시오.







이 아이디어는 다음과 같이 임의의 차원에서 포착할 수 있습니다.





정의 71.2.2.


다음을 봅시다




	
	…→∂C2(X)→∂C1(X)→∂C0(X)→∂0
	





위와 같습니다. c∈Cn(X)가 다음과 같다고 말합니다:


	•

c∈ker(Cn(X)→∂Cn−1(X))이면  사이클(cycle)이라 하고,




	•

c∈im(Cn+1(X)→∂Cn(X))이면  경계(boundary)라 합니다.






사이클과 경계를 각각 Zn(X),Bn(X)⊆Cn(X)로 표기합니다.111Cn(X)를 사이클을 나타내는 데 쓰지 않는 이유는, 이미 그 표기법이 사용 중이라는 명백한 이유 외에도, 문자 Z가 독일어 단어 ”Zyklus”에서 유래했기 때문입니다.








질문 71.2.3.


표기법에 익숙해지기 위해: Bn과 Zn이 그 자체로 아벨 군이며, Bn(X)⊆Zn(X)⊆Cn(X)임을 확인해 보십시오.







핵심은 이제 다음을 정의할 수 있다는 것입니다:





정의 71.2.4.


n번째 호몰로지 군 Hn(X)는 다음과 같이 정의됩니다




	
	Hn(X)≔Zn(X)/Bn(X).
	












예제 71.2.5 (영번째 호몰로지 군).


위상 공간 X에 대해 H0(X)를 계산해 봅시다. C0(X)를 취하는데, 이는 그저 X의 점들의 형식적 선형합입니다.




먼저 ∂:C0(X)→0의 핵을 생각해보면, ∂의 핵은 공간 C0(X) 전체입니다. 즉, 모든 점이 ”순환”입니다.




그렇다면 경계는 무엇일까요? 핵심 아이디어는 [b]−[a]=0인 것과 a에서 b로 이어지는 1-사슬이 존재하는 것, 즉 a에서 b로 가는 경로가 존재하는 것이 동치라는 점입니다. 특히,




	
	X가 경로 연결됨⟹H0(X)≅ℤ.
	











더 일반적으로, 다음이 성립합니다





명제 71.2.6 (호몰로지 군은 경로 연결 성분으로 분리됩니다).


X=⋃αXα가 경로 연결 성분으로의 분해라면,




	
	Hn(X)≅⨁αHn(Xα).
	





가 성립합니다. 특히, X가 r개의 경로 연결 성분을 가진다면, H0(X)≅ℤ⊕r입니다.







(ℤ⊕r을 보고 놀랐다면, 아벨 군은 ℤ-가군과 같은 것이므로, G, H가 아벨 군일 때 G×H 대신 G⊕H라는 표기를 관용적으로 사용한다는 점을 기억하십시오.)




이제 첫 번째 호몰로지 군을 살펴봅시다.





정리 71.2.7 (후레비치 정리).


X가 경로 연결이라고 합시다. 그러면 H1(X)는 π1(X,x0)의 아벨화입니다.







이를 증명하지는 않겠지만, 예시로부터 대략적으로 확인할 수 있습니다. 군 H1(X)는 π1(X,x0)와 동일한 정보를 담고 있습니다. (Z1(X)에서의) 순환은 π1(X,x0)에서 다뤘던 고리와 같은 것에 대응하며, (B1(X)에서의, 즉 우리가 나누는 대상인) 경계는 정확히 π1(X,x0)에서의 널호모토픽 고리에 해당합니다. 차이점은 H1(X)에서는 고리들이 교환 가능하지만, π1(X,x0)에서는 그렇지 않다는 것입니다.





비고 71.2.8 (여담: 범주론적 해석).


이로부터, 각 (X,x0)에 대해 후레비치 사상 π1(X,x0)→ϕH1(X)가 존재한다고 말할 수 있습니다.




하지만 그 이상의 사실이 있습니다. 이 사상은 자연스러운데, 점을 가진 공간 사이의 사상 h:(X,x0)→(Y,y0)에 대해 다음이

π1(X,x0)π1(Y,y0)H1(X)H1(Y)h♯ϕϕh∗
가환한다는 의미입니다.




범주론의 용어로, ϕ는 π1에서 H1로 가는 자연 변환이라고 말합니다.




이를 달리 표현하면 다음과 같습니다. 우리는 군들의 모임을 가지고 있고




	
	{π1(X,x0)∣(X,x0)점을 가진 공간}
	





그리고




	
	{H1(X)∣(X,x0)점을 가진 공간}
	





이때 자연 변환 ϕ는 준동형사상들의 모임으로 볼 수 있습니다.




	
	{ϕ:π1(X,x0)→H1(X)∣(X,x0)점을 가진 공간}
	





자연성 조건을 만족하는




물론, π1이 함자라는 사실은 정리 65.6.2에서 설명했듯이 {π1(X,x0)∣(X,x0)점을 가진 공간}가 점을 가진 공간으로 색인된 군들의 모임보다 훨씬 더 많은 것을 의미한다는 것을 뜻합니다.








예제 71.2.9 (환면의 첫 번째 호몰로지 군).


구체적인 예를 들기 위해, 위의 환면 X를 생각해봅시다. 우리는 X의 구멍을 한 바퀴 감는 사슬 c를 찾았습니다. 요점은 실제로




	
	H1(X)=⟨c⟩≅ℤ
	





사슬 c, 2c, … 는 H1(X)에서 모두 서로 다르지만, 다른 모든 1-사슬은 이들 중 하나와 동치라는 것입니다. 이는 X가 사실상 S1과 같다는 사실을 담아냅니다.








예제 71.2.10 (S1에서의 명시적인 경계).


X=S1에서, a를 가장 위쪽 점, b를 가장 아래쪽 점이라고 합시다. c를 원의 왼쪽 절반을 따라 a에서 b로 가는 단체, d를 원의 오른쪽 절반을 따라 a에서 b로 가는 단체라고 합시다. 마지막으로, γ를 S1을 반시계 방향으로 한 바퀴 감으며 a에서 자기 자신으로 가는 고리 γ를 나타내는 단체라고 합시다. H1(S1)에서 다음이 성립한다고 주장합니다.




	
	γ=c−d
	





이는 기하학적으로 c−d가 원을 한 바퀴 감는 것을 나타낸다는 뜻이며, (당연히 우리가 예상하는 바입니다).





[image: 도표]





실제로 이는 위 그림에서 확인할 수 있는데, 여기서 우리는 경계가 정확히 γ−c+d인 2-단체를 그렸습니다. 이 그림은 다소 비유적입니다. 실제로는 v0=v1=a이며, 전체 2-단체는 S1 안에 내장되어 있습니다. 특이 호몰로지라는 이름이 붙은 이유가 바로 이것인데, 단체의 상이 때때로 상당히 “특이하게” 보일 수 있기 때문입니다.








예제 71.2.11 (숫자 8 모양 도형의 첫 번째 호몰로지 군).


X8을 생각해봅시다 (예제 65.2.9 참고). 호몰로지와 호모토피 모두 X8 안의 두 고리를 인식하며, 이들을 a와 b라고 부릅시다. 차이점은 π1(X8,x0)에서는 이 두 고리가 교환하는 것이 허용되지 않는다는 것입니다. π1에서의 군 연산이 ”경로를 이어붙이는” 것이기 때문에 ab≠ba입니다. 하지만 호몰로지 군 H1(X)에서는 a와 b를 형식적으로 더해서 1-사슬 a+b를 얻는 방식으로 더합니다. 따라서




	
	H1(X)≅ℤ⊕2한편π1(X,x0)=⟨a,b⟩.
	





입니다.








예제 71.2.12 (S2의 호몰로지 군).


S2, 즉 이차원 구를 생각해 봅시다. 경로 연결되어 있으므로 H0(S2)=ℤ입니다. 또한 π1(S2)가 자명한 것과 같은 이유로 H1(S2)=0입니다. 반면 우리는 다음과 같이 주장합니다.




	
	H2(S2)≅ℤ.
	





H2(S2)의 원소들은 S2를 사면체 모양의 자루로 감싸는 것(또는 두 개의 자루, 세 개의 자루 등)에 대응합니다. 따라서 두 번째 호몰로지 군을 통해 S2의 구형 공동을 감지할 수 있습니다.222비고 71.2.1에서 언급했듯이, π2와 달리 H2는 구형뿐만 아니라 다른 종류의 공동도 감지합니다.







사실 더 일반적으로는 다음이 성립함이 밝혀집니다.




	
	Hn(Sm)≅{ℤn=m또는n=00그렇지 않으면.
	









예제 71.2.13 (수축 가능한 공간).


임의의 수축 가능한 공간 X가 주어지면, 다음이 성립함이 밝혀집니다.




	
	Hn(X)≅{ℤn=00그렇지 않으면.
	





그 이유는 호모토피 군과 마찬가지로 호몰로지 군 역시 호모토피 불변량이기 때문임이 밝혀집니다. (이는 다음 절에서 증명하겠습니다.) 따라서 수축 가능한 X의 호몰로지 군은 한 점 공간의 호몰로지 군과 같으며, 이는 위에서 언급한 것들입니다.








예제 71.2.14 (원환면의 호몰로지 군).


당분간은 증명할 수 없겠지만, 다음이 성립함이 밝혀집니다.




	
	Hn(S1×S1)≅{ℤn=0,2ℤ⊕2n=10그렇지 않으면.
	





1에서의 호몰로지 군은 π1(S1×S1)≅ℤ2이라는 우리가 아는 사실에 대응하며, 2에서의 호몰로지 군은 원환면의 ”공동”을 감지합니다.







이는 아주 멋진 이야기이지만, 실제로 호몰로지 군을 어떻게 계산할 수 있을까요? 이는 다소 긴 이야기가 될 것이며, 실제로 호몰로지 군을 계산할 수 있게 되기까지는 상당한 양의 대수학과 기하학을 다뤄야 합니다. 앞으로는 어떤 것이 순수하게 대수적인지(임의의 사슬 복합체에 대해 성립하는지), 그리고 어떤 부분이 실제로 기하학적으로 참인 사실을 말하고 있는지를 계속 구분해 두는 것이 종종 도움이 될 것입니다.







71.3 호몰로지 함자와 사슬 복합체


앞서 언급했듯이 호몰로지 군은 호모토피 불변량입니다. 이는 함자 π1:𝗁𝖳𝗈𝗉∗→𝖦𝗋𝗉를 만들기 위해 했던 작업과 비슷한 과정이 될 것입니다. 천천히 진행하다가 마지막에 가서야 범주론이라는 커튼을 젖혀 드러내는 대신, 이번에는 시간을 절약하기 위해 처음부터 범주론으로 시작하겠습니다.





정의 71.3.1.


범주 𝗁𝖳𝗈𝗉은 다음과 같이 정의됩니다.


	•

대상: 위상 공간.




	•

사상: 사상 X→Y의 호모토피 동치류.






특히, X와 Y가 호모토피 동치일 때, 오직 그때만 𝗁𝖳𝗈𝗉에서 동형입니다.







이는 𝗁𝖳𝗈𝗉∗와 같지만 기준점이 없다는 점만 다르다는 것을 알 수 있습니다.





정리 71.3.2 (호몰로지는 함자 𝗁𝖳𝗈𝗉→𝖠𝖻입니다).


임의의 특정한 n에 대해, Hn은 함자 𝗁𝖳𝗈𝗉→𝖠𝖻입니다. 특히,


	•

임의의 사상 f:X→Y가 주어지면, 유도된 사상 f∗:Hn(X)→Hn(Y)를 얻습니다.




	•

호모토피 동치인 두 사상 f,g:X→Y에 대해 f∗=g∗입니다.




	•

호모토피 동치인 두 공간 X와 Y는 동형인 호몰로지 군을 가집니다. 즉, f:X→Y가 호모토피 동치이면 f∗:Hn(X)→Hn(Y)는 동형사상입니다.




	•

(여기에 여러분이 좋아하는 함자에 관한 결과를 넣으십시오.)












이를 위해서는 사상 f:X→Y를 취해 사상 Hn(f):Hn(X)→Hn(Y)를 얻는 방법을 기술해야 합니다. 그런 다음 이 사상이 호모토피의 선택에 의존하지 않음을 보여야 합니다. (이는 앞서 f♯에 대해 했던 작업과 유사한 것입니다.) 이번에는 이를 증명하는 것이 훨씬 까다로운 것으로 밝혀지며, 처음에 구축한 사슬 복합체 C∙(X)로 다시 돌아가야 합니다.





71.3.1 사슬 복합체의 대수학


대수학부터 시작해 봅시다. 먼저, 복합체를 임의의 아벨 군의 수열로 일반화한 다음과 같은 추상화를 정의하겠습니다. 사실 이는 (𝖠𝖻𝖦𝗋𝗉뿐만 아니라) 임의의 범주에서 성립합니다. 전략은 다음과 같습니다. 필요한 모든 것을 완전히 추상적으로 정의한 다음, 우리가 원하는 기하학적 개념들이 이 설정에 대응함을 보이겠습니다.





정의 71.3.3.


사슬 복합체는 군 An들과 사상들의 수열입니다.




	
	…→∂An+1→∂An→∂An−1→∂…
	





이때 인접한 두 사상의 합성은 영 사상이 됩니다. 이를 보통 A∙로 표기합니다.




n번째 호몰로지 군 Hn(A∙)은 ker(An→An−1)/im(An+1→An)으로 정의됩니다. 사이클과 경계는 이전과 같은 방식으로 정의됩니다.







이는 분명히 앞서 살펴본 구조를, 원래의 기하학적 맥락에서 완전히 벗어나 대수적으로 일반화한 것에 지나지 않습니다.





정의 71.3.4.


사슬 복합체의 사상(또는 사슬 사상) f:A∙→B∙은 다음 도식이 성립하도록 하는, 모든 n에 대한 사상 fn들의 수열입니다.

…An+1AnAn−1……Bn+1BnBn−1…∂A∂Afn+1∂Afn∂Afn−1∂B∂B∂B∂B
가환입니다. 이 정의 아래에서 사슬 복합체들의 모임은 범주가 되며, 이를 𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑로 표기합니다.







사슬 복합체의 사상 f:A∙→B∙이 주어지면, An의 모든 사이클은 Bn의 사이클로 보내진다는 점에 주목하십시오. 왜냐하면 다음 사각형이

AnAn−1BnBn−1∂Afnfn−1∂B
가환이기 때문입니다. 마찬가지로, An의 모든 경계는 Bn의 경계로 보내집니다. 따라서,


f:A∙→B∙인 모든 사상은 모든 n에 대해 사상 f∗:Hn(A)→Hn(B)를 줍니다.







연습문제 71.3.5.


Hn을 함자 𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑→𝖦𝗋𝗉로 해석하십시오.







다음으로, 두 사상 f와 g가 호모토픽하다는 것이 무엇을 의미하는지 정의하고자 합니다. 그 답은 다음과 같습니다.





정의 71.3.6.


f,g:A∙→B∙이라 합시다. 다음이 성립하도록 하는, 모든 n에 대한 사상 Pn:An→Bn+1을 찾을 수 있다고 가정합시다.




	
	gn−fn=∂B∘Pn+Pn−1∘∂A
	





그러면 P는 f에서 g로의  사슬 호모토피이며, f와 g는  사슬 호모토픽합니다.







이를 그림으로 나타낼 수 있습니다(주의: 대각선의 점선 화살표들은 다른 모든 화살표와 가환하지 않습니다).

…An+1AnAn−1……Bn+1BnBn−1…∂A∂Ag−f∂Ag−fPn∂Ag−fPn−1∂B∂B∂B∂B
정의는, 각 기울어진 ”평행사변형”에서 g−f 화살표가 양변을 따르는 두 합성의 합이 된다는 것입니다.





비고 71.3.7.


이 방정식은 지금으로서는 그것이 올바른 대수적 작용을 한다는 것을 곧 보이려 한다는 사실을 제외하면 전혀 동기가 없어 보일 것입니다. 이 방정식의 유도는 다음 절까지 미뤄둔 기하학적 맥락에서 비롯되며, 그곳에서 ”호모토피”가 자연스럽게 ”사슬 호모토피”를 낳게 됩니다.







이제, 이 정의의 요점은 다음과 같습니다





명제 71.3.8 (사슬 호모토픽 사상은 호몰로지 군에서 동일한 사상을 유도합니다).


f,g:A∙→B∙를 사슬 호모토픽 사상 A∙→B∙라 합시다. 그러면 유도된 사상 f∗,g∗:Hn(A∙)→Hn(B∙)는 각 n에 대해 일치합니다.








증명.


이는 g−f가 호몰로지 군 위에서 영 사상을 준다는 것을 보이는 것과 동치입니다. 다시 말해, An의 모든 사이클이 g−f에 의해 Bn의 경계가 됨을 확인해야 합니다.






질문 71.3.9.


이것이 참임을 확인하십시오. ∎












71.3.2 사슬 복합체의 기하학


이제 위 그림의 기하학적 세부 사항을 채워 넣어 봅시다. 먼저:





보조정리 71.3.10 (공간의 사상 ⟹ 특이 사슬 복합체의 사상).


각 f:X→Y는 사상 Cn(X)→Cn(Y)를 유도합니다.







증명.


다음 합성을 생각해봅시다




	
	Δn→𝜎X→𝑓Y.
	





다시 말해, X의 경로가 Y의 경로가 되는 등입니다. (∂이 관여하는 사각형들이 가환함을 확인하는 것은 어렵지 않습니다; 원한다면 직접 확인해 보십시오.) ∎





이제 우리가 보여야 할 것은 f,g:X→Y가 호모토픽이면 이들이 사슬 호모토픽이라는 것입니다. 사슬 호모토피를 만들어내기 위해서는, 모든 n-단체 X를 Y에서의 (n+1)-사슬로 보내는 사상, 즉 Pn을 정의해야 합니다.




어떻게 이를 해낼 수 있을지 생각해봅시다. n-단체 σ:Δn→X를 취하여 f와 g를 통과시켜봅시다; 아래 그림은 공간 Y로 사상된 1-단체 σ(즉 X에서의 경로)를 나타낸 것입니다. 호모토피란 F(−,0)=f이고 F(−,1)=g를 만족하는 사상 F:X×[0,1]→Y가 존재함을 뜻하며, 그 일부를 아래 Y에 대한 그림에서 회색 화살표로 나타내었습니다.




[image: 도표]



이 그림은 우리가 어떻게 나아가야 할지를 시사합니다: 우리는 지금까지 그려온 1-사슬들로부터 Y 위의 2-사슬을 만들어내고자 합니다. 호모토피 F는 Y 위에 ”사각형” 구조, 즉 v0, v1, w1, w0로 둘러싸인 사각형을 제공합니다. 우리는 이를 두 개의 삼각형으로 나눕니다; 그것이 바로 우리의 2-사슬입니다.




이를 형식적으로 만들기 위해서는 Δ1×[0,1](이는 실제로 사각형입니다)을 취하여 두 개의 삼각형으로 나누면 됩니다. 그런 다음 σ×id를 적용하면 X×[0,1]에서의 2-사슬을 얻게 되고, 마지막으로 F를 적용하면 모든 것이 우리 공간 Y로 사상됩니다. 우리 예제에서 최종 상은 두 개의 삼각형으로 이루어진 2-사슬이며, 이는 우리 그림에서 [v0,w0,w1]−[v0,v1,w1]로 쓸 수 있습니다; 그 경계는 빨강, 초록, 회색으로 주어집니다.




더 일반적으로, n-단체 ϕ=[x0,…,xn]에 대해 이른바 프리즘 연산자 Pn을 다음과 같이 정의합니다. 각 i에 대해 vi=f(xi)이고 wi=g(xi)로 둡시다. 그러면 다음과 같이 정의합니다




	
	Pn(ϕ)≔∑i=0n(−1)i(F∘(ϕ×id))[v0,…,vi,wi,…,wn].
	





이는 앞서의 구성을 n>1인 차원으로 일반화한 것에 불과합니다; 우리는 Δn×[0,1]을 n+1개의 단체로 나누고, ϕ×id에 의해 X로 사상한 다음 전체를 Y로 밀어넣습니다. (−1)i는 ”대각선” 면들이 서로 상쇄되도록 보장합니다.




이제 모든 σ에 대해 다음이 성립함을 주장합니다,




	
	∂Y(Pn(σ))=g(σ)−f(σ)−Pn−1(∂Xσ).
	





그림에서 ∂Y∘Pn은 프리즘 전체의 경계입니다(그림에서 이는 빨강, 초록, 회색 선이 되며, 상쇄되는 대각선 회색은 포함하지 않습니다). g−f는 초록에서 빨강을 뺀 것이고, Pn−1∘∂X는 프리즘의 회색 모서리들을 나타냅니다(v1에서 w0로 가는 대각선은 포함하지 않습니다). 실제로 (그저 여러 개의 ∑ 기호를 적어보는 것만으로도) 위 항등식이 성립함을 확인할 수 있습니다.




그림으로 나타내면:

[image: 도표]



이로써 f에서 g로 가는 사슬 호모토피가 주어지며, 정리 71.3.2의 증명이 완성됩니다.









71.4 사슬 복합체의 더 많은 예시


이제 이 장을 마무리하며 사슬 복합체의 몇 가지 예시를 더 제시하고자 하며, 이는 다음 장에서 위상적 호몰로지 군을 마침내 계산하는 데 사용할 것입니다.





예제 71.4.1 (축소 호몰로지 군).


X가 (공집합이 아닌) 위상 공간이라고 합시다. 표준 특이 복합체를 다음과 같이 증대할 수 있습니다: 이전과 같은 방식을 그대로 사용하되, 끝부분에 ℤ를 추가하여 증대시키며, 다음과 같습니다:




	
	…→C1(X)→C0(X)→𝜀ℤ→0
	





여기서 ε는 점 pi∈X에 대해 ε(∑nipi)=∑ni로 정의됩니다. (0-사슬은 그저 점들의 형식적 합임을 기억하십시오!) 이를  증대 특이 사슬 복합체라 부르고 C~∙(X)로 표기합니다.




이는 무작위적인 일처럼 보일 수 있지만, 우리가 처음 시작했던 정의들을 취하여 ”거꾸로 일반화”함으로써 정당화할 수 있습니다. n-단체는 n+1개의 꼭짓점 [v0,…,vn]으로 주어짐을 기억하십시오. 이는 (−1)-단체가 0개의 꼭짓점, 즉 []로 주어짐을 시사합니다!




표준 n-단체의 정의에 n=−1을 대입해도 같은 결론에 도달합니다. Δ−1은 좌표가 모두 음이 아니며 합이 1인 점들로 이루어진 ℝ0의 부분집합이어야 합니다. 그러한 점은 존재하지 않으므로, Δ−1={}입니다. 따라서 위상 공간 X가 주어졌을 때, X에서의 특이 (−1)-단체는 함수 {}→X여야 합니다. 그러한 함수는 하나 존재합니다: 상이 공집합인 공함수입니다.




즉, 모든 위상 공간 X는 정확히 하나의 (−1)-단체를 가지며, 이를 {}와 동일시합니다. 따라서 (−1)번째 사슬 군 C−1(X)는 하나의 원소로 생성된 자유 아벨 군입니다; 즉 C~−1(X)≅ℤ입니다(여기서 이 동형사상은 {}를 1과 동일시합니다).




경계는 어떨까요? 단체 [v0,…,vn]의 경계를 취하기 위해서는, 각 꼭짓점을 하나씩 제거하고 교대합을 취합니다. 따라서 ∂([v])=[]입니다. 이를 복합체에 선형적으로 확장하면 ∂(∑nipi)=∑ni⋅1을 얻습니다 — 즉 ε는 실제로 경계 연산자가 C~0(X)→∂C~−1(X)인 경우로 일반화된 것에 불과합니다.333n≤−2인 경우는 어떨까요? n-단체는 길이가 (n+1)인 꼭짓점 목록에서 나오므로, (−2)-단체는 길이가 (−1)인 꼭짓점 목록을 필요로 할 것입니다 — 하지만 그런 목록은 존재하지 않습니다. 따라서 (−1)-단체는 하나 존재하지만, (−2)-단체는 0개 존재합니다(n<−2일 때도 마찬가지입니다). 0개의 원소로 생성된 자유 아벨 군은 자명군이므로, C~−2≅𝟎입니다. 특히, ∂([])=0입니다.








질문 71.4.2.


위 사슬의 ℤ에서의 호몰로지는 무엇입니까? (힌트: X가 공집합이 아니어야 합니다.)








정의 71.4.3.


증대 사슬 복합체의 호몰로지 군들을 공간 X의  축소 호몰로지 군 H~n(X)라 부릅니다.




n>0일 때 H~n(X)≅Hn(X)임은 명백합니다. 하지만 n=0일 때, ε에 의한 사상 H0(X)→ℤ는 핵 H~0(X)를 가지므로, H0(X)≅H~0(X)⊕ℤ입니다.







이는 보통 그저 추가적인 편의일 뿐입니다. 예를 들어, 이는 X가 수축가능이면 그 모든 축소 호몰로지 군이 소멸함을 의미하며, 따라서 특별한 n=0인 경우를 계속 신경 쓸 필요가 없게 됩니다.





질문 71.4.4.


앞서 Hn(Sm)에 대해 주장한 내용을 고려할 때, H~n(Sm)은 무엇이어야 합니까?








예제 71.4.5 (상대 사슬군).


X가 위상 공간이고 A⊆X가 부분공간이라고 합시다. 다음과 같이 정의하여 A로 “몫을 취할” 수 있습니다




	
	Cn(X,A)≔Cn(X)/Cn(A)
	





모든 n에 대해 그렇습니다. 따라서 전적으로 A에 포함된 사슬은 자명합니다.




그러면 Cn(X) 위의 보통 ∂이 새로운 사슬 복합체를 생성합니다




	
	…→∂Cn+1(X,A)→∂Cn(X,A)→∂Cn−1(X,A)→∂….
	








이는 ∂이 Cn(A)를 Cn−1(A)로 보내기 때문에 잘 정의됩니다.








정의 71.4.6.


이 상대 사슬 복합체의 호몰로지 군을  상대 호몰로지 군이라 하며 Hn(X,A)로 표기합니다.







하나의 순진한(naïve) 추측은 이것이 Hn(X)/Hn(A)와 같을 수도 있다는 것입니다. 이는 사실이 아니며, 일반적으로는 의미조차 통하지 않습니다. X를 ℝ2로, A=S1을 그 안의 원으로 잡으면, H1(X)=H1(ℝ2)=0이고 H1(S1)=ℤ입니다.




또 다른 추측은 Hn(X,A)가 그저 H~n(X/A)일지도 모른다는 것입니다. 이는 대부분의 합리적인 공간 X와 A에 대해 참으로 밝혀질 것이며, 장 73에서 절제 정리(excision theorem)에 이르렀을 때 논의하겠습니다.





예제 71.4.7 (마이어-비토리스 열).


공간 X가 두 열린집합 U와 V로 덮인다고 합시다. Cn(U+V)를 다음과 같이 정의할 수 있습니다: 각 단체의 상이 전적으로 U에 포함되거나 전적으로 V에 포함되는 사슬들로 구성됩니다.




물론 그러면 ∂은 또 다른 사슬 복합체를 정의합니다




	
	…→∂Cn+1(U+V)→∂Cn(U+V)→∂Cn−1(U+V)→∂….
	











그리하여 다시 한번, 이 복합체에 대한 호몰로지 군을 정의할 수 있으며, 이를 Hn(U+V)로 표기합니다. 놀랍게도 Hn(U+V)≅Hn(X)임이 밝혀질 것입니다.







71.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 71A.


n≥1에 대해 다음 합성이




	
	Sn−1↪Dn→𝐹Sn−1
	





어떠한 연속함수 F에 대해서도 Sn−1 위의 항등사상이 될 수 없습니다.


힌트. n−1번째 호몰로지 군을 취합니다.




풀이. 함자 Hn−1을 적용하면 합성 ℤ→0→ℤ이 항등사상이 되는데, 이는 명백히 불가능합니다.










문제 71B (브라우어르 부동점 정리).


앞선 문제를 이용하여 임의의 연속함수 f:Dn→Dn이 부동점을 가짐을 증명하십시오.


힌트. F를 다음과 같이 구성합니다: x에서 f(x)를 지나는 광선을 그어 경계 Sn−1과 교차시킵니다.













장 72 긴 완전열


이 장에서는 임의의 공간의 호몰로지 군을 계산할 수 있게 해주는 사슬 복합체에 관한 핵심 사실, 이른바 ”긴 완전열”을 소개합니다.




아벨 범주에 대해 읽어보지 않은 분들을 위해: 아벨 군의 사상들의 열은




	
	…→Gn+1→Gn→Gn−1→…
	





임의의 화살표의 상이 다음 화살표의 핵과 같으면  완전합니다. 특히,


	•

사상 0→A→B는 A→B가 단사일 때 그리고 그때만 완전입니다.




	•

사상 A→B→0은 A→B가 전사일 때 그리고 그때만 완전입니다.






(덧붙여서: 호몰로지 군이 모두 자명한 사슬 복합체를 무엇이라고 부르겠습니까?) 짧은 완전열은 0→A↪B↠C→0 형태의 것입니다.





72.1 짧은 완전열과 네 가지 예시


대표적인 예: 상대 수열과 마이어-비토리스 수열.




𝒜=𝖠𝖻𝖦𝗋𝗉라고 합시다. 이미 𝒜에서 사슬 복합체의 사상을 정의했음을 상기하십시오.





정의 72.1.1.


사슬 복합체의 사상이 있다고 합시다




	
	0→A∙→𝑓B∙→𝑔C∙→0
	





아래 도식의 각 행이 짧은 완전이면  짧은 완전이라고 합니다.

⋮⋮⋮0An+1Bn+1Cn+100AnBnCn00An−1Bn−1Cn−10⋮⋮⋮∂A∂B∂Cfn+1∂Agn+1∂B∂Cfn∂Agn∂B∂Cfn−1∂Agn−1∂B∂C







이는 기본적으로 사슬 복합체에 대한 적절한 /의 정의에 대해 C∙=B∙/A∙임을 의미합니다.



이는 절 70.3의 정의와 일치합니다.





예제 72.1.2 (마이어-비토리스 짧은 완전열과 그 증대).


X=U∪V를 열린 덮개라고 합시다. 각 n에 대해 다음을 고려하십시오

Cn(U∩V)Cn(U)⊕Cn(V)Cn(U+V)c(c,−c)(c,d)c+d
(적절한 기저를 취하면) 후자의 사상의 핵이 정확히 첫 번째 사상의 상임을 쉽게 알 수 있습니다. 이는 짧은 완전열을 생성합니다




	
	0→C∙(U∩V)↪C∙(U)⊕C∙(V)↠C∙(U+V)→0.
	












예제 72.1.3 (증대된 마이어-비토리스 열).


다음을 덧붙임으로써 마이어-비토리스 열의 각 사슬 복합체 또한 증대할 수 있습니다

0C0(U∩V)C0(U)⊕C0(V)C0(U+V)00ℤℤ⊕ℤℤ0εε⊕εε
도식의 아래쪽에 덧붙임으로써 증대할 수 있습니다. 다시 말해 위 내용을 다음과 같이 수정합니다




	
	0→C~∙(U∩V)↪C~∙(U)⊕C~∙(V)↠C~∙(U+V)→0
	





여기서 C~∙는 정의 71.4.3에서 정의된 사슬 복합체입니다.








예제 72.1.4 (상대 사슬 짧은 완전열).


Cn(X,A)≔Cn(X)/Cn(A)이므로, 다음과 같은 짧은 완전열을 얻습니다




	
	0→C∙(A)↪C∙(X)↠C∙(X,A)→0
	





모든 공간 X와 부분공간 A에 대해. 이는 증대될 수 있습니다: 다음을 얻습니다




	
	0→C~∙(A)↪C~∙(X)↠C∙(X,A)→0
	





마지막 행을 추가하여

0C0(A)C0(X)C0(X,A)00ℤℤ00.εεid









72.2 호몰로지 군의 긴 완전열


짧은 완전열 0→A∙→𝑓B∙→𝑔C∙→0을 생각해 봅시다. 이제 우리는 호몰로지 군의 유도된 사상을 얻는다는 것을 알고 있습니다. 즉 다음이 있습니다

⋮⋮⋮Hn+1(A∙)Hn+1(B∙)Hn+1(C∙)Hn(A∙)Hn(B∙)Hn(C∙)Hn−1(A∙)Hn−1(B∙)Hn−1(C∙)⋮⋮⋮f∗g∗f∗g∗f∗g∗
하지만 정리에 따르면 이들을 모두 이어 붙여, 각 Hn+1(C∙)을 Hn(A∙)으로 보낼 수 있습니다.





정리 72.2.1 (짧은 완전 ⟹ 긴 완전).


0→A∙→𝑓B∙→𝑔C∙→0을 사슬 복합체의 임의의 짧은 완전열이라고 합시다. 그러면 완전한 다음 수열이 존재합니다

…Hn+2(C∙)Hn+1(A∙)Hn+1(B∙)Hn+1(C∙)Hn(A∙)Hn(B∙)Hn(C∙)Hn−1(A∙)Hn−1(B∙)Hn−1(C∙)Hn−2(A∙)…∂f∗g∗∂f∗g∗∂f∗g∗∂
이를 호몰로지 군의  긴 완전열이라고 부릅니다.







증명.


아주 긴 도식 추적이며, 임의의 아벨 범주에서 성립합니다. (또는 실제로는 뱀 보조정리를 두 번 사용하는 것도 가능합니다.) ∎






비고 72.2.2.


사상 ∂:Hn(C∙)→Hn−1(A∙)은 다음과 같이 명시적으로 쓸 수 있습니다. Hn이 ”경계에 대한 순환”임을 상기하고, 다음 부분 도식을 생각해 봅시다

BnCnAn−1Bn−1Cn−1gn∂B∂Cfn−1gn−1
Cn의 모든 순환을 An−1의 순환으로 보내야 합니다. (그런 다음 수많은 ”잘 정의됨” 문제를 확인해야 하지만, 지금은 이를 제쳐 둡시다.)




c∈Cn이 순환이라고 합시다(즉 ∂C(c)=0). 전사성에 의해, gn(b)=c인 b∈Bn이 존재하며, 이는 아래로 ∂B(b)에 대응됩니다. 이제 ∂B(b)의 gn−1에 의한 상은 정사각형의 가환성에 의해 영이므로, fn−1을 통해 당겨올 수 있어 An−1의 유일한 원소를 얻습니다(Bn−1에서의 완전성에 의해).




요약하면: c에서 a로 가기 위해 우리는 ”왼쪽, 아래, 왼쪽”으로 이동합니다:

bca∂B(b)0gn∂B∂Cfn−1gn−1







연습문제 72.2.3.


복원된 a가 실제로 순환임을, 즉 ∂A(a)=0임을 빠르게 확인해 봅시다. (또 다른 행이 필요하며, ∂B2=0이라는 사실도 필요합니다.)







최종 결론은 다음과 같습니다:


사슬 복합체의 짧은 완전열은 호몰로지 군의 긴 완전열을 줍니다.



특히, 앞서 주어진 네 가지 예를 살펴봅시다.





예제 72.2.4 (마이어-비토리스 긴 완전열, 임시 버전).


마이어-비토리스 열은 X=U∪V가 열린 덮개일 때 다음을 줍니다




	
	…→Hn(U∩V)→Hn(U)⊕Hn(V)→Hn(U+V)→Hn−1(U∩V)→….
	





그리고 그 축약 버전




	
	…→H~n(U∩V)→H~n(U)⊕H~n(V)→H~n(U+V)→H~n−1(U∩V)→….
	











이 버전이 ”임시적”인 이유는 다음 절에서 Hn(U+V)와 H~n(U+V)를 더 나은 것으로 대체할 것이기 때문입니다. 상대 호몰로지 열에 대해서는 다음과 같습니다:





정리 72.2.5 (상대 호몰로지에 대한 긴 완전열).


X를 공간이라 하고, A⊆X를 부분공간이라고 합시다. 다음의 긴 완전열이 있습니다




	
	…→Hn(A)→Hn(X)→Hn(X,A)→Hn−1(A)→….
	





그리고




	
	…→H~n(A)→H~n(X)→Hn(X,A)→H~n−1(A)→….
	











이 수열들의 완전성은 Hn(U+V)나 Hn(X,A)가 어떤 모습인지 무언가 알기만 한다면 Hn(X)에 대해 엄청난 양의 정보를 줄 것입니다. 이것이 다음 장의 목적입니다.







72.3 마이어-피토리스 완전열


대표적인 예: Sm을 두 개의 반구로 나누어 Hn(Sm)을 계산하기




이제 많은 대수학을 다루었으니, 약간의 기하학을 끌어들여야 합니다. Napkin에는 두 가지 주요한 기하학적 결과가 있습니다. 하나는 절제 정리로, 다음 장에서 다룹니다. 다른 하나는 여기서 제시하는 것으로, 마이어-피토리스 완전열을 활용할 수 있게 해줍니다. 증명은 다소 복잡하여 생략하며, 자세한 내용은 [HAT02]를 참고하십시오.




첫 번째 정리는 지금까지 유지해온 Hn(U+V)라는 표기가 불필요하며, 단순히 Hn(X)로 대체할 수 있다는 것입니다:





정리 72.3.1 (열린 덮개 호몰로지 정리).


포함 사상 ι:C∙(U+V)↪C∙(X)를 생각해봅시다. 그러면 ι는 동형사상을 유도합니다




	
	Hn(U+V)≅Hn(X).
	












비고 72.3.2.


사실 이는 두 개의 덮개 U∪V로 이루어진 경우뿐만 아니라, 임의의 (비가산일지라도) 열린 덮개에 대해서도 성립합니다. 하지만 여기서는 예제 72.1.2에 필요한 것이므로, 두 개의 열린집합으로 이루어진 특수한 경우만 서술합니다.







따라서 예제 72.1.2와 위 정리를 함께 사용하면, 모든 Hn(U+V)를 Hn(X)로 대체한 후 다음이 성립함을 알 수 있습니다:





정리 72.3.3 (마이어-피토리스 긴 완전열).


X=U∪V가 열린 덮개라면, 다음과 같은 긴 완전열이 존재합니다




	
	…→Hn(U∩V)→Hn(U)⊕Hn(V)→Hn(X)→Hn−1(U∩V)→….
	





그리고




	
	…→H~n(U∩V)→H~n(U)⊕H~n(V)→H~n(X)→H~n−1(U∩V)→….
	











마침내 우리는 구의 호몰로지 군을 계산할 수 있습니다.





정리 72.3.4 (Sm의 호몰로지 군).


정수 m과 n에 대하여,




	
	H~n(Sm)≅{ℤn=m0그렇지 않으면.
	





생성원 H~n(Sn)은 Sn을 정확히 한 번 덮는 n-세포입니다 (예를 들어, H~1(S1)의 생성원은 S1을 한 번 감는 고리입니다).







증명.


이 문제는 재미있으므로, m=1인 경우만 풀이하고 나머지는 여러분에게 맡기겠습니다. 원 S1을 그림과 같이 두 개의 호 U와 V로 분해합니다:

[image: 도표]
U와 V는 각각 수축 가능하므로, 이들의 축소 호몰로지 군은 모두 소멸합니다. 게다가 U∩V는 두 점과 호모토피 동치이므로, 다음이 성립합니다




	
	H~n(U∩V)≅{ℤn=00그렇지 않으면.
	





이제 다시 짧은 완전열의 다음 부분을 생각해봅시다




	
	…→H~n(U)⊕H~n(V)⏟=0→H~n(S1)→∂H~n−1(U∩V)→H~n−1(U)⊕H~n−1(V)⏟=0→….
	





이로부터 H~n(S1)은 n=1일 때 ℤ이고, 그 외에는 0임을 알 수 있습니다.




이제 H~1(S1)의 생성원을 분석하는 일이 남았습니다. 이 동형사상은 연결 준동형사상 ∂에 의해 주어졌으며, 이는 다음 도식에서 ”왼쪽, 아래, 왼쪽” 절차(비고 72.2.2)로 주어짐에 유의하십시오

C1(U)⊕C1(V)C1(U+V)C0(U∩V)C0(U)⊕C0(V)∂⊕∂
U∩V의 서로소인 두 경로에 표시된 대로 점 a와 b를 표시합니다.

[image: 도표]
그러면 a−b는 H0(U∩V)의 생성원을 나타내는 사이클입니다. ∂의 원상은 다음과 같이 구할 수 있습니다: a와 b를 잇는 사슬을 c와 d라 하고, c는 U에 포함되며 d는 V에 포함된다고 하면, 도식은 다음과 같이 완성됩니다

(c,d)c−da−b(a−b,a−b)
다시 말해 ∂(c−d)=a−b이므로, c−d는 H~1(S1)의 생성원입니다.




따라서 우리는 c−d가 ((H1(S1)에서)) S1을 반시계 방향으로 한 번 감는 고리 γ와 동치임을 보이고자 합니다. 이는 예제 71.2.10에서 예시로 보였습니다. ∎





따라서 마이어-피토리스(Mayer-Vietoris)의 핵심 아이디어는 다음과 같습니다.


마이어-피토리스를 이용하면 X를 두 개의 열린집합으로 나누어 Hn(X)를 계산할 수 있습니다.






몇 가지 예를 더 살펴보겠습니다.





명제 72.3.5 (8자 도형의 호몰로지 군).


X=S1∨S1을 8자 도형이라고 합시다. 그러면




	
	H~n(X)≅{ℤ⊕2n=10그렇지 않으면.
	





H~1(X)의 생성원은 8자 모양 도형의 두 고리입니다.







증명.


다시 한번, 간단히 하기 위해 축소 호몰로지 군을 다루겠습니다. U를 아래에 보이는 것처럼 8자 모양 도형의 ”왼쪽” 절반에 오른쪽 부분을 조금 더한 것이라고 합시다.

[image: 도표]
집합 V는 대칭적으로 정의됩니다. 이 경우 U∩V는 수축 가능하며, U와 V는 각각 S1과 호모토피 동치입니다.




따라서 긴 완전열의 한 구간을 다음과 같이 읽을 수 있습니다.




	
	…→H~n(U∩V)⏟=0→H~n(U)⊕H~n(V)→H~n(X)→H~n−1(U∩V)⏟=0→….
	





이로써 H~n(X)≅H~n(S1)⊕H~n(S1)임을 얻습니다. 생성원에 관한 주장은, 위 동형사상에 따라 H~n(X)의 생성원이 H~n(U)와 H~n(V)의 생성원이라는 사실로부터 따라오며, 이는 앞선 정리에서 기하학적으로 설명한 바 있습니다. ∎





지금까지는 공간의 특정 부분을 항상 수축 가능하게 만들 수 있었다는 점에서 매우 운이 좋았습니다. 이는 항상 성립하는 것은 아니며, 다음 예제에서는 풀이를 완성하기 위해 실제로 문제의 사상들을 이해해야 할 것입니다.





명제 72.3.6 (원환면의 호몰로지 군).


X=S1×S1을 원환면이라고 합시다. 그러면




	
	H~n(X)={ℤ⊕2n=1ℤn=20그렇지 않으면.
	











증명.


2차원 종이 위에서 도식을 보기 좋게 만들기 위해, 원환면을 변이 식별된 정사각형으로 나타내겠습니다. 다만 3차원적으로 그려도 그림은 마찬가지로 의미가 통합니다. 그림에 나타난 U(연한 주황색으로 칠해짐)와 V(초록색으로 칠해짐)를 생각해 봅시다. (왼쪽과 오른쪽(파란색) 변이 식별되어 있기 때문에, 그림에서는 연결되어 보이지 않더라도 V는 연결되어 있음에 유의하십시오.)

[image: 도표]
3차원 그림에서 U와 V는 함께 원환면을 이루는 두 개의 원기둥입니다. 이번에는 U와 V가 각각 S1과 호모토피 동치이며, 교집합 U∩V는 두 원의 서로소 합집합입니다. 따라서 H~1(U∩V)≅ℤ⊕ℤ이고, H0(U∩V)≅ℤ⊕2⟹H~0(U∩V)≅ℤ입니다.




n≥3일 때, 다음을 얻습니다.




	
	…→H~n(U∩V)⏟=0→H~n(U)⊕H~n(V)→H~n(X)→H~n−1(U∩V)⏟=0→….
	





따라서 n≥3에 대해 Hn(X)≅0입니다. 또한 X가 경로 연결이므로 H0(X)≅ℤ입니다. 이제 남은 것은 H2(X)와 H1(X)를 계산하는 것입니다.




먼저 H2(X)를 구해 봅시다. 먼저 다음 구간을 살펴봅니다.




	
	…→H~2(U)⊕H~2(V)⏟=0→H~2(X)↪∂H~1(U∩V)⏟≅ℤ⊕ℤ→ϕH~1(U)⊕H~1(V)⏟≅ℤ⊕ℤ→…
	





안타깝게도 이번에는 왼쪽에 0이 하나밖에 없기 때문에 H~2(X)가 무엇인지 바로 명확하지 않습니다. 이를 알아내려면 사상 ∂과 ϕ가 실제로 어떤 모습인지 파악해야 합니다. 앞으로 보게 되겠지만, 두 군이 동형이더라도 ϕ는 동형사상이 아니라는 점에 유의하십시오.




영 항의 존재로 인해 연결 사상 ∂를 단사로 만들 수 있었습니다. 먼저, H~2(X)는 ∂의 상과 동형이며, 이는 정확히 삽입된 화살표 ϕ의 핵입니다. kerϕ가 무엇인지 알아내려면, 사상 C∙(U∩V)→C∙(U)⊕C∙(V)가 어떻게 구성되었는지 다시 떠올려야 합니다: 그것은 c↦(c,−c)였습니다. 따라서 호몰로지 군의 유도 사상은 실제로 짐작하는 그대로입니다: H~1(U∩V)의 1-사이클 z는 H~1(U)⊕H~1(V)의 (z,−z)로 보내집니다.




특히, H~1(U∩V)=ℤ⊕ℤ의 두 생성원 z1과 z2, 즉 U∩V의 각 연결 성분에서 하나씩의 사이클을 생각해 봅시다. (분명히 하자면, U∩V는 두 개의 ”손목 밴드”로 이루어져 있으며, zi는 i번째 것을 한 번 감습니다.) 나아가 αU를 H~1(U)≅ℤ의 생성원으로, αV를 H~1(V)≅ℤ의 생성원으로 놓겠습니다.




이 원소들은 아래에 그려져 있습니다.

[image: 도표]
z1, z2, αU, αV는 호몰로지 군의 원소이므로, 경로를 다소 옮겨도 무방하다는 점에 유의하십시오 — 예를 들어, H~1(U)의 원소로서 z1로 그려진 사슬과 αU는 같은 원소를 나타냅니다.




그러면 다음을 얻습니다.




	
	z1↦(αU,−αV)그리고z2↦(αU,−αV).
	





(부호는 생성원에 대해 어느 방향을 선택하는지에 따라 달라질 수 있습니다. ℤ에는 가능한 생성원이 두 개 있다는 점에 유의하십시오.) 이를 행렬로도 나타낼 수 있습니다.




	
	ϕ=[11−1−1].
	





그리고 ϕ(z1−z2)=0임을 관찰할 수 있는데, 이는 이 사상이 자명하지 않은 핵을 가짐을 의미합니다! 즉,




	
	kerϕ=⟨z1−z2⟩≅ℤ.
	





따라서 H~2(X)≅im∂≅kerϕ≅ℤ입니다. 또한 imϕ가 (αU,−αV)에 의해 생성되는 집합이라는 점도 유의합니다; (특히 imϕ≅ℤ이며 imϕ에 의한 몫도 ℤ입니다).




H~1(X)의 경우도 상황이 비슷한데, 이번에는 다음과 같습니다




	
	…→ϕH~1(U)⊕H~1(V)⏟≅ℤ⊕ℤ→𝜓H~1(X)↠∂H~0(U∩V)⏟≅ℤ→H~0(U)⊕H~0(V)⏟=0→…
	





그리고 이로부터 연결 사상 ∂이 전사임을 알 수 있으므로, im∂≅ℤ입니다. 이제 다음도 성립합니다




	
	ker∂≅imψ
	≅(H~1(U)⊕H~1(V))/kerψ
	





	
	
	≅(H~1(U)⊕H~1(V))/imϕ≅ℤ
	





이는 imϕ에 대해 이미 알고 있던 사실 때문입니다. 마무리를 위해서는 몇 가지 대수적 기교가 필요합니다. 첫 번째는 명제 70.5.1로, 이는 다음과 같은 짧은 완전열을 줍니다




	
	0→ker∂⏟≅imψ≅ℤ↪H~1(X)↠im∂⏟≅ℤ→0.
	





H~1(X)≅ℤ⊕ℤ가 유일한 가능성임을 스스로 납득해 보시길 바라지만, 이를 보조정리 72.3.8로 엄밀하게 증명하겠습니다. ∎






비고 72.3.7.


앞서 우리는 (증명 없이) π2(X)가 자명하다고 언급했습니다 — 즉, 호모토피는 원환면에서 어떠한 ”2차원 구멍”도 찾아내지 못합니다. 그렇다면 어째서 H2(X)≅ℤ인 것일까요?




다음 방법을 사용하여 긴 완전열로부터 H2(X)의 자명하지 않은 원소를 직접 계산해 보고 싶을 수도 있습니다. 긴 완전열을 살펴봅시다:

⋯H2(U)⊕H2(V)⏟=0H2(X)⏟≅ℤH1(U∩V)⏟≅ℤ⊕ℤH1(U)⊕H1(V)⏟≅ℤ⊕ℤ⋯∂ϕ
우리는 H2(X)의 자명하지 않은 어떤 원소를 찾고자 합니다 — 이를 위해, kerϕ⊆H1(U∩V)의 한 원소를 취하여 ∂에 대한 그 원상을 취할 수 있습니다.




이를 위해서는 z1−z2로 충분할 것입니다. ∂에 대한 그 원상을 취하려면, ∂이 어떻게 구성되었는지를 상기할 필요가 있습니다 — 그것은 도식에서 ”왼쪽, 아래, 왼쪽” 절차였습니다:

C2(U)⊕C2(V)C2(X)C1(U∩V)C1(U)⊕C1(V)
그리하여, 몫 사상 아래에서 z1−z2로 사상되는 C1(U∩V)의 (닫힌) 원소를 찾은 다음, 이를 ”오른쪽, 위, 오른쪽”으로 이동시켜 C2(X)의 한 원소로 만듭니다.




모든 것을 올바르게 수행하였다면, 그 결과는 원환면 전체이어야 합니다!







이는 다음 요점을 강조합니다:


호몰로지가 탐지하는 ”구멍”이 반드시 Sn의 내부처럼 생길 필요는 없습니다.






앞의 예시는 이전 것들과는 다른 성격을 지니고 있음을 주목하시길 바랍니다. 왜냐하면 군을 계산하기 위해서라도 긴 완전열에 나오는 사상들이 실제로 무엇인지 알아내야 했기 때문입니다. 원리적으로는 앞의 증명에 나온 모든 동형사상을 알아내어 H~1(S1×S1)의 생성원을 명시적으로 계산할 수도 있겠지만, 세부 사항에 매몰되는 것을 피하기 위해 여기서는 그렇게 하지 않겠습니다.




마지막으로, 마지막 단계를 완전히 정당화하기 위해 다음을 제시합니다:





보조정리 72.3.8 (분할 보조정리).


아벨 군의 짧은 완전열 0→A→𝑓B→𝑔C→0에 대하여, 다음은 서로 동치입니다:


	(a)

A→𝑓B→𝑝A가 항등 사상이 되도록 하는 p:B→A가 존재합니다.




	(b)

C→𝑠B→𝑔C가 항등 사상이 되도록 하는 s:C→B가 존재합니다.




	(c)

B에서 A⊕C로 가는 동형사상이 존재하여 다음 도식이

B0AC0A⊕Cg≅f
가환이 됩니다. (A⊕C에 딸린 사상들은 자명한 것들입니다.)






특히, C가 자유 가군일 때는 언제나 (b)가 성립합니다.







이러한 경우 우리는 짧은 완전열이  분할된다고 말합니다. 요점은 다음과 같습니다


분할되는 완전열은 A와 C가 주어졌을 때 B를 얻을 수 있게 해 줍니다.



특히, C=ℤ이거나 임의의 자유 아벨 군인 경우, 조건 (b)는 필연적으로 참입니다. 따라서 짧은 완전열 0→ℤ→H~1(X)→ℤ→0을 얻었다면, 증명이 끝났습니다.





비고 72.3.9.


안타깝게도, 모든 완전열이 분해되는 것은 아닙니다: 분해되지 않는 짧은 완전열의 예는 다음과 같습니다




	
	0→ℤ/2ℤ↪×2ℤ/4ℤ↠ℤ/2ℤ→0
	





ℤ/4ℤ≅ℤ/2ℤ⊕ℤ/2ℤ가 참이 아니기 때문입니다.








비고 72.3.10.


분해 보조정리는 임의의 아벨 범주에서 참입니다. “직합”은 두 대상 A와 C의 쌍대극한입니다.










72.4 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 72A.


정리 72.3.4의 증명을 완성하십시오, 즉 모든 m과 n에 대해 Hn(Sm)을 계산하십시오. (먼저 m=2인 경우를 시도해 보면, 어떻게 진행해야 할지 알 수 있을 것입니다.)


힌트. 반구를 사용하여 m에 대한 귀납법을 적용합니다.










문제 72B.


p≥1개의 점을 제거한 ℝn의 축소 호몰로지 군을 계산하십시오.


힌트. 한 가지 전략은 p=1을 기본 경우로 하여 p에 대한 귀납법을 사용하는 것입니다. 또 다른 전략은 U를 원하는 공간으로 놓고, V를 서로 교차하지 않는 p개의 공의 합집합으로 놓는 것입니다.




풀이. 답은 H~n−1(X)≅ℤ⊕p이며, 다른 모든 군은 소멸합니다. p=1인 경우, ℝn−{∗}≅Sn−1이므로 증명이 끝났습니다. 다른 모든 p에 대해서는, p개의 점을 한쪽에 a개, 다른 쪽에 b개가 있도록 두 부분으로 나누는 초평면을 그립니다(따라서 a+b=p). U와 V를 설정하고 귀납법을 사용합니다.

또는, U를 원하는 공간으로 놓고, V를 각 점 주위에 하나씩 있는 p개의 서로소인 공의 합집합으로 놓습니다. 그러면 U∪V=ℝn은 모든 축소 호몰로지 군이 자명합니다. 마이어-비토리스 열로부터 H~k(U∩V)≅H~k(U)⊕H~k(V)임을 읽어낼 수 있습니다. 그러면 U∩V는 p개의 구멍 뚫린 공이며, 각각은 Sn−1과 같습니다. 여기서부터 결론을 읽어낼 수 있습니다.










문제 72C.


n≥1과 k≥0을 정수라 합시다. Hk(ℝn,ℝn∖{0})을 계산하십시오.


힌트. 정리 72.2.5을 사용하십시오. ℝn∖{0}이 Sn−1과 호모토피 동치임에 유의하십시오.




풀이. k=n일 때는 ℤ이고, 그렇지 않으면 0입니다.










문제 72D (아홉 보조정리).


다음과 같은 가환 도식을 생각해 봅시다

0000A1B1C100A2B2C200A3B3C30000
그리고 모든 행이 완전하고, 두 열이 완전하다고 가정합니다. 세 번째 열도 완전함을 보이십시오.


힌트. 0→A∙→B∙→C∙→0은 사슬 복합체의 짧은 완전열입니다. 이에 대응하는 긴 완전열을 써 보십시오. 거의 모든 항이 소멸할 것입니다.










문제 72E (클라인 병).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

클라인 병 K의 축소 호몰로지 군이 다음과 같이 주어짐을 보이십시오.




	
	H~n(K)={ℤ⊕ℤ/2ℤn=10그렇지 않으면.
	






힌트. U와 V로 두 개의 원기둥을 사용하는 것도 가능합니다. 이번에는 행렬이 [111−1] 또는 그 변형이지만, 특히 이는 단사이므로 H~2(X)=0입니다.










문제 72F (삼중 긴 완전열).


A⊆B⊆X를 부분공간이라 합시다. 다음과 같은 긴 완전열이 존재함을 보이십시오




	
	…→Hn(B,A)→Hn(X,A)→Hn(X,B)→Hn−1(B,A)→….
	






힌트. 정리 72.2.1를 적용할 새로운 짧은 완전열을 찾으십시오.




풀이. 다음 짧은 완전열을 사용하십시오




	
	0→C∙(B,A)→C∙(X,A)→C∙(X,B)→0
	





사슬 복합체의













장 73 절제와 상대 호몰로지


우리는 이미 마이어-비에토리스 완전열을 사용하는 방법을 살펴보았습니다: 우리는 다음과 같은 완전열에서 시작했습니다




	
	…→Hn(U∩V)→Hn(U)⊕Hn(V)→Hn(U+V)→Hn−1(U∩V)→…
	





그리고 그 축소 버전에서 시작하여, Hn(U+V)≅Hn(X)라는 기하학적 사실에 의존했습니다. 이는 우리가 Hn(X)에 대해 대수적으로 계산을 할 수 있게 해주었습니다.




이 장에서는 사슬 복합체와 연관된 긴 완전열로 관심을 돌립니다




	
	0→Cn(A)↪Cn(X)↠Cn(X,A)→0.
	





이 설정은 앞의 두 장과 매우 비슷해 보이겠지만, Hn:𝗁𝖳𝗈𝗉→𝖦𝗋𝗉에 더하여 쌍 (X,A)를 Hn(X,A)로 보내는 함자 Hn:𝗁𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉→𝖦𝗋𝗉를 갖게 된다는 점이 다릅니다. 그런 다음, (역시 증명 없이) 핵심적인 기하학적 결과를 서술하고, 이를 이용하여 추론을 이끌어냅니다.





73.1 동기


주된 동기는 다음과 같습니다:


상대 호몰로지는 몫공간의 대수적 유사물입니다.



그러므로 예를 들어, 쌍의 사상 f:(X,A)→(Y,B)를 볼 때, X/A→Y/B를 떠올려야 합니다.




이는 공간 A⊆X에 대해 Hn(X,A)≅H~n(X/A)가 성립한다는 “합리적인 추측”을 설명해줍니다.




정리 73.4.3에 의해, 위의 추측은 대부분의 공간에서 실제로 참입니다. 예를 들면:





질문 73.1.1.


X=[0,1]이고 A={0,1}이라고 합시다. H1(X/A)와 H1(X,A)가 ℤ와 동형사상임을 보이십시오. (이 예에서는 π1(X/A)도 마찬가지입니다.)







그러나 모든 경우에 성립하지는 않습니다. 예제 64.2.6와 유사하게, A가 닫혀 있지 않으면 이상한 일이 일어날 수 있습니다:





예제 73.1.2 (A가 X에서 열려 있을 때의 Hn(X,A)).


X=D2을 닫힌 원판이라고 합시다.




A가 적당히 좋은 경우, 예를 들어 A=S1이 X의 경계라면, H2(X,A)≅H2(X/A)≅ℤ가 성립합니다.




그러나 0이 X의 중심일 때 A=X∖{0}이라면, H2(X,A)는 여전히 ℤ와 동형사상이지만 H2(X/A)≅0입니다. (뒤의 동형사상은 보기가 더 어려운데, 주로 X/A가 이상한 공간이기 때문입니다 — 이는 하우스도르프가 아닙니다.)







A가 X에서 닫혀 있을 때조차도, 문제가 여전히 발생할 수 있습니다.





예제 73.1.3 (축소되는 원들의 쐐기합).


X를 구간 [0,1]이라 하고, A⊆X를 A={1n∣n∈ℤ+}∪{0}라고 합시다. 이 경우, 몫공간 X/A는 아래에 그려진 것처럼 축소되는 원들의 쐐기합과 동형사상일 것입니다.

[image: 도표]
X/A에서, 빨간 점 A/A의 임의의 열린 근방은 유한 개를 제외한 모든 원을 포함해야 함에 유의하십시오.




우리는 다음을 주장합니다:




	
	H1(X,A)≇H~1(X/A).
	








무엇이 잘못될 수 있을까요? 일반적으로 말해서, 대수적으로 작업할 때는 모든 것이 유한하지만, 위상수학에서는 무한과 관련된 것들을 고려해야 합니다.




C(X/A)에서 청록색으로 그려진 다음 1-단체를 생각해봅시다.

[image: 도표]



H(X,A)의 모든 원소는 C(X)에서 1-사이클로 표현되는 대표원을 가지며, 이는 유한히 많은 1-단체로 구성되고, 각 1-단체는 1-경계의 차이를 법으로 하여 선분 [a,b]와 동치입니다. 따라서 직관적으로, H(X,A)의 모든 원소는 오직 “유한히 많은 원”만을 덮을 수 있습니다 (또는 유한히 많은 것을 제외한 나머지 전부).




아직 이 모든 것을 형식화할 만큼 충분한 도구를 갖추지 못했습니다. 형식적으로 말하자면, 몫 사상 q:X→X/A와 q:A→A/A는 q∗:H1(X,A)→H1(X/A,A/A)를 유도하며, q∗는 단사가 아닙니다.







그럼에도 불구하고, Hn(X,A)≅H~n(X/A)를 만족하는 좋은 공간 A⊆X에 대해서는, Hn(A)와 H~n(X/A)에 기반하여 Hn(X)를 계산할 수 있을 것입니다 — A와 X/A는 어떤 의미에서 X보다 더 작고 더 단순하다는 점에 주목하십시오.







73.2 긴 완전열


정리 72.2.5을 상기해 보면, 이는 다음 수열들이




	
	…→Hn(A)→Hn(X)→Hn(X,A)→Hn−1(A)→….
	





그리고




	
	…→H~n(A)→H~n(X)→Hn(X,A)→H~n−1(A)→…
	





긴 완전열이라는 것을 말해줍니다. 문제 72F에 의해 우리는 심지어 다음의 긴 완전열도 얻습니다




	
	…→Hn(B,A)→Hn(X,A)→Hn(X,B)→Hn−1(B,A)→….
	





A⊆B⊆X에 대해.





이는 X/B가 X/AB/A와 동형이라는 사실의 유사물입니다 — 우리는 “분수에서 공통 인수를 약분”하는 셈입니다.






위의 첫 번째 긴 완전열을 응용하면 다음을 얻습니다:





보조정리 73.2.1 (축약 가능한 공간에 대한 상대 호몰로지).


X를 위상 공간이라 하고, A⊆X를 축약 가능하다고 합시다. 모든 n에 대해,




	
	Hn(X,A)≅H~n(X).
	











증명.


A가 축약 가능하므로, 모든 n에 대해 H~n(A)=0입니다. 각 n에 대해 긴 완전열의 다음 구간이 주어집니다




	
	…→H~n(A)⏟=0→H~n(X)→Hn(X,A)→H~n−1(A)⏟=0→….
	





따라서 0→H~n(X)→Hn(X,A)→0이 완전하므로, 이는 Hn(X,A)≅H~n(X)임을 의미합니다. ∎





특히, 이 정리는 A가 한 점일 때에도 적용됩니다. A=∅인 경우 역시 주목할 만합니다. 이 결과들을 하나의 보조정리로 정리합니다:





보조정리 73.2.2 (상대 호몰로지는 절대 호몰로지를 일반화한다).


X를 임의의 공간이라 하고, ∗∈X를 한 점이라 합시다. 그러면 모든 n에 대해,




	
	Hn(X,{∗})≅H~n(X)그리고Hn(X,∅)=Hn(X).
	














73.3 쌍의 범주


이제 단순히 Hn(X)가 아니라 Hn(X,A)를 갖게 되었으므로, 자연스러운 다음 단계는 쌍에 대한 적절한 범주를 만들고 앞서와 같은 함자적 체계를 우리 스스로에게 부여하는 것입니다.





정의 73.3.1.


∅≠A⊆X와 ∅≠B⊆Y를 부분공간이라 하고, 사상 f:X→Y를 생각해 봅시다. 만약 fimg(A)⊆B이면 다음과 같이 씁니다




	
	f:(X,A)→(Y,B).
	





우리는 f가 쌍 (X,A)와 (Y,B) 사이의  쌍의 사상이라고 말합니다.








정의 73.3.2.


우리는 f,g:(X,A)→(Y,B)가 “쌍의 사상들을 통해 호모토픽”하다면  쌍-호모토픽이라고 말합니다.




더 형식적으로,  쌍-호모토피 f,g:(X,A)→(Y,B)는 사상 F:[0,1]×X→Y이며, 이를 Ft(X)로 표기할 것인데, F는 사상 f,g:X→Y의 호모토피이고 각 Ft 자체가 쌍의 사상입니다.







쌍-호모토픽인 전형적인 f,g:(X,A)→(Y,B)는 다음과 같이 생겼을 수 있습니다. 모든 t∈[0,1]에 대해 Ftimg(A)⊆B이어야 함에 주목하십시오.

[image: 도표]



따라서 우리는 자연스럽게 두 범주에 도달합니다:


	•

𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉, 위상 공간의 쌍들의 범주, 그리고




	•

𝗁𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉, 사상이 오직 호모토피까지만 동치인 것을 제외하면 같은 범주입니다.










정의 73.3.3.


이전과 마찬가지로, 쌍 (X,A)와 (Y,B)가 𝗁𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉에서 동형이면 이 둘을  쌍-호모토피 동치라고 합니다. 𝗁𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉의 동형사상을  쌍-호모토피 동치사상이라고 합니다.








비고 73.3.4.


쌍의 쌍-호모토피 동치는 정의 65.5.3에서 정의된 공간의 호모토피 동치를 자연스럽게 일반화한 것입니다. 실제로 A=B=∅이면, X가 Y와 호모토피 동치인 것은 (X,∅)이 (Y,∅)과 쌍-호모토피 동치인 것과 동치입니다.







프리즘 연산자를 이용하여 이전과 같은 방식을 반복하면 다음을 얻을 수 있습니다:





보조정리 73.3.5 (상대 호몰로지의 유도 사상).


우리는 함자를 가지고 있습니다




	
	Hn:𝗁𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉→𝖦𝗋𝗉.
	











즉, f:(X,A)→(Y,B)이면 유도된 사상을 얻습니다




	
	f∗:Hn(X,A)→Hn(Y,B).
	





그리고 이러한 f와 g가 쌍-호모토픽이면 f∗=g∗입니다.




이제 우리는 쌍에 대해 수축 가능 공간의 유사 개념을 원합니다. 즉, Hn(X,A)=0을 만족하는 공간의 쌍 (X,A)입니다. 올바른 정의는 다음과 같습니다:





정의 73.3.6.


A⊆X라 합시다. r:(X,A)→(A,A)가 쌍-호모토피 동치인 쌍의 사상이 존재하면, A를 X의  변형 수축111다른 자료(예: [HAT02])에서는 이를 약한 의미에서의 변형 수축이라고 부를 수도 있습니다이라고 합니다.








예제 73.3.7 (변형 수축의 예시).



	(a)

한 점 p가 공간 X의 변형 수축이면, X는 수축 가능합니다. 왜냐하면 수축 r:X→{∗}가 (사상 X→X로 볼 때) 항등 사상 idX:X→X와 호모토픽하기 때문입니다.




	(b)

구멍 뚫린 원판 D2∖{0}은 그 경계 S1으로 변형 수축됩니다.




	(c)

더 일반적으로, Dn∖{0}은 그 경계 Sn−1으로 변형 수축됩니다.




	(d)

마찬가지로, ℝn∖{0}은 구 Sn−1로 변형 수축됩니다.












물론 이 상황에서는 다음이 성립합니다




	
	Hn(X,A)≅Hn(A,A)=0.
	









연습문제 73.3.8.


A⊆V⊆X이고 A가 V의 변형 수축이면, 모든 n에 대해 Hn(X,A)≅Hn(X,V)임을 보이십시오. (문제 72F를 이용하십시오. 풀이는 다음 절에 있습니다.)










73.4 절단


이제 상대 호몰로지 군에 대한 정리 72.3.1의 유사 결과인, 핵심 기하학적 결과를 살펴보겠습니다.





정리 73.4.1 (절단).


Z⊆A⊆X를 Z의 폐포가 A의 내부에 포함되는 부분공간이라 합시다. 그러면 포함 사상 ι:(X∖Z,A∖Z)↪(X,A)가 (쌍의 사상으로 볼 때) 상대 호몰로지 군의 동형사상을 유도합니다




	
	Hn(X∖Z,A∖Z)≅Hn(X,A).
	











이는 상대 호몰로지 군 Hn(X,A)를 계산할 때 A의 부분집합 Z를 절단(삭제)할 수 있음을 의미합니다. 이는 직관적으로 이해가 됩니다. 우리는 ”A의 점들로 몫을 취하고” 있으므로, 집합 A의 내부 구조는 그다지 중요하지 않아야 하기 때문입니다.





예제 73.4.2.


절단은 사소해 보일 수 있습니다 (Hn(X,A)에서 ”상대 경계로 나눈 상대 사이클”의 경우, A 내부에 있는 부분을 Z에 닿지 않을 때까지 조금씩 조정하기만 하면 됩니다). 하지만 이것이 항상 가능하지는 않다는 것을 깨닫기 전까지의 이야기입니다 — 자칫하면 사이클을 잘라 분리해 버릴 수도 있습니다! 예를 들어:

[image: 도표]






절단의 주요 응용은 Hn(X,A)≅H~n(X/A)가 언제 성립하는지를 결정하는 것입니다. 답은:





정리 73.4.3 (상대 호몰로지 ⟹ 몫공간).


X를 공간이라 하고, A를 닫힌 부분공간이라 하되 A가 어떤 열린집합 V⊆X의 변형 수축이라고 하겠습니다. 그러면 몫사상 q:X→X/A는 다음과 같은 동형사상을 유도합니다




	
	Hn(X,A)≅Hn(X/A,A/A)≅H~n(X/A).
	











증명의 핵심 아이디어는 다음과 같습니다: H(X,A)≅H(X/A,A/A)가 반드시 성립하는 것은 아니지만(실제로 앞서 두 가지 반례를 살펴보았습니다), A를 잘라내면 자명하게 H(X−A,A−A)≅H(X/A−A/A,A/A−A/A)가 성립합니다. 안타깝게도 이 군은 H(X,A)와 동형이 아니므로, 집합 V를 이용하여 이를 바로잡습니다 — 즉, H(X−A,V−A)≅H(X/A−A/A,V/A−A/A)입니다. 나머지 작업은 절제 정리와 변형 수축을 이용하여 좌변이 H(X,A)와 동형이고 우변이 H(X/A)와 동형임을 보이는 것입니다.




증명.


가정에 의해 다음과 같은 쌍의 사상들을 고려할 수 있습니다:




	
	r
	:(V,A)→(A,A)
	





	
	q
	:(X,A)→(X/A,A/A)
	





	
	q^
	:(X−A,V−A)→(X/A−A/A,V/A−A/A).
	





더욱이 r은 쌍-호모토피 동치입니다. 삼중쌍의 긴 완전열(이는 문제 72F이었습니다)을 고려하면 다음과 같은 도식을 얻습니다

Hn(V,A)Hn(X,A)Hn(X,V)Hn−1(V,A)Hn(A,A)⏟=0Hn−1(A,A)⏟=0≅rf≅r
여기서 동형사상들은 r이 쌍-호모토피 동치이기 때문에 성립합니다. 따라서 f는 동형사상입니다. 마찬가지로 사상




	
	g:Hn(X/A,A/A)→Hn(X/A,V/A)
	





은 동형사상입니다.




이제 다음의 가환 도식을 고려하겠습니다

Hn(X,A)Hn(X,V)Hn(X−A,V−A)Hn(X/A,A/A)Hn(X/A,V/A)Hn(X/A−A/A,V/A−A/A)fq∗Exciseq^∗≅gExcise
그리고 가장 오른쪽 화살표 q^∗가 동형사상임을 관찰합니다. 이는 A 바깥에서 사상 q^가 항등사상이기 때문입니다. 우리는 f와 g가 동형사상임을 알고 있으며, ”절제(Excise)”라고 표시된 두 화살표 역시 (절제에 의해) 동형사상임을 알고 있습니다. 이로부터 q∗가 동형사상임을 결론지을 수 있습니다. 물론 점에 대한 상대 호몰로지가 단지 상대 호몰로지 군일 뿐이라는 사실은 이미 알고 있습니다(이는 보조정리 73.2.1의 중요한 경우입니다). ∎








73.5 몇 가지 응용


절제의 좋은 응용 중 하나는 H~n(X∨Y)를 계산하는 것입니다.





정리 73.5.1 (쐐기합의 호몰로지).


X와 Y를 각각 기준점 x0∈X와 y0∈Y를 가진 공간이라 하고, 각 점이 어떤 열린 근방의 변형 수축이라고 가정하겠습니다. 그러면 모든 n에 대해 다음이 성립합니다




	
	H~n(X∨Y)=H~n(X)⊕H~n(Y).
	











증명.


X∐Y의 부분집합 {x0,y0}에 대해 정리 73.4.3를 적용하면,




	
	H~n(X∨Y)≅H~n((X∐Y)/{x0,y0})
	≅Hn(X∐Y,{x0,y0})
	





	
	
	≅Hn(X,{x0})⊕Hn(Y,{y0})
	





	
	
	≅H~n(X)⊕H~n(Y).∎
	









또 다른 응용은 Hn(Sm)을 계산하는 두 번째 방법을 제공하는 것입니다. 이를 위해 우리는 다음을 증명하겠습니다




	
	H~n(Sm)≅H~n−1(Sm−1)
	





임의의 n,m>1에 대해. 하지만,


	•

H~0(Sn)은 n=0일 때 ℤ이고 그 외에는 0입니다.




	•

H~n(S0)은 n=0일 때 ℤ이고 그 외에는 0입니다.






따라서 min{m,n}에 대한 귀납법으로 우리는 직접




	
	H~n(Sm)≅{ℤm=n0그렇지 않으면
	





을 얻는데, 이것이 바로 우리가 원했던 것입니다.




주장을 증명하기 위해, 쌍 X=D2와 A=S1로 이루어진 완전열을 생각해 봅시다.





예제 73.5.2 ((X,A)=(D2,S1)에 대한 긴 완전열).


경계가 S1인 D2(이는 수축 가능합니다)를 생각해 봅시다. 분명히 S1은 D2∖{0}의 변형 수축이며, 경계 위의 모든 점을 융합하면 D2/S1≅S2를 얻습니다. 따라서 다음과 같은 긴 완전열을 얻습니다

H~2(S1)H~2(D2)⏟=0H~2(S2)H~1(S1)H~1(D2)⏟=0H~1(S2)H~0(S1)H~0(D2)⏟=0H~0(S2)⏟=0
이 도식으로부터 우리는 다음을 읽어낼 수 있습니다




	
	…,H~3(S2)=H~2(S1),H~2(S2)=H~1(S1),H~1(S2)=H~0(S1).
	











더 일반적으로, 쌍 (X,A)=(Dm,Sm−1)에 대한 완전열은 H~n(Sm)≅H~n−1(Sm−1)임을 보여주며, 이는 원하는 결론입니다.







73.6 차원의 불변성


여기 절제의 응용에 대한 마지막 예시가 있습니다.





정의 73.6.1.


X를 공간, p∈X를 점이라 합시다. X에서 p의 k번째  국소 호몰로지 군은 다음과 같이 정의됩니다




	
	Hk(X,X∖{p}).
	











p의 임의의 열린 근방 U에 대해, 절제에 의해 다음이 성립함을 유의하십시오




	
	Hk(X,X∖{p})≅Hk(U,U∖{p}).
	





따라서 이 국소 호몰로지 군은 p 근처의 공간에만 의존합니다.





정리 73.6.2 (차원의 불변성, Brouwer 1910).


U⊆ℝn과 V⊆ℝm을 공집합이 아닌 열린집합이라 합시다. 만약 U와 V가 동형이면, m=n입니다.







증명.


x∈U인 점과 그 국소 호몰로지 군을 생각해 봅시다. 절제에 의해,




	
	Hk(ℝn,ℝn∖{x})≅Hk(U,U∖{x}).
	





하지만 ℝn∖{x}가 Sn−1와 호모토피 동치이므로, 정리 72.2.5의 긴 완전열은 다음을 알려줍니다




	
	Hk(ℝn,ℝn∖{x})≅{ℤk=n0그렇지 않으면.
	





유사하게, y∈V가 주어지면 다음이 성립합니다




	
	Hk(ℝm,ℝm∖{y})≅Hk(V,V∖{y}).
	





U≅V이면, 따라서 우리는 다음을 유도합니다




	
	Hk(ℝn,ℝn∖{x})≅Hk(ℝm,ℝm∖{y})
	





모든 k에 대해서 말입니다. 이는 물론 m=n일 때만 일어날 수 있습니다. ∎








73.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 73A.


X=S1×S1, Y=S1∨S1∨S2라 합시다. 모든 정수 n에 대해




	
	Hn(X)≅Hn(Y)
	





임을 보이십시오.








문제 73B (Hatcher §2.1 연습문제 18).


ℚ⊂ℝ을 생각해봅시다. H~1(ℝ,ℚ)를 계산하십시오.


힌트. 정리 72.2.5을 사용하십시오.




풀이. 다음과 같은 완전열이 있습니다




	
	H~1(ℝ)⏟=0→H~1(ℝ,ℚ)→H~0(ℚ)→H~0(ℝ)⏟=0.
	





이제, ℚ가 경로 비연결(즉, 그 어떤 두 점도 경로로 연결되어 있지 않음)이므로, H~0(ℚ)는 가산 무한히 많은 ℤ의 복사본으로 이루어짐이 따라 나옵니다.










문제 73C.


위상 n-다양체의 국소 호몰로지 군은 무엇입니까?








문제 73D.





	
	X={(x,y)∣x≥0}⊆ℝ2
	





가 반평면을 나타낸다고 합시다. X의 점들의 국소 호몰로지 군은 무엇입니까?








문제 73E (브라우어-조르당 분리 정리, 조르당 곡선 정리의 일반화).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

X⊆ℝn이 Sn−1과 위상동형인 부분집합이라고 합시다. ℝn∖X가 정확히 두 개의 경로 연결 성분을 가짐을 증명하십시오.


힌트. 임의의 n에 대해, k=1,…,n−1에 대한 귀납법으로 다음을 증명하십시오. (a) X가 Dk와 위상동형인 Sn의 부분집합이면 H~i(Sn∖X)=0입니다; (b) X가 Sk와 위상동형인 Sn의 부분집합이면 i=n−k−1일 때 H~i(Sn∖X)=ℤ이고 그 외의 경우에는 0입니다.




풀이. 이는 Hatcher의 2.B절에 자세히 설명되어 있습니다.













장 74 보너스: 세포 호몰로지


이제 세포 호몰로지를 도입하겠습니다. 이는 본질적으로 우리가 원하는 임의의 CW 복합체의 호몰로지 군을 계산할 수 있게 해줍니다.





74.1 차수


대표적인 예: z↦zd는 차수 d를 갖습니다.




임의의 n>0과 사상 f:Sn→Sn에 대해, 다음을 고려합시다:




	
	f∗:Hn(Sn)⏟≅ℤ→Hn(Sn)⏟≅ℤ
	





이는 어떤 상수 d에 의한 곱셈이어야 합니다. 이 d를 f의  차수라 부르며, degf로 표기합니다.





질문 74.1.1.


deg(f∘g)=deg(f)deg(g)임을 보이십시오.







예제 71.2.12에서 언급했듯이, 대략적으로 말하면:


degf는 imf가 Sn을 몇 번 감는지를 셉니다.



또는, imf가 몇 개의 “Sn 자루”로 이루어져 있는지를 셉니다.





예제 74.1.2 (차수).



	(a)

n=1일 때, 사상 z↦zk(S1⊆ℂ로 볼 때)는 차수 k를 갖습니다.




	(b)

반사 사상 (x0,x1,…,xn)↦(−x0,x1,…,xn)은 차수 −1을 갖습니다; 이를 증명하지는 않겠지만, 기하학적으로 이는 명백해야 합니다.




	(c)

대척점 사상 x↦−x는 위와 같은 반사 n+1개의 합성이므로 차수 (−1)n+1을 갖습니다. 이 사상을 −id로 표기합니다.












당연히, f와 g가 호모토픽하다면 degf=degg입니다. 실제로 Hopf의 정리에 따르면 이것이 분류 불변량입니다: degf=degg이기만 하면 언제든지 f와 g는 호모토픽합니다.




이것의 한 가지 좋은 응용은 다음과 같습니다:





정리 74.1.3 (털 난 공 정리).


n>0이 짝수이면, Sn은 연속적인 0이 아닌 접벡터장을 갖지 않습니다.







증명.


벡터들이 0이 아니라면 일반성을 잃지 않고 노름이 1이라고 할 수 있습니다; 즉 모든 x에 대해 직교하는 단위벡터 v(x)가 존재합니다. 그러면 다음과 같이 호모토피 사상 F:Sn×[0,1]→Sn을 구성할 수 있습니다:




	
	(x,t)↦(cosπt)x+(sinπt)v(x).
	





이는 id에서 −id로 가는 호모토피를 줍니다. 따라서 deg(id)=deg(−id)이며, 이는 1=(−1)n+1을 의미하므로 n은 홀수여야 합니다. ∎





물론, n이 홀수일 때는 언제나 그러한 벡터장을 구성할 수 있습니다. 예를 들어, n=1일 때 그러한 벡터장이 아래에 그려져 있습니다.

[image: 도표]






74.2 세포 사슬 복합체


시작하기 전에, 다음을 기술합니다:





보조정리 74.2.1 (CW 호몰로지 군).


X를 CW 복합체라 합시다. 그러면




	
	Hk(Xn,Xn−1)
	≅{ℤ⊕X의 #n-셀k=n0그 외의 경우.
	
	





	그리고





	
	Hk(Xn)
	≅{Hk(X)k≤n−10k≥n+1.
	
	











증명.


첫 번째 부분은 (Xn,Xn−1)이 정리 73.4.3의 가정을 만족한다는 것을 언급함으로써 즉시 얻어집니다. 따라서 Hk(Xn,Xn−1)≅H~k(Xn/Xn−1)이며, Xn/Xn−1은 여러 개의 n-구의 쐐기합입니다.




예를 들어, n=2인 경우 (여기서는 ”구”가 풍선 모양의 덩어리로 그려져 있습니다):

[image: 도표]



두 번째 부분에서는 k를 고정하고, n≤k−1 또는 n≥k+2인 한




	
	Hk+1(Xn,Xn−1)⏟=0→Hk(Xn−1)→Hk(Xn)→Hk(Xn,Xn−1)⏟=0.
	





따라서 다음과 같은 동형사상을 얻습니다




	
	Hk(Xk−1)≅Hk(Xk−2)≅⋯≅Hk(X0)=0
	





그리고




	
	Hk(Xk+1)≅Hk(Xk+2)≅⋯≅Hk(X).∎
	









따라서 군 Hk(Xk,Xk−1)이 매우 좋다는 것을 알 수 있습니다: 이들은 X의 세포들을 기저로 가지는 자유 아벨 군입니다. 그래서 이들에게 이름을 붙입니다:





정의 74.2.2.


CW 복합체 X에 대해, 다음과 같이 정의합니다




	
	Cellsk(X)=Hk(Xk,Xk−1)
	





여기서 관례상 Cells0(X)=H0(X0,∅)=H0(X0)입니다. 따라서 Cellsk(X)는 X의 k-세포들을 기저로 가지는 아벨 군입니다.







이제 Cellsk=Hk(Xk,Xk−1)을 사용하여, 우리의 긴 완전열을 이용해 이들 사이의 사상을 엮어 봅시다. 다음 도식을 살펴봅시다.




H3(X2)⏟=0Cells4(X)H3(X3)H3(X4)⏟≅H3(X)H3(X4,X3)⏟=0Cells3(X)H1(X0)⏟=0H2(X1)⏟=0H2(X2)Cells2(X)H1(X1)H1(X2)⏟≅H1(X)H1(X2,X1)⏟=0H2(X3)⏟≅H2(X)Cells1(X)H2(X3,X2)⏟=0H0(∅)⏟=0H0(X0)Cells0(X)…H0(X1)⏟≅H0(X)H0(X1,X0)⏟=00∂4d40∂3d300∂2d200∂1d10∂00



아이디어는, 인접한 스켈레톤들에 의해 생성된 모든 완전열을 취하여, 이를 군 Hk(Xk)에서 서로 엮은 것으로, 완전열의 절반은 세로로, 나머지 절반은 가로로 배치됩니다.




이 경우, 합성에 의해 그림과 같이 Hk(Xk,Xk−1) 사이의 파란색 사상들의 수열이 생성됩니다.





질문 74.2.3.


인접한 두 파란색 화살표의 합성이 영임을 보이십시오.







따라서 위의 도식으로부터, 다음과 같은 화살표들의 수열을 읽어낼 수 있습니다




	
	…→d5Cells4(X)→d4Cells3(X)→d3Cells2(X)→d2Cells1(X)→d1Cells0(X)→d00.
	





이는  세포 사슬 복합체라 불리는 사슬 복합체입니다; 앞서 언급했듯이 모든 호몰로지 군은 자유 군이지만, 이들은 대부분의 합리적인 CW 복합체에 대해 유한 생성이기도 하다는 점에서 특히 좋습니다 (앞서 다루었던 거대한 C∙(X)와는 다릅니다). 다시 말해, Hk(Xk,Xk−1)은 실제로 다룰 수 있는 특히 좋은 ”구체적인” 자유 군입니다.




우리가 이에 관심을 가지는 또 다른 이유는 실제로 다음과 같기 때문입니다:





정리 74.2.4 (세포 사슬 복합체는 Hn(X)를 줍니다).


세포 사슬 복합체의 k번째 호몰로지 군은 Hk(X)와 동형입니다.







증명.


도식으로부터 따라 나옵니다; 문제 74D. ∎








74.3 여담: 왜 호몰로지 군들이 같은가?


이를 설명하는 또 다른 직관이 있습니다 — 대략적으로 말하면,




	
	Hk(Cells∙(X))=정렬된 사이클정렬된 경계=정렬된 사이클×잡음정렬된 경계×잡음=사이클경계=Hk(X).
	





설명해 보겠습니다. 다음과 같이 생긴 CW 복합체 X를 생각해 봅시다. 여기서 X1은 빨간색으로 그려져 있습니다. 각 파란색 영역은 하나의 2-세포에 해당합니다.

[image: 도표]
그러면, 다음 그림을 살펴봅시다.

[image: 도표]



많아 보이니, 설명해 보겠습니다.


	•

첫 번째 그림은 C1(X1)의 전형적인 원소를 묘사합니다 — 즉, X1에 포함된 1-사슬로서, Δ1에서 X1로 가는 두 사상의 형식적 합이며, 그 상은 검은색 화살표로 그려져 있습니다.




사상들의 상만이 묘사되어 있으며, 단체 Δ1의 어느 점이 X1 내부의 어느 점으로 대응되는지와 같은 정보는 나타나 있지 않다는 점에 유의하십시오 — 비록 서로 다른 연속 사상들은 C1(X1)의 서로 다른 원소를 만들어내지만 말입니다.




	•

두 번째 그림은 Z1(X1,X0)의 전형적인 원소, 즉 상대 사이클을 나타냅니다.




상대 사이클이나 군 Z1(X1,X0)이 무엇인지 공식적으로 정의한 적은 없지만, Z1(X1)의 정의로부터 그 정의를 짐작할 수 있습니다 — 이는 경계가 소멸하는 C1(X1,X0)=C1(X1)/C1(X0)의 부분군입니다.




아래쪽 고리가 평평하게 그려진 것은 그저 보기 좋게 하기 위함일 뿐이며 — 전체는 빨간색 골격, 즉 X1 안에 포함되어 있습니다.




물론 몫의 원소이므로 대표 원소 하나만 그려져 있습니다 — ”모드로 없앤” 부분은 X0 안에 완전히 포함된 사슬, 즉 몇몇 꼭짓점들입니다.




	•

세 번째 그림은 B1(X1,X0)의 전형적인 원소, 즉 상대 경계를 나타냅니다.




이는 im(C2(X1,X0)→∂C1(X1,X0))에 속합니다 — 말로 풀면, 경계가 그려진 원소와 같아지는 어떤 2-사슬이 존재한다는 것입니다.




	•

네 번째 그림은 Cells1(X)의 전형적인 원소, 즉 ”상대 경계로 나눈 상대 사이클”을 나타냅니다.




이 군이 X의 각 1-세포로 생성되는 아벨 군과 어떻게 동형인지는 직관적으로 명백하기를 바랍니다.




사실 이러한 원소 각각을, 모든 끝점이 어떤 꼭짓점 안에 놓이는(즉 그 원소의 경계가 X0 안에 있는) C1(X1)의 ”정렬된 원소”로 생각할 수 있으며, 각 1-세포에 대해 그 세포를 덮는 정준 1-단체가 하나 선택됩니다(같은 상을 갖는 서로 다른 단체들은 직관적으로 속도를 바꾸는 ”재매개변수화”에 대응하며, 단체와 그 재매개변수화의 차이는 사실 B1(X1,X0)의 원소임에 유의하십시오 — 이를 엄밀하게 만들어 보십시오! 힌트: 프리즘 연산자를 사용하십시오.)




	•

다섯 번째 그림은 다음의 전형적인 원소를 나타냅니다




	
	ker(Cells1(X)→∂Cells0(X))
	





이는 위에서 설명한 대로 ”정렬된” 1-사이클(즉 Z1(X)의 원소)인 ”세포 사이클”로 생각할 수 있습니다.




	•

여섯 번째 그림은 다음의 전형적인 원소를 나타냅니다




	
	im(Cells2(X)→∂Cells1(X))
	





이는 위와 같은 의미에서 ”정렬된” 1-경계(즉 B1(X)111이는 B1(X1)의 원소가 아닙니다! 그 이유를 생각해 보십시오.의 원소)인 ”세포 경계”로 생각할 수 있습니다.




	•

마지막으로, 마지막 그림은 H1(Cells∙(X))이며, 이는




	
	H1(Cells∙(X))=ker(Cells1(X)→∂Cells0(X))im(Cells2(X)→∂Cells1(X)).
	





또는 대략적으로 말하면,




	
	H1(Cells∙(X))=정렬된 사이클정렬된 경계.
	










이것이 바로 정렬된 사이클정렬된 경계=사이클경계가 의미하는 바입니다. 적절한 형식화와 정준 단체들의 임의의 선택을 통해222엄밀히 말하면 X 위에 이른바 Δ-복합체 구조가 필요하지만, 냅킨에서는 Δ-구조를 정의하지 않습니다. 자세한 내용은 [HAT02]을 참고하십시오. 위의 논증을 엄밀하게 만들 수 있습니다.




”잡음”이란 무엇을 의미할까요? 이 부분은 명백하기를 바라지만, 요점은 정렬된 사이클이 여전히 사이클(즉 Z1(X)의 원소)로 남아 있으면서도(재매개변수화나 B1(X1,X0)의 원소를 더함으로써) 약간 ”이리저리 움직여질” 수 있다는 것입니다. 정렬된 경계에 대해서도 마찬가지입니다.




그러므로 요점은 — 분자와 분모의 공통된 잡음 인자를 ”약분”할 수 있으며, 그 결과는 변하지 않는다는 것입니다.




단체 근사에 대한 형식적인 논의는 [HAT02]를 참고하십시오.







74.4 응용: 베티 수를 통한 오일러 지표


이것의 좋은 응용으로는 유한 CW 복합체 X의  오일러 지표를 정의하는 것이 있습니다. 물론 우리는 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	χ(X)=∑n(−1)n⋅#(X의 n-세포)
	





이는 익숙한 V−E+F 공식을 일반화합니다. 그러나 이 정의는 CW 복합체의 선택에 의존한다는 점에서 만족스럽지 않은데, 우리는 사실 χ(X)가 공간 X 자체에만 의존하고(어떻게 만들어졌는지에는 의존하지 않기를) 원하기 때문입니다. 이를 염두에 두고 다음을 증명합니다:





정리 74.4.1 (베티 수를 통한 오일러 지표).


임의의 유한 CW 복합체 X에 대해 다음이 성립합니다




	
	χ(X)=∑n(−1)nrankHn(X).
	











따라서 χ(X)는 CW 분해의 선택에 의존하지 않습니다. 다음의 수들은




	
	bn=rankHn(X)
	





X의  베티 수라고 부릅니다. 실제로 이를 이용해 임의의 적당한 공간에 대해 χ(X)를 정의할 수 있습니다. X가 CW 복합체인 (흔한) 경우 이 정의가 오일러 지표의 일반적인 정의와 일치하므로 우리는 만족스럽습니다.




증명.


0→A→B→C→D→0이 완전열이면 rankB+rankD=rankA+rankC라는 사실을 인용합니다. 그러면 예를 들어 다음 행은

H2(X1)⏟=0H2(X2)H2(X2,X1)H1(X1)H1(X2)⏟≅H1(X)H1(X2,X1)⏟=00∂20
세포 도식에서 나온 것으로




	
	#(2-세포)+rankH1(X)=rankH2(X2)+rankH1(X1).
	





더 일반적으로,




	
	#(k-셀)+rankHk−1(X)=rankHk(Xk)+rankHk−1(Xk−1)
	





이는 H−1 항을 제외하면 k=0에 대해서도 성립합니다(#0-셀=rankH0(X0)는 자명하므로). 이를 (−1)k로 곱하고 k≥0에 걸쳐 합하면 결론을 얻습니다. ∎






예제 74.4.2 (베티 수의 예시).



	(a)

Sn의 베티 수는 b0=bn=1이고 나머지는 0입니다. 오일러 지표는 1+(−1)n입니다.




	(b)

원환면 S1×S1의 베티 수는 b0=1, b1=2, b2=1이고 나머지는 0입니다. 따라서 오일러 지표는 0입니다.




	(c)

ℂℙn의 베티 수는 b0=b2=⋯=b2n=1이고 나머지는 0입니다. 따라서 오일러 지표는 n+1입니다.




	(d)

클라인 병의 베티 수는 b0=1, b1=1이고 나머지는 0입니다. 따라서 오일러 지표는 0으로, 구와 같습니다(이는 이들의 CW 구조가 같은 수의 세포를 사용하기 때문이기도 합니다).






Sn, S1×S1, ℂℙn과 같은 “좋은” 공간에서는 베티 수에 bk=bn−k라는 멋진 대칭성이 있음을 알 수 있습니다. 이는 더 일반적으로도 성립하는 사실입니다. 푸앵카레쌍́대성과 문제 76A를 참고하십시오.










74.5 세포 경계 공식


실제로 사상 dn이 무엇인지 명시적으로 기술할 수 있습니다. Hk(Xk,Xk−1)가 X의 k-세포를 기저로 가짐을 상기하면, 다음을 얻습니다:





정리 74.5.1 (k=1에 대한 세포 경계 공식).


k=1일 때,




	
	d1:Cells1(X)→Cells0(X)
	





는 단순히 경계 사상입니다.








정리 74.5.2 (k>1에 대한 세포 경계).


k>1을 양의 정수라 합시다. ek를 k-세포라 하고, {eβk−1}β가 X의 모든 (k−1)-세포를 나타낸다고 합시다. 그러면




	
	dk:Cellsk(X)→Cellsk−1(X)
	





는 기저 원소에 대해 다음과 같이 주어집니다




	
	dk(ek)=∑βdβeβk−1
	





여기서 dβ는 다음 합성 사상의 차수입니다




	
	Sk−1=∂ek→붙이다Xk−1↠Sβk−1.
	





여기서 첫 번째 화살표는 ek의 부착 사상이고, 두 번째 화살표는 Xk−1∖ek−1β를 한 점으로 붕괴시키는 몫사상입니다.







여기서 차수는 무엇을 하고 있는 것일까요? 기저 원소 ek∈Cellsk(X)는 단지 하나의 k-세포이고, 그 경계는 단지 그 경계를 이루는 세포들이어야 함을 기억하십시오.




위와 같은 시각화를 통해 다음과 같은 것을 할 수 있습니다.

[image: 도표]
하지만 그리 쉽지 않습니다! CW 복합체에서 k-세포의 경계는 Xk−1 안의 임의의 점들로 융합될 수 있으므로, k-세포의 ”모서리”가 반드시 (k−1)-세포일 필요는 없다는 점에 유의하십시오.




설상가상으로, 때로는 중복된 모서리가 있을 수 있습니다 — 클라인 병에서 그려진 마주보는 두 모서리 각 쌍은 실제로 방향이 다를 수 있는 같은 모서리입니다.

[image: 도표]
이러한 경우, 각 모서리의 중복도를 세어야 합니다 — 그리고 이것이 바로 사상의 차수가 세는 것입니다! 잠시 후 클라인 병의 호몰로지 군을 계산하는 명시적인 예를 살펴보겠습니다.




이는 CW 복합체의 호몰로지 군을 계산하는 알고리즘을 제공합니다:


	•

세포 사슬 복합체를 구성합니다. 여기서 Cellsk(X)는 ℤ⊕#k-셀입니다.




	•

d1:Cells1(X)→Cells0(X)은 그냥 경계 사상입니다 (따라서 d1(e1)은 두 끝점의 차입니다).




	•

k>1에 대해, 기저 원소 위에서 dk:Cellsk(X)→Cellsk−1(X)를 다음과 같이 계산합니다. 각 k-세포 ek에 대해 다음을 반복하십시오:


	–

모든 k−1 세포 ek−1β에 대해, ek의 경계를 ek−1β의 경계에 용접했을 때의 차수를 계산하며, 이를 dβ라 합니다.




	–

그러면 dk(ek)=∑βdβek−1β입니다.









	•

이제 세포 사슬 복합체의 사상들을 얻었으므로, (핵을 상으로 나눈 몫을 취하여) 호몰로지를 직접 계산할 수 있습니다.









예를 들어 이를 이용하여 토러스의 호몰로지 군을 다시 계산할 수 있으며, 클라인 병 및 다른 공간들에 대해서도 마찬가지입니다.





예제 74.5.3 (토러스의 세포 호몰로지).


이전과 같이 e0, e1a, e1b, e2로 구성된 토러스를 생각해 봅시다. 여기서 e2는 단어 aba−1b−1를 통해 붙여집니다. 예를 들어, X1은 다음과 같습니다

[image: 도표]
세포 사슬 복합체는 다음과 같습니다

0ℤe2ℤe1a⊕ℤe1bℤe00d2d1d0
이제 세포 경계 공식을 적용해 봅시다:


	•

d1이 경계 공식이었음을 상기하십시오. d1(e1a)=e0−e0=0이고 마찬가지로 d1(e1b)=0입니다. 따라서 d1=0입니다.




	•

d2에 대해서는, e2의 경계가 e1a에 미치는 상을 생각해 봅시다. X1 주위를 따라, 이는 e1a를 한 번, e1b를 한 번, 다시 e1a를 (반대 방향으로) 한 번, 그리고 다시 e1b를 한 번 감쌉니다. e1b 전체를 한 점으로 붕괴시키면, 이 사상의 차수가 0임을 알 수 있습니다. 따라서 d2(e2)에는 e1a 계수가 없습니다. 마찬가지로 e1b 계수도 없으므로, d2=0입니다.






따라서




	
	d1=d2=0.
	





이므로 복합체의 모든 사상에서 사상의 핵은 전체 공간이고 상은 {0}입니다. 따라서 호몰로지 군은 ℤ, ℤ⊕2, ℤ입니다.








예제 74.5.4 (클라인 병의 세포 호몰로지).


X를 클라인 병이라 합시다. 이전과 같이 세포 e0, e1a, e1b, e2를 생각해 보되, 이번에는 e2가 단어 abab−1를 통해 붙여집니다. 따라서 d1은 여전히 영이지만, 이번에는 대신 d2(e2)=2e1a가 됩니다 (왜일까요?). 따라서 우리의 도식은 다음과 같습니다

0ℤe2ℤe1a⊕ℤe1bℤe00e22e1ae1a0e1b00d2d1d0
그러므로 H0(X)≅ℤ임을 얻지만, 이번에는




	
	H1(X)≅ℤ⊕ℤ/2ℤ
	





입니다 (이는 ℤ⊕2를 2ℤ의 사본으로 나눈 몫입니다). 또한 kerd2=0이므로, 이제 H2(X)=0입니다.




이것이 말이 되는지 검산해 봅시다 — 즉, 경계는 아니지만 두 배로 하면 경계가 되는 어떤 사이클이 존재함을 확인해 봅시다.




사실, 대부분의 사이클이 성립합니다.

[image: 도표]



경로를 두 배로 하면, 다음과 같은 것을 얻습니다.

[image: 도표]



여기서 중요한 부분은 다음과 같습니다: 두 파란색 변이 반대 방향으로 동일시되어 있으므로, 경로 중 하나를 변을 가로질러 당겨서 방향을 뒤집을 수 있습니다… 그런데 이제 이 영역은 실제로 청록색 영역의 경계입니다! 이것으로 끝났습니다.

[image: 도표]



두 호모토피 동치 경로의 차이가 경계임을 스스로 확인하는 것만 남았습니다.










74.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 74A.


n을 양의 정수라 합시다. 다음을 보이십시오




	
	Hk(ℂℙn)≅{ℤk=0,2,4,…,2n0그 외의 경우.
	






힌트. ℂℙn은 인접한 차원에 세포가 없으므로, 모든 dk 사상은 영이어야 합니다.










문제 74B.


전사가 아닌 사상 f:Sn→Sn의 차수가 영임을 보이십시오.


힌트. 공간 Sn−{x0}는 수축 가능합니다.










문제 74C (무어 공간).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

G1, G2, …, GN을 유한 생성 아벨 군의 수열이라고 합시다. 다음을 만족하는 공간 X를 구성하십시오.




	
	H~n(X)≅{Gn1≤n≤N0그 외의 경우.
	












문제 74D.


정리 74.2.4를 증명하여, X의 호몰로지 군이 세포 사슬 복합체의 호몰로지 군과 일치함을 보이십시오.


힌트. 원소를 참조할 필요는 없습니다. 예를 들어




	
	H2(X)≅H2(X3)≅H2(X2)/ker[H2(X2)↠H2(X3)],
	





로 시작하십시오. 표시된 단사 사상과 전사 화살표에 주목하십시오.




풀이. 구체적으로, H2(X2,X1)에서의 호몰로지만 살펴보고 이것이 H2(X)와 동형사상임을 보이겠습니다. 다음 도식에 따르면




	
	H2(X)
	≅H2(X3)
	





	
	
	≅H2(X2)/ker[H2(X2)↠H2(X3)]
	





	
	
	≅H2(X2)/im∂3
	





	
	
	≅im[H2(X2)↪H2(X2,X1)]/im∂3
	





	
	
	≅ker(∂2)/im∂3
	





	
	
	≅kerd2/imd3.
	














문제 74E.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

n을 양의 정수라고 합시다. 다음을 보이십시오.




	
	Hk(ℝℙn)≅{ℤk=0이거나 k=n≡1(mod2)인 경우ℤ/2ℤk가 홀수이고 0<k<n인 경우0그 외의 경우.
	






힌트. 각 차원마다 하나의 세포가 있습니다. dk의 차수가 deg(id)+deg(−id)임을 보이십시오. 따라서 k가 짝수인지 홀수인지에 따라 dk는 영이거나 ⋅2입니다.













장 75 특이 코호몰로지


이 장의 동기를 부여하는 한 가지 방법이 있습니다. 다음이 성립함이 밝혀집니다:


	•

모든 n에 대해 Hn(ℂℙ2)≅Hn(S2∨S4)입니다.




	•

모든 n에 대해 Hn(ℂℙ3)≅Hn(S2×S4)입니다.






이는 불행한 일인데, 가능하다면 이 공간들을 구별하고 싶지만(실제로 이들은 호모토피 동치가 아니기 때문입니다), 호몰로지 군으로는 이들의 차이를 구별할 수 없기 때문입니다.




이 장에서는 코호몰로지 군 Hn(X)와 Hn(Y)를 정의하겠습니다. 사실 Hn들은 이른바 보편 계수 정리에 의해 Hn들로 완전히 결정됩니다. 하지만 모든 코호몰로지 군을 모아 코호몰로지 환 H∙을 이룰 수 있음이 밝혀집니다.111[HAT02]에는 왜 코호몰로지가 호몰로지보다 더 많은 구조를 갖는지에 대한 설명이 있습니다 — 대략적으로 말하면, 자연스러운 사상 X×X→X는 그다지 흥미롭지 않은 사영이어야 하지만, p↦(p,p)로 주어지는 더 흥미로운 자연스러운 사상 X→X×X가 존재하기 때문입니다. 그러면 H∙(X)≇H∙(Y)가 환으로서 성립하지 않음을 보게 될 것입니다.





75.1 코사슬 복합체



정의 75.1.1.


코사슬 복합체 A∙은 지표가 증가한다는 점을 제외하면 대수적으로 사슬 복합체와 동일합니다. 즉 다음을 만족하는 아벨 군들의 수열입니다




	
	…→𝛿An−1→𝛿An→𝛿An+1→𝛿….
	





δ2=0을 만족합니다. 표기상으로는 이제 위첨자를 사용하며, ∂ 대신 δ를 사용합니다.  코호몰로지 군을 다음과 같이 정의합니다




	
	Hn(A∙)=ker(An→𝛿An+1)/im(An−1→𝛿An).
	












예제 75.1.2 (드람 코호몰로지).


우리는 이미 코사슬 복합체의 한 예를 만난 바 있습니다: M을 매끄러운 다양체라 하고 Ωk(M)을 M 위의 k-형식들의 가법군이라 합시다. 그러면 다음과 같은 코사슬 복합체를 얻습니다




	
	0→𝑑Ω0(M)→𝑑Ω1(M)→𝑑Ω2(M)→𝑑….
	





그 결과로 얻어지는 코호몰로지를  드람 코호몰로지라 부르며, 뒤에서 설명하겠습니다.







드람의 코사슬 복합체 외에, 코사슬 복합체를 얻는 가장 흔한 방법은 사슬 복합체를 쌍대화하는 것입니다. 구체적으로, 아벨 군 G를 하나 고릅시다; Hom(−,G)가 반변 함자임에 주목하면, 다음의 임의의 사슬 복합체를




	
	…→∂An+1→∂An→∂An−1→∂…
	





코사슬 복합체로 보냅니다: An=Hom(An,G)로 두면 다음을 얻습니다




	
	…→𝛿An−1→𝛿An→𝛿An+1→𝛿….
	





여기서 δ(An→𝑓G)=An+1→∂An→𝑓G입니다.




이것들이 우리가 대수적 위상수학에서 가장 많이 연구하는 코호몰로지 군이므로, 여기에 특별한 표기를 부여합니다.





정의 75.1.3.


아벨 군들의 사슬 복합체 A∙과 또 다른 군 G가 주어졌을 때,




	
	Hn(A∙;G)
	





를 Hom(−,G)를 적용하여 얻은 쌍대 코사슬 복합체 A∙의 코호몰로지 군으로 나타내기로 합니다. 다시 말해 Hn(A∙;G)=Hn(A∙)입니다.










75.2 공간의 코호몰로지


대표적인 예: C0(X;G)는 모든 함수 X→G이고, H0(X)는 경로 성분에서 상수인 함수 X→G입니다.




관심 있는 경우는 C∙(X)를 사용하는 우리의 일반적인 기하학적 상황입니다.





정의 75.2.1.


공간 X와 아벨 군 G에 대해, 특이 사슬 복합체 C∙(X)의 쌍대를 C∙(X;G)로 정의하고, 이를 X의  특이 코사슬 복합체라 부릅니다; 그 원소들을  코사슬이라 부릅니다.




그러면 공간 X의  코호몰로지 군을 다음과 같이 정의합니다




	
	Hn(X;G)≔Hn(C∙(X);G)=Hn(C∙(X;G)).
	












비고 75.2.2.


G가 (예를 들어 ℤ나 ℝ처럼) 환이기도 하다면, Hn(X;G)는 아벨 군일 뿐만 아니라 실제로 G-가군이 됨에 유의하십시오.








예제 75.2.3 (C0(X;G), C1(X;G), H0(X;G)).


X를 위상 공간이라 하고 C∙(X)를 생각합시다.


	•

C0(X)는 X 위의 자유 아벨 군이며, C0(X)=Hom(C0(X),G)입니다. 따라서 0-공사슬은 X의 모든 점을 G의 원소로 보내는 함수입니다.




	•

C1(X)는 X의 1-단체들 위의 자유 아벨 군입니다. 따라서 C1(X)는 모든 1-단체를 G의 원소로 보내야 합니다.






이제 δ:C0(X)→C1(X)를 이해해 봅시다. 0-공사슬 ϕ∈C0(X), 즉 준동형사상 ϕ:C0(X)→G가 주어졌을 때, δϕ:C1(X)→G는 무엇입니까? 답:




	
	δϕ:[v0,v1]↦ϕ([v0])−ϕ([v1]).
	





따라서 ker(C0→𝛿C1)≅H0(X;G)의 원소들은 경로 연결 성분 위에서 상수인 공사슬들입니다.







특히 H0(X)와 매우 유사하게, X가 r개의 경로 연결 성분을 가질 때




	
	H0(X)≅G⊕r
	





입니다 (여기서 r은 유한222X가 무한히 많은 경로 연결 성분을 가질 경우 재미있는 일이 일어납니다. 즉 무한 인덱스 집합에 대해 X=∐αXα라고 합시다. 이 경우 H0(X)=⨁αG인 반면 H0(X)=∏αG입니다. 호몰로지에서는 직합을 얻는 반면 코호몰로지에서는 직접곱을 얻습니다. 이들은 무한 인덱스 집합에서는 실제로 서로 다릅니다. 일반적인 가군의 경우 ⨁αMα는 유한 개의 0이 아닌 항만 허용하도록 정의됩니다. (이는 냅킨에서 앞서 전혀 언급된 적이 없는데, 저는 M⊕N만을 정의하고 이를 유한 직합으로 확장했을 뿐이기 때문입니다.) 군들의 곱인 ∏αGα에는 이런 제한이 없습니다. 이는 C0(X)가 G의 경로 연결 성분들로부터 나온 0-사슬들의 형식적 선형합(모든 형식적 합이 그렇듯 유한함)이라는 사실에 대응됩니다. 하지만 C0(X)의 공사슬은 X의 각 경로 연결 성분에서 G로 가는 함수이며, 여기에는 아무 제한이 없습니다. ).





표기의 남용 75.2.4.


이 장에서 우리가 다룰 유일한 공사슬 복합체는 위와 같은 쌍대 복합체입니다. 따라서 공사슬 복합체 A∙을 쓸 때마다 이는 A∙에 Hom(−,G)를 적용하여 암묵적으로 주어지는 것입니다.







더 높은 코호몰로지 군 Hn(X;G) (또는 공사슬 군 Cn(X;G)=Hom(Cn(X),G)조차도)는 구체적으로 설명하기가 더 어렵습니다.







75.3 공간들의 코호몰로지는 함자적입니다


이제 코호몰로지 군들이 여전히 동일한 좋은 함자적 성질을 보이는지 확인합니다. 먼저 우리가 앞서 얻었던 결과들을 범주화해 봅시다:





질문 75.3.1.


공사슬 복합체들의 범주 𝖢𝗈𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑를 정의합니다.








연습문제 75.3.2.


Hom(−,G)를




	
	Hom(−,G):𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑op→𝖢𝗈𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑.
	





로부터의 반변 함자로 해석하십시오. 이는 특히 사슬 사상 f:A∙→B∙가 주어지면, 쌍대 사상 f∨:B∙→A∙를 자연스럽게 얻는다는 것을 의미합니다.








질문 75.3.3.


Hn:𝖢𝗈𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑→𝖦𝗋𝗉을 함자로 해석합니다. 이들을 합성하여 반변 함자 Hn(−;G):𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑op→𝖦𝗋𝗉를 얻습니다.







그러면 Hn:𝗁𝖳𝗈𝗉→𝖦𝗋𝗉에 대한 우리의 결과와 정확히 유사하게 다음이 성립합니다:





정리 75.3.4 (Hn(−;G):𝗁𝖳𝗈𝗉op→𝖦𝗋𝗉).


모든 n에 대해, Hn(−;G)는 𝗁𝖳𝗈𝗉op에서 𝖦𝗋𝗉로 가는 반변 함자입니다.







증명.


아이디어는 앞서 각기둥 연산자를 구성하며 이미 했던 작업을 활용하는 것입니다. 먼저 𝖳𝗈𝗉op→𝖦𝗋𝗉의 함자들로 이루어진 전체 수열을 구성합니다:

𝖳𝗈𝗉op𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑op𝖢𝗈𝖢𝗆𝗉𝗅𝗑𝖦𝗋𝗉XC∙(X)C∙(X;G)Hn(X;G)            YC∙(Y)C∙(Y;G)Hn(Y;G).C∙Hom(−;G)Hnff♯f♯f∗
여기서 f♯=(f♯)∨이며, f∗는 공사슬 복합체의 호몰로지 군 위에 유도된 결과 사상입니다.




그러므로 이전과 마찬가지로 우리가 보여야 할 것은 f≃g이면 f∗=g∗라는 것뿐입니다. 이제 f♯−g♯=P∂+∂P를 만족하는 각기둥 연산자가 있었음을 상기합시다. 전체 함자 Hom(−;G)를 적용하면 f♯−g♯=δP∨+P∨δ를 얻는데, 여기서 P∨:Cn+1(Y;G)→Cn(X;G)입니다. 따라서 f♯와 g♯는 사슬 호모토픽하므로 f∗=g∗입니다. ∎








75.4 보편 계수 정리


이제 우리는 코호몰로지 군들이 호몰로지 군들에 의해 동형사상까지 결정됨을 보이고자 합니다: Hn(A∙)가 주어지면, Hn(A∙;G)를 추출할 수 있습니다. 이는 보편 계수 정리에 의해 달성됩니다.





정리 75.4.1 (보편 계수 정리).


A∙을 자유 아벨 군들의 사슬 복합체라 하고, G를 또 다른 아벨 군이라 합시다. 그러면 다음과 같은 자연스러운 짧은 완전열이 존재합니다




	
	0→Ext(Hn−1(A∙),G)→Hn(A∙;G)→ℎHom(Hn(A∙),G)→0.
	





게다가 이 완전열은 분할되므로, 특히




	
	Hn(C∙;G)≅Ext(Hn−1(A∙),G)⊕Hom(Hn(A∙),G).
	











다행히도, 우리가 관심을 갖는 경우인 A∙는 C∙(X)이며 이는 정의상 자유입니다.




우리가 설명해야 할 것은 두 가지, 즉 사상 h가 무엇인지와 사상 Ext가 무엇인지입니다.







	
	h:Hn(A∙;G)→Hom(Hn(A∙),G)
	





가 어떻게 정의되는지 추측하는 것은 그리 어렵지 않습니다. Hn(A∙;G)의 원소는 An의 순환을 G의 원소로 보내는 함수로 표현됩니다. 이 정리의 내용은 h가 전사이며 그 핵이 Ext(Hn−1(A∙),G)임을 보이는 것입니다.




Ext는 어떻습니까? Ext(−,G)는 이른바  Ext 함자이며, 다음과 같이 정의됩니다. H를 아벨 군이라 하고, H의  자유 분해를 생각합시다. 이는 다음과 같은 완전열을 의미합니다




	
	…→f2F1→f1F0→f0H→0
	





여기서 각 Fi는 자유입니다. 그러면 Hom(−,G)를 적용하여 다음과 같은 코사슬 복합체를 얻을 수 있습니다




	
	…←f2∨Hom(F1,G)←f1∨Hom(F0,G)←f0∨Hom(H,G)←0.
	





하지만 이 코사슬 복합체는 완전할 필요가 없습니다 (범주론적 용어로, Hom(−,G)는 완전성을 보존하지 않습니다). 우리는




	
	Ext(H,G)≔ker(f2∨)/im(f1∨)
	





로 정의하며, 이것이 자유 분해의 선택에 의존하지 않는다는 것이 정리입니다. 여기에는 많은 호몰로지 대수학이 관여하는데, 시간을 들여 논의하지는 않겠습니다. 하지만 제가 포함한 이 작은 부분의 요점은, 원하는 어떤 자유 분해든 골라서 위 계산을 할 수 있기 때문에 Ext 함자는 실제로 계산하기가 매우 쉽다는 것입니다.





비고 75.4.2.


여러분은 이미 위장된 형태로 ”자유 분해”를 본 적이 있습니다 — 절 18.3에서, 우리는 임의의 가군 M을 R⊕d/K로 씀으로써 PID 위의 유한생성 가군의 구조 정리를 증명했는데, 이때 R⊕d와 K 모두 자유입니다. 이는 다음과 같은 자유 분해를 줍니다




	
	…→0→K↪R⊕d↠M→0.
	








직관적으로, Ext 함자를 ”있어야 하지만 없는 사상들”을 측정하는 것으로 생각할 수 있습니다 — 몇 가지 예를 본 후에 점차 직관을 얻게 될 것입니다.333https://mathoverflow.net/a/679에서 가져옴.








보조정리 75.4.3 (Ext 함자 계산하기).


임의의 아벨 군 G, H, H′에 대해 다음이 성립합니다


	(a)

Ext(H⊕H′,G)=Ext(H,G)⊕Ext(H′,G).




	(b)

H가 자유일 때 Ext(H,G)=0이고, 그리고




	(c)

Ext(ℤ/nℤ,G)=G/nG.













증명.


(a)에 대해서는, …→F1→F0→H→0과 …→F1′→F0′→H′→0이 자유 분해라면, F1⊕F1′→F0⊕F0′→H⊕H′→0도 자유 분해임에 주목하십시오.




(b)에 대해서는, 0→H→H→0이 자유 분해임에 주목하십시오.




(c) 부분은 다음 자유 분해를 취함으로써 따라옵니다




	
	0→ℤ→×nℤ→ℤ/nℤ→0
	





그리고 여기에 Hom(−,G)를 적용함으로써 따라옵니다.






질문 75.4.4.


여기서부터 (c)의 증명을 마무리하십시오. ∎










질문 75.4.5.


Ext 연습 문제: Ext(ℤ⊕2015,G)와 Ext(ℤ/30ℤ,ℤ/4ℤ)를 계산하십시오.










75.5 보편 계수 정리에 대한 설명


앞 장에는 여러분이 비명을 지르게 만들 수도 있는, 설명되지 않은 수많은 기호와 공식들이 있습니다:


저는 이제 ℂℙ2와 S2∨S4가 서로 다른지 더 이상 신경 쓰지 않습니다! 도대체 이 공간들은 무엇입니까?



그럼에도 불구하고, 그리 어렵지는 않습니다. 이 정리에서 읽어내야 할 두 가지 핵심 사항이 있습니다:


	•

Hn(A∙)=0이더라도, Ext(Hn−1(A∙),G)≠0이면 여전히 Hn(A∙;G)≠0일 수 있습니다.




저차원의 경우에는 실제로 시각화할 수 있습니다 — 절 75.7에서 클라인 병에 대해 이를 다룹니다.




	•

Hn(A∙;G)는 A∙가 무엇이든 상관없이, 각 An이 자유이기만 하면 Hn(A∙)와 G에 의해 유일하게 결정됩니다.









이는 다음을 의미합니다: 원한다면 보편 계수 정리의 공식을 잊어버리고, 세포 사슬 복합체 Cells∙(X)를 사용하여 다음과 같이 코호몰로지를 계산할 수 있습니다:




	
	Hn(X;G)=ker(Hom(Cellsn(X),G)→Hom(Cellsn+1(X),G))im(Hom(Cellsn−1(X),G)→Hom(Cellsn(X),G)).
	





결국, 세포 사슬 복합체와 특이 사슬 복합체는 둘 다 자유이며 같은 호몰로지 군을 가지므로, 보편 계수 정리에 의해 이들은 같은 코호몰로지 군을 가져야 합니다.




그럼에도 불구하고, 보편 계수 정리의 공식은 바람직합니다. 왜냐하면 대개 사슬 복합체 A∙가 H∙(A∙)보다 더 복잡하기 때문입니다.





예제 75.5.1.


클라인 병의 세포 사슬 복합체는 다음과 같은 형태를 가집니다:




	
	⋯→ℤ→1↦(0,2)ℤ2→(a,b)↦0ℤ.
	





호몰로지 군은 다음과 같습니다:




	
	H2=0,H1=ℤ⊕ℤ/2ℤ,H0=ℤ.
	





실제로 더 단순하지만, 그 차이는 미미합니다 (4개 대신 3개의 생성자가 있고, 사상을 추적할 필요가 없습니다). 세포 호몰로지가 이미 매우 효율적이기 때문입니다.







이 공식은 다시 어디서 나오는 것일까요? 다음과 같이 생각할 수 있습니다. 보편 계수 정리에 따르면 H∙(A∙;G)는 오직 H∙(A∙)에만 의존하므로, H∙가 주어졌을 때 자유 아벨 군으로 이루어진 임의의 사슬 복합체 A∙를 구성하여 쌍대화하면 됩니다.




모든 항에 대해 Hk=0이고, 오직 Hn−1≠0이라고 가정합시다. 그러면 항진적으로 Hn≅Ext(Hn−1;G)가 성립합니다 — 자유 분해는 바로 사슬 복합체이기 때문입니다!





연습문제 75.5.2.


이를 검증해 보십시오. (힌트: 완전열 Zn−1→Hn−1→0에서 시작합니다. 이를 Hn−1의 자유 분해로 확장할 수 있습니까?)







모든 항에 대해 Hk=0이고, 오직 Hn≠0이라고 가정합시다. 그러면 Hn≅Hom(Hn,G)임을 알 수 있습니다.




보편 계수 정리는 단순히 자유 분해의 선택이 결과에 영향을 주지 않는다는 것과, 다른 항들이 0이 아닐 수 있다면 Hn이 위 두 경우의 두 군의 직합이 된다는 것을 말해줍니다.




원한다면 자유 분해의 선택이 중요하지 않다는 사실을 직접 증명해볼 수도 있습니다 — 다소 까다롭지만 그렇게 어렵지는 않습니다. 이는 사슬 복합체 사이의 사상을 구성하는 문제로 귀결되며 (도식이 가환하도록 만드는 것은 어렵지 않은데, 군들이 자유 군이므로 기저를 원하는 곳으로 보낼 수 있기 때문입니다), 두 자유 분해가 사슬 호모토픽함을 보이면 됩니다.







75.6 코호몰로지 군 계산 예시


대표적인 예: 아마도 Hn(Sm)일 것입니다.




보편 계수 정리는 호몰로지 군을 알고 있다면 임의의 코호몰로지 군을 계산할 수 있는 직접적인 방법을 제공합니다.





예제 75.6.1 (Sm의 코호몰로지 군).


이제 Hn(Sm)을 계산하는 것은 간단합니다: Hn(Sm)이 항상 자유 군이므로 모든 Ext 항이 사라지며, 따라서 다음을 얻습니다




	
	Hn(Sm)≅Hom(Hn(Sm),G)≅{Gn=m,n=00그 외의 경우.
	












예제 75.6.2 (원환면의 코호몰로지 군).


이 예시 역시 0이 아닌 Ext 항이 없습니다. 이번에는 Hn(S1×S1)이 항상 자유 군이기 때문입니다. 따라서 다음을 얻습니다




	
	Hn(S1×S1)≅Hom(Hn(S1×S1),G).
	





Hn(S1×S1)이 차원 n=0,1,2에서 각각 ℤ, ℤ⊕2, ℤ이므로 다음을 유도할 수 있습니다




	
	Hn(S1×S1)≅{Gn=0,2G⊕2n=1.
	











이 예시들로부터 다음을 알아챌 수 있습니다:





보조정리 75.6.3 (0차와 1차 코호몰로지 군은 단순히 쌍대이다).


n=0과 n=1인 경우, 다음이 성립합니다




	
	Hn(X;G)≅Hom(Hn(X),G).
	











증명.


n=0인 경우는 이미 보였습니다. n=1인 경우, H0(X)가 자유 군이므로 Ext 항이 사라짐에 주목하십시오. ∎






예제 75.6.4 (클라인 병의 코호몰로지 군).


이 예시에서는 실제로 Ext 항이 존재합니다. 예제 74.5.4에서 클라인 병 K의 호몰로지 군이 차원 n=0에서 ℤ이고 n=1에서 ℤ⊕ℤ/2ℤ이며, 그 외에는 0임을 상기하십시오.




n=0인 경우, 다시 단순히 H0(K;G)≅Hom(ℤ,G)≅G를 얻습니다. n=1인 경우, Ext 항은 Ext(H0(K),G)≅Ext(ℤ,G)=0이므로




	
	H1(K;G)≅Hom(ℤ⊕ℤ/2ℤ,G)≅G⊕Hom(ℤ/2ℤ,G).
	





여기서 Hom(ℤ/2ℤ,G)는 G에서 위수가 2인 원소들(그리고 0∈G)로 이루어진 부분군입니다.




하지만 n=2인 경우, 우리는 첫 번째로 흥미로운 Ext 군을 얻게 됩니다: 완전열은 다음과 같습니다




	
	0→Ext(ℤ⊕ℤ/2ℤ,G)→H2(X;G)→H2(X)⏟=0→0.
	





따라서 다음을 얻습니다




	
	H2(X;G)≅(Ext(ℤ,G)⊕Ext(ℤ/2ℤ,G))⊕0≅G/2G.
	





그 이상의 모든 군은 사라집니다. 요약하면:




	
	Hn(X;G)≅{Gn=0G⊕Hom(ℤ/2ℤ,G)n=1G/2Gn=20n≥3.
	














75.7 코호몰로지 군의 시각화


더 큰 값의 n에 대해 Cn(X;G)와 Hn(X;G)를 이해해 보도록 하겠습니다.




위에서와 같이, Cn(X)는 X 위의 n-단체들로 생성된 자유 아벨 군이므로, 원소 f∈Cn(X;G)는 각 n-단체를 G의 원소로 보내는 함수입니다 (Cn(X) 전체로 선형적으로 확장됩니다).




이 값의 할당은 어떠한 좋은 성질도 가질 필요가 없습니다 — n-단체는 단순히 (연속) 사상 σ:Δn→X이며, imσ1=imσ2일지라도 서로 다른 사상 σ1과 σ2는 서로 다른 것으로 간주된다는 점을 상기하십시오. 특히,


	•

[v0,v1,v2]가 특이 단체라면, f([v0,v1,v2])+f([v0,v2,v1])=0이 성립할 필요는 없습니다.




	•

상이 한 점에 포함되는 특이 n-단체(n≥1)가 f에 의해 반드시 0으로 보내질 필요는 없습니다.









하지만 Cn(X)의 원소들이 이렇게 좋지 않다는 것은 중요하지 않습니다! 왜 그러한지는 아래에서 살펴보겠습니다.




호몰로지의 경우(정의 71.2.2)에서 우리는 다음과 같이 정의하였습니다:




	
	Zn(X)
	≔ker(Cn(X)→∂Cn−1(X)),
	





	
	Bn(X)
	≔im(Cn+1(X)→∂Cn(X)),
	





	
	Hn(X)
	≔Zn(X)/Bn(X).
	





Zn(X)와 Bn(X)의 원소들은 각각 사이클과 경계라고 불리며, 명백한 기하학적 해석을 갖습니다.




그러므로,




	
	Hn(X)=n-사이클n-바운더리.
	








이번 절에서는 잠시 다음과 같이 정의하겠습니다:




	
	Zn(X;G)
	≔ker(Cn(X;G)→𝛿Cn+1(X;G)),
	





	
	Bn(X;G)
	≔im(Cn−1(X;G)→𝛿Cn(X;G)),
	





	
	Hn(X;G)
	≔Zn(X;G)/Bn(X;G).
	








이번 절에서는 Zn(X;G)의 원소들을  코사이클이라 부르고, Bn(X;G)의 원소들을  코경계라 부르겠습니다. 다시 한번,




	
	Hn(X;G)=n-코사이클n-코바운더리.
	








왜 원소들이 위와 같이 명명되었는지는 기하학적으로 덜 명확하지만, 만약 군 G가 체라고 가정한다면(여기서 군 연산은 체의 덧셈 연산입니다),444https://math.stackexchange.com/q/4712676를 참조하십시오. 다음이 성립합니다:


	•

n-코사이클은 모든 n-경계를 0∈G로 보내는 사상입니다;




	•

n-코경계는 모든 n-사이클을 0∈G로 보내는 사상입니다.









첫 번째 명제는 명백합니다(정의를 따라가면 됩니다). 두 번째 명제는 한 방향으로만 일반적으로 성립합니다(코경계는 모든 사이클을 0으로 보내지만, 모든 사이클을 0으로 보내는 사상이 반드시 코경계일 필요는 없습니다 — 이는 나중에 클라인 병 예제에서 살펴보겠습니다).




n-코사이클이 어떤 모습이어야 하는지 살펴보겠습니다. 먼저,


경계가 같은 호모토픽한 사슬들은 코사이클에 의해 동일한 값으로 보내집니다.



두 k-단체가 호모토픽하다는 것이 무엇을 의미하는지는 절 65.4에서 정의하였습니다 — 현재 상황에서는 경계가 항상 고정된다는 조건을 추가로 요구합니다.




예를 들어, 아래에서 파란색과 주황색 1-단체는 호모토픽하지만, 빨간색 1-단체는 그렇지 않습니다.

[image: 도표]



증명은 어렵지 않습니다 — 호모토픽한 두 k-단체의 차이가 어떤 것(그들의 내부입니다!)의 경계임을 보이고, 그 내부를 몇 개의 k+1-단체의 합으로 쓰기만 하면 됩니다. (힌트: 가장 쉬운 방법은 사실 내부를 두 k+1-단체의 차이로 쓰는 것이며, 정점 순서 문제에 주의하십시오.)





연습문제 75.7.1.


증명을 완성하십시오.







전형적인 1-코사이클은 아래와 같은 모습일 수 있으며, 각 화살표에는 해당 1-단체에 할당된 값이 표시되어 있습니다. 사이클은 반드시 0으로 보내져야 함을 기억하십시오.

[image: 도표]



이제 다음 관찰을 살펴보겠습니다:


코경계를 법으로 하여 코사이클만을 고려한다면, 우리는 기본적으로 사이클에 할당된 값에만 관심을 갖게 됩니다.



왜 그럴까요? k-공경계는 어떤 (k−1)-공사슬의 δ라는 사실을 기억하십시오. 그러면, 다음과 같은 0-공사슬이 주어졌을 때:

[image: 도표]
그 δ는 대략 다음과 같은 모양일 것입니다:

[image: 도표]



그러므로, 대략적으로 말하면,


주어진 공사슬에 공경계를 더하거나 빼면, 대부분의 사슬에 할당된 값을 원하는 대로 조정할 수 있습니다.



“대부분의 사슬”이라고 말한 이유는, 만약 그 사슬들이 순환을 이룬다면, 공경계를 더해도 그 값을 바꿀 수 없기 때문입니다.




다행히도,


	•

경계인 순환에는 항상 값 0이 할당됩니다.




	•

호모토픽한 순환에는 동일한 값이 할당됩니다.




일반화하자면, 사실 호몰로그한 (즉, 사상 Zk(X)↠Hk(X) 아래에서 같은 값으로 대응되는) 순환에는 같은 값이 할당됩니다.









따라서,


각 “경계를 법으로 한 순환”에 대한 공순환의 값을 안다면, 그 공순환은 공경계를 법으로 거의 결정됩니다.



기호로 쓰면: Hn(X;G)는 Hom(Hn(X),G)와 “거의 동형”입니다.




다시 말해, 공경계를 법으로 한 공순환은 경계를 법으로 한 순환 위에서 “평가”될 수 있습니다.




이것이 바로 보편 계수 정리가 말하는 바이지만, 정리는 그보다 더 많은 것을 말합니다: “오차항”은 정확히 Ext(Hn−1(X),G)입니다.




오차항이 왜 존재할까요? 위에서 K가 클라인 병일 때 H2(K;G)를 계산하는 예를 다뤘습니다. 이제 G=ℤ라 가정하고 기하학적으로 이를 살펴봅시다.




전형적인 2-공사슬 f∈C2(K;ℤ)는 대략 다음과 같은 모양일 수 있습니다. (몇 개의 2-단체에 할당된 값만 표시되어 있는데, 2-단체가 너무 많아 모두 그릴 수 없기 때문입니다.)

[image: 도표]
공경계는 다음과 같은 모양일 수 있습니다 — 위의 상황과 동일하게, 특정 단체에 할당된 값 자체는 중요하지 않으며, 공경계를 더함으로써 두 단체 사이에서 할당된 값을 “이전”할 수 있습니다.

[image: 도표]



그러므로, 클라인 병 전체 곡면에 할당된 값은 3이라고 간단히 말할 수 있습니다 — 형식적으로, e2K∈C2(K)를 위의 두 2-단체의 합이라 하면, f(e2K)=3이라고 쓸 수 있습니다. 그러나:

[image: 도표]



클라인 병 전체 곡면에 대응하는 2-사슬의 경계는 파란 변의 2배이므로, 파란 변에서 값 1을 갖는 1-공사슬의 δ는 e2K에 값 2를 할당하게 됩니다.




기호로 쓰면: e1b∈C1(K)를 파란 변이라 하고, g(e1b)=1을 만족하는 g∈C1(K;ℤ)를 택하면, δ(g)(e2K)=2입니다. e2K가 순환이 아님에도 불구하고, 우리는 여전히 그 할당된 값을 2를 법으로 신경 써야 합니다! 왜냐하면 공경계 δ(g)를 더하거나 빼는 것은 그 값을 오직 2의 배수만큼만 조정할 수 있기 때문입니다.




따라서,


영역 ek∈Ck(X)의 경계 ∂ek∈Ck−1(X)가 n으로 나누어떨어진다면, 우리는 ek에 할당된 값을 n을 법으로 신경 써야 합니다.






이것으로 오차항 Ext(Hn−1(X),G)이 어디서 비롯되는지 설명됩니다.




절 76.2에서 드람 코호몰로지와의 또 다른 비교를 살펴봅니다 — 그 경우, 군 G는 체 ℝ이므로, Ext(Hn−1(X),G)는 항상 0입니다.







75.8 상대 코호몰로지 군


상대 코호몰로지 군 역시 자명한 방식으로 정의할 수 있습니다: 사슬 복합체를 쌍대화하여




	
	…→∂C1(X,A)→∂C0(X,A)→0
	





여쌍대 복합체를 얻습니다




	
	…←𝛿C1(X,A;G)←𝛿C0(X,A;G)←0.
	





이것의 코호몰로지 군을 취할 수 있습니다.





정의 75.8.1.


이렇게 얻어진 군들을  상대 코호몰로지 군이라 하며 Hn(X,A;G)로 표기합니다.







또한, 축소 코호몰로지 군 역시 정의할 수 있습니다. 이를 수행하는 한 가지 방법은 증대된 특이 사슬 복합체를 취하여




	
	…→∂C1(X)→∂C0(X)→𝜀ℤ→0
	





쌍대화함으로써




	
	…←𝛿C1(X;G)←𝛿C0(X;G)←ε∨Hom(ℤ,G)⏟≅G←0.
	





우리가 추가하는 ℤ 역시 자유이므로, 보편 계수 정리가 여전히 적용됩니다. 따라서 이는 우리에게 축소 코호몰로지 군을 줄 것입니다.




하지만 우리가 이미 상대 코호몰로지 군을 정의했으므로, 다음과 같이 정의하는 것이 가장 간단합니다:





정의 75.8.2.


공집합이 아닌 공간 X의  축소 코호몰로지 군은 H~n(X;G)로 표기되며, 어떤 점 ∗∈X에 대해 Hn(X,{∗};G)로 정의됩니다.










75.9 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 75A (쐐기곱 코호몰로지).


임의의 G와 n에 대해 다음이 성립합니다




	
	H~n(X∨Y;G)≅H~n(X;G)⊕H~n(Y;G).
	












문제 75B.


표수가 0인 체 F와 유한 생성 호몰로지 군을 갖는 공간 X에 대해 다음을 증명하십시오:




	
	Hk(X,F)≅(Hk(X))∨.
	





따라서 체 위에서 코호몰로지는 호몰로지의 쌍대입니다.








문제 75C (ℝℙn의 ℤ/2ℤ-코호몰로지).


다음을 증명하십시오




	
	Hm(ℝℙn,ℤ/2ℤ)≅{ℤm=0이거나, m이 홀수이고 m=n인 경우ℤ/2ℤ0<m<n이고 m이 홀수인 경우0그 외의 경우.
	















장 76 코호몰로지의 응용


위상수학에 관한 이 마지막 장에서는 코호몰로지 군의 몇 가지 좋은 성질을 (대부분 증명 없이) 서술하고, 특히 이른바 컵 곱을 소개하겠습니다. 컵 곱에 대한 실제 논고는 [HAT02] 또는 [MAX13]을 참고하십시오.




앞 장에서 언급했듯이, 모든 코호몰로지 군 H∙(X)를 한데 모아 코호몰로지 환을 구성할 수 있으며, 이는 호몰로지의 경우보다 더 많은 구조를 부여합니다 — ℂℙ2와 S2∨S4를, 또는 ℂℙ3와 S2×S4를 구별하기에 충분한 구조입니다.




위의 설명이 전혀 설명적이지 않음에도(그 구조가 무엇에 관한 것인지에 대한 통찰을 주지 않습니다), 실제로 어떤 사람들은 이렇게 말할 것입니다:


호몰로지가 직관적으로 무엇을 측정하는지는 중요하지 않습니다. 그것은 매우 어려운 것(위상수학)을 받아들여 단순한 것(아벨 군)으로 바꾸어 주는 편리한 도구이기 때문입니다.



그럼에도 불구하고, 컵 곱이 실제로 시각화 가능하다는 점은 흥미롭습니다! 적어도 차원이 3을 넘지 않을 때는 그렇습니다.





76.1 Poincaré 쌍대성


첫 번째 멋진 결과: 토러스나 Sn과 같은 ”좋은” 공간의 (코)호몰로지 군에서 대칭성을 눈치채셨을 수도 있습니다. 실제로 이는 다음에 의해 예측됩니다:





정리 76.1.1 (Poincaré 쌍대성).


M이 매끄러운 유향 콤팩트 n-다양체라면, 자연스러운 동형사상이 존재합니다




	
	Hk(M;ℤ)≅Hn−k(M)
	





모든 k에 대해 성립합니다. 특히, k>n일 때 Hk(M)=0입니다.







따라서 매끄럽고 방향이 주어진 콤팩트 다양체의 경우, 코호몰로지 군과 호몰로지 군은 그다지 다르지 않습니다.




이로부터 우리가 베티 수를 처음 정의할 때 언급했던 대칭성이 따라 나옵니다:





따름정리 76.1.2 (베티 수의 대칭성).


M을 매끄럽고 방향이 주어진 콤팩트한 n-다양체라 하고, bk를 그 베티 수라 합시다. 그러면




	
	bk=bn−k.
	











증명.


문제 76A. ∎








76.2 드람 코호몰로지


이제 미분 형식과 특이 코호몰로지 사이의 연관성을 밝히겠습니다.




M을 매끄러운 다양체라 합시다. 우리는 M의 호몰로지 군과 코호몰로지 군에 관심이 있습니다. 실수의 덧셈군인 G=ℝ인 경우로 특수화하겠습니다.





질문 76.2.1.


유한 생성 아벨 군 H에 대해 Ext(H,ℝ)=0임을 확인하십시오.







따라서 실수 계수를 사용하면 보편 계수 정리는 다음을 말해줍니다




	
	Hk(M;ℝ)≅Hom(Hk(M),ℝ)=(Hk(M))∨
	





여기서 Hk(X)를 실수 벡터 공간으로 간주합니다. 그러므로 Hk(M) 또는 Hk(M;ℝ) 중 하나를 파악하고 싶습니다.




다음 co사슬 복합체를 생각해 봅시다




	
	0→Ω0(M)→𝑑Ω1(M)→𝑑Ω2(M)→𝑑Ω3(M)→𝑑…
	





HdRk(M)을 그 코호몰로지 군이라 합시다. 따라서 드람 코호몰로지는 닫힌 형식을 완전 형식으로 나눈 것입니다.




	
	코사슬:코사이클:코바운더리=k-형식:닫힌 형식:완전 형식.
	








전체 요점은 다음과 같습니다:





정리 76.2.2 (드람의 정리).


임의의 매끄러운 다양체 M에 대해, 다음과 같은 자연스러운 동형사상이 존재합니다




	
	Hk(M;ℝ)≅HdRk(M).
	











즉 이 정리는 다양체 M의 실수 코호몰로지 군이 실제로 미분 형식의 거동만으로 주어진다는 것입니다. 따라서,


코호몰로지 군의 원소들을 공간 위의 G-값 미분 형식으로 비유적으로 생각할 수 있습니다.






왜 이런 일이 일어날까요? 사실 우리는 공간의 구멍을 반영하는 미분 형식의 거동을 이미 관찰한 바 있습니다. 예를 들어, M=S1을 원이라 하고 각도 형식 α를 생각해 봅시다(예제 44.7.4 참고). 이 형식 α는 닫혀 있지만 완전하지는 않은데, 이는 S1을 한 바퀴 완전히 돌 수 있기 때문입니다. 따라서 α가 완전하지 못하다는 사실은 H1(S1)≅ℤ임을 시사합니다.




또 다른 직관으로서 다음을 주목합시다:


	•

각 k-미분 형식 ω는 각 k-매끄러운 부분다양체 S⊆M을 받아 실수 ∫Sω를 반환하는 함수로 해석될 수 있습니다.




	•

지금은 모든 k-단체가 매끄럽다고 가정해 봅시다. 그러면 다음을 얻습니다:


	–

k-공사슬은 각 k-단체를 실수로 보내는 함수입니다.




	–

k-공사이클은 경계를 0으로 보내는 k-공사슬입니다.




	–

k-공경계는 사이클을 0으로 보내는 k-공사슬입니다.









한편:


	–

미분 형식은 각 k-단체를 실수로 보내면서 특정한 선형성 및 매끄러움 성질을 만족하는 함수입니다 — 예를 들면:


	*

k≥1이고 k-단체의 상이 한 점에 포함되어 있다면, 그것은 0으로 보내져야 합니다.




	*

k-단체를 재매개변수화하더라도, 부여된 값은 동일해야 합니다.




	*

k-단체의 두 꼭짓점을 뒤바꾸면, 부여된 값은 부호가 반대가 되어야 합니다.




	*

두 k-단체를 한 면을 따라 붙여서 하나의 k-단체를 만들 수 있다면, 부여된 값은 그 부분 k-단체들에 부여된 대응 값들의 합이어야 합니다.




	*

등등.









	–

닫힌 형식은 경계를 0으로 보내는 미분 형식입니다.




	–

완전 형식은 사이클을 0으로 보내는 미분 형식입니다.









우리는 이 대응 관계를 알아차리지 않을 수 없습니다 — 요점은 다음과 같습니다:




	
	Hk(M;ℝ)=코사이클코바운더리≅코사이클∩미분 형식코바운더리∩미분 형식=HdRk(M).
	





대략적으로 말해, 왼쪽의 분자와 분모가 모두 더 크지만, 이들이 서로 상쇄됩니다. 이를 절 74.3과 비교해 볼 수 있습니다.




또는, 그림으로 나타내면(지면 관계상 미분 형식의 군은 D로 표기합니다):

D코사이클코사이클∩D코바운더리코바운더리∩D
이는 정확히 제2 동형사상 정리의 설정입니다111절 3.6 참고.. 그리고 여러분은 이 두 몫이 왜 동형인지 직접 밝혀볼 수 있습니다.












76.3 등급 환


대표적인 예: 다항식 환은 가환 등급 환인 반면, ⋀∙(V)는 반가환입니다.




드람 코호몰로지에서 미분 형식은 또 다른 방식으로 상호작용할 수 있습니다: k-형식 α와 ℓ-형식 β가 주어지면, (k+ℓ)-형식을 생각할 수 있습니다




	
	α∧β.
	





따라서 형식들의 집합에 β∧α=(−1)kℓα∧β를 만족하는 “곱”을 부여할 수 있습니다. 이는 더 일반적인 구조의 특수한 경우입니다:





정의 76.3.1.


등급 유사환 R은 아벨 군입니다




	
	R=⨁d≥0Rd
	





여기서 R0, R1, …,은 아벨 군이며, 추가로 결합적인 이항 연산 ×:R×R→R을 가집니다. 우리는 r∈Rd이고 s∈Re이면 rs∈Rd+e이어야 함을 요구합니다. Rd의 원소를  균질 원소라고 부르며, r∈Rd이고 r≠0이면 |r|=d로 씁니다.







교환법칙을 가정하지 않는다는 점에 유의하십시오. 사실 이러한 ”환”은 항등원 1조차 갖지 않을 수도 있습니다. 추가적인 성질이 있는 경우에는 다른 용어를 사용합니다:





정의 76.3.2.


등급환은 1을 가지는 등급 유사환입니다. 이것이 교환적이면  교환 등급환이라고 합니다.








정의 76.3.3.


등급 (유사)환 R은, 임의의 균질 원소 r과 s에 대해 다음이 성립하면  반교환적이라고 합니다




	
	rs=(−1)|r||s|sr.
	












비고 76.3.4.


왜 rs=−sr이 아닐까요? 이 정의는 쐐기곱이 반교환적이라는 사실에서 영감을 받았습니다. f1,…,fr,g1,…,gs가 0-형식이라 할 때, f=df1∧df2∧⋯∧dfr을 r-형식으로, g=dg1∧dg2∧⋯∧dgs을 s-형식으로 두면, 다음 식에서 출발하여




	
	f∧g=(df1∧df2∧⋯∧dfr)∧(dg1∧dg2∧⋯∧dgs)
	





인접한 두 항을 반복적으로 교환하면, 다음 식을 얻기 위해 총 rs번의 교환이 필요합니다




	
	g∧f=(dg1∧dg2∧⋯∧dgs)∧(df1∧df2∧⋯∧dfr).
	





선형성에 의해, 일반적으로 임의의 r-형식 f와 임의의 s-형식 g에 대해 fg=(−1)rsgf임을 증명할 수 있습니다.







요약하면:




	등급환의 종류
	1을 가질 필요가 없음
	1을 가져야 함





	가정 없음
	등급 유사환
	등급환



	반가환
	반가환 유사환
	반가환환



	가환
	
	가환 등급환









예제 76.3.5 (등급환의 예).



	(a)

환 R=ℤ[x]는 교환 등급환이며, d번째 성분은 xd의 배수들입니다.




	(b)

환 R=ℤ[x,y,z]는 교환 등급환이며, d번째 성분은 차수 d인 균질 다항식들(과 0)로 이루어진 아벨 군입니다.




	(c)

V를 벡터 공간이라 하고, 다음 아벨 군을 고려합시다




	
	⋀∙(V)=⨁d≥0⋀d(V).
	





예를 들어, e1+(e2∧e3)∈⋀∙(V)이라고 합시다. 우리는 ⋀∙(V)에 곱 ∧를 부여하여 이를 반교환환으로 만듭니다.




	(d)

다양체 M의 미분 형식들의 집합, 즉




	
	Ω∙(M)=⨁d≥0Ωd(M)
	





에 곱 ∧를 부여한 것을 생각해 봅시다. 이것은 반교환환입니다.






네 가지 예 모두 곱셈 항등원을 가집니다.







Ω∙(M)의 상황으로 돌아가 봅시다. 다시 드람 코호몰로지 군 HdRk(M)을 생각해 보면, 그 원소들은 완전 형식을 법으로 한 닫힌 형식들입니다. 우리는 다음을 주장합니다:





보조정리 76.3.6 (쐐기곱은 드람 코호몰로지를 보존한다).


쐐기곱은 다음 사상을 유도합니다




	
	∧:HdRk(M)×HdRℓ(M)→HdRk+ℓ(M).
	











증명.


먼저, 연산자 d가 다음을 만족함을 상기합시다




	
	d(α∧β)=(dα)∧β+α∧(dβ).
	





이제 α와 β가 닫힌 형식이라고 합시다. 그러면 위로부터 α∧β는 명백히 닫혀 있습니다. 또한 α가 닫혀 있고 β=dω가 완전하면, 다음 항등식으로부터 α∧β는 완전합니다




	
	d(α∧ω)=dα∧ω+α∧dω=α∧β.
	





마찬가지로 α가 완전하고 β가 닫혀 있으면 α∧β는 완전합니다. 따라서 완전 형식을 법으로 곱을 취하는 것이 타당하며, 이로부터 위의 정리가 성립합니다. ∎





따라서 우리는 반교환환




	
	HdR∙(M)=⨁k≥0HdRk(M)
	





을 곱 ∧와 항등원 1∈⋀0(ℝ)=ℝ과 함께 얻을 수 있습니다.







76.4 컵곱


이것에서 영감을 받아, 임의의 위상 공간 X와 환 R(여기서 R은 항상처럼 1을 갖는 가환환입니다)에 대해 ⨁k≥0Hk(X;R) 위에 유사한 곱을 구성할 수 있는지 살펴보고자 합니다. 이를 수행하는 방법은 컵 곱을 통해서입니다.




그러면 이것은 다음과 같이 두 코사슬을 곱하는 방법을 제공합니다.





정의 76.4.1.


ϕ∈Ck(X;R)이고 ψ∈Cℓ(X;R)이라고 합시다. 그러면 이들의  컵 곱 ϕ⌣ψ∈Ck+ℓ(X;R)을 다음과 같이 정의할 수 있습니다.




	
	(ϕ⌣ψ)([v0,…,vk+ℓ])=ϕ([v0,…,vk])⋅ψ([vk,…,vk+ℓ])
	





여기서 곱셈은 R에서 이루어집니다.








질문 76.4.2.


R이 1을 갖는다고 가정할 때, ⌣의 항등원이 되는 0-코사슬은 무엇입니까?








비고 76.4.3 (경고).


n-미분 형식을 명백한 방식으로 n-코사슬로 해석할 수는 있지만, 컵 곱은 쐐기 곱의 일반화가 아닙니다! 예를 들어, X=ℝ2라고 하고, v0=(1,0), v1=(0,0), v2=(0,1)이며 모든 변이 직선이라고 가정할 때, [v0,v1,v2]와 [v2,v1,v0]에 대해 dx⌣dy를 계산해 보십시오.




이는 우리가 교대화 연산자를 갖고 있지 않기 때문입니다. 자세한 내용은 절 44.5을 참조하십시오. 이 경우 환 G는 모든 0이 아닌 원소가 역원을 갖지는 않는 ℤ일 수 있으므로, 나눗셈이 문제를 일으킬 것입니다.




그럼에도 불구하고 차이는 깔끔하게 상쇄되며, 코호몰로지 군에서 대응하는 원소는 여전히 쐐기 곱 dx∧dy로 해석되는 원소와 같습니다 — 이것이 아래에서 서술할 H∙(M;ℝ)≅HdR∙(M)이 의미하는 바입니다.




토러스의 익숙한 예와, 1-공사이클 “dx”와 “dy”를 생각해 봅시다.

[image: 도표]



쐐기 곱에 대해 알고 있는 바로부터, T가 토러스 전체일 때 (부호 ±까지) (dx∧dy)(T)=1이 되기를 원합니다. 실제로 위의 정의를 사용하면 (직접 풀어 보십시오! T를 임의로 두 삼각형으로 나누십시오) 이는 성립합니다.




그럼에도 불구하고, 우리는 컵 곱 자체보다는 호몰로지 환 위에 유도되는 컵 곱에 훨씬 더 관심이 있습니다.







먼저, 이전과 유사한 결과를 증명합니다.





보조정리 76.4.4 (컵 곱과 δ).


δ(ϕ⌣ψ)=δϕ⌣ψ+(−1)kϕ⌣δψ가 성립합니다.







증명.


직접적인 ∑ 계산입니다. ∎





따라서 드람 코호몰로지에 사용했던 것과 동일한 절차를 통해, 유도된 사상을 얻습니다.




	
	⌣:Hk(X;R)×Hℓ(X;R)→Hk+ℓ(X;R).
	





그런 다음 원소들이 다음의 유한 합인  특이 코호몰로지 환을 정의합니다.




	
	H∙(X;R)=⨁k≥0Hk(X;R)
	





그리고 곱셈은 ⌣로 주어집니다. 따라서 이는 등급환(항등원은 1R∈R)이며 실제로 반가환입니다:





명제 76.4.5 (코호몰로지는 반가환입니다).


H∙(X;R)는 반가환환이며, 이는 ϕ⌣ψ=(−1)kℓψ⌣ϕ임을 의미합니다.







증명은 [HAT02, 정리 3.11, 210–212쪽]를 참조하십시오. 더욱이, 드람 동형사상이 존재합니다.





정리 76.4.6 (드람은 환 동형사상으로 확장됩니다).


임의의 매끄러운 다양체 M에 대해, 드람 코호몰로지 군에서 특이 코호몰로지 군으로의 동형사상은 실제로 다음의 동형사상을 제공합니다.




	
	H∙(M;ℝ)≅HdR∙(M)
	





반가환환의 동형사상입니다.







따라서 “미분 형식”이 코호몰로지 군의 원소를 시각화하는 방법이라면, 쐐기 곱은 컵 곱을 시각화하는 올바른 방법입니다.




이제 몇 가지 흔한 공간들의 코호몰로지 환을 (대부분 증명 없이) 제시합니다.





예제 76.4.7 (토러스의 코호몰로지).


토러스의 코호몰로지 환 H∙(S1×S1;ℤ)는 관계식 α⌣α=β⌣β=0과 α⌣β=−β⌣α를 만족하는 원소 |α|=|β|=1에 의해 생성됩니다. (여기에는 항등원 1도 포함됩니다.) 따라서 ℤ-가군으로서는




	
	H∙(S1×S1;ℤ)≅ℤ⊕[αℤ⊕βℤ]⊕(α⌣β)ℤ.
	





이는 예상된 차원 1+2+1=4를 줍니다. 이는 반가환적입니다.







여러분은 위 비고에서 dx와 dy라고 불리는 원소로서 α와 β를 이미 본 적이 있습니다.





예제 76.4.8 (Sn의 코호몰로지 환).


n≥1에 대해 Sn을 생각해 봅시다. 자명하지 않은 코호몰로지 군은 H0(Sn;ℤ)≅Hn(Sn;ℤ)≅ℤ로 주어집니다. 따라서 아벨 군으로서는




	
	H∙(Sn;ℤ)≅ℤ⊕αℤ
	





여기서 α는 Hn(Sn,ℤ)의 생성원입니다.




이제 |α⌣α|=2n임을 관찰합시다. 그러나 H2n(Sn;ℤ)=0이므로 α⌣α=0이어야 합니다. 따라서 더 간결하게는,




	
	H∙(Sn;ℤ)≅ℤ[α]/(α2).
	





혼란스럽게도, 이 등급 환은 가환적이면서 동시에 반가환적입니다. 그 이유는 α⌣α=0=−(α⌣α)이기 때문입니다.








예제 76.4.9 (실사영 공간과 복소사영 공간의 코호몰로지 환).


다음이 성립함이 밝혀져 있습니다.




	
	H∙(ℝℙn;ℤ/2ℤ)
	≅ℤ/2ℤ[α]/(αn+1)
	





	
	H∙(ℂℙn;ℤ)
	≅ℤ[β]/(βn+1)
	





여기서 |α|=1은 H1(ℝℙn;ℤ/2ℤ)의 생성원이고 |β|=2는 H2(ℂℙn;ℤ)의 생성원입니다.




혼란스럽게도, 두 등급 환 모두 가환적이면서 동시에 반가환적입니다. 첫 번째 경우는 ℤ/2ℤ에서 작업하기 때문인데, 여기서는 1=−1이므로 반가환성이 실제로 가환성과 동치가 됩니다. 두 번째 경우는 모든 영이 아닌 동차 원소가 차수 2를 갖기 때문입니다.







여기서 이미 컵 곱 ⌣이 쐐기 곱 ∧와 다른 흥미로운 예를 하나 얻었습니다 — n≥2이면, 위의 생성원 α와 β는 α⌣α≠0이고 β⌣β≠0입니다.




여기서 무슨 일이 일어나는지 살펴봅시다. 위의 공식은 다음을 말해줍니다.




	
	H∙(ℝℙ2;ℤ/2ℤ)≅ℤ/2ℤ[α]/(α3)
	





아벨 군으로서, H0(ℝℙ2;ℤ/2ℤ), H1(ℝℙ2;ℤ/2ℤ), H2(ℝℙ2;ℤ/2ℤ)에는 각각 영이 아닌 원소가 하나씩 있으며, 나머지 군은 0입니다.




ℝℙ2는 시각화하기가 그리 어렵지 않습니다 — 이는 단순히 반대편 꼭짓점을 동일시하는 관계로 몫을 취한 2-구입니다.




그 위에는 0과 호모토피가 아닌(호몰로지가 아닌) 1-사이클이 존재합니다:

[image: [Uncaptioned image]]
보이기가 그리 쉽지는 않지만, 이러한 모든 1-사이클은 서로 호몰로지가 같으며, 그 사이클의 두 배는 0과 호몰로지가 같습니다.




이에 따라 H1(ℝℙ2;ℤ/2ℤ)≅Hom(H1(ℝℙ2),ℤ/2ℤ)이며, 그 유일한 자명하지 않은 원소 α는 이러한 각 1-사이클을 1로 보냅니다.




[image: 도표]



α⌣α를 생각해 봅시다. α는 dx와 dy 둘 다처럼 동시에 작용한다는 점에 주목합시다(파란 변과 빨간 변 모두 값 1이 할당되었습니다), 따라서 이는 실사영평면 전체 곡면에 값 1을 할당합니다! 따라서 이는 자명하지 않습니다.





연습문제 76.4.10.


이를 확인하기 위해 컵 곱 α⌣α를 직접 계산해 보십시오. (곡면을 몇 개의 삼각형으로 나누십시오. [a,c,d]+[a,d,b]−[c,c,d]+[c,d,c]가 하나의 유효한 선택입니다. 경계가 영이 아니지만 2로 나누어떨어짐을 확인하십시오.)










76.5 상대 코호몰로지 유사환


A⊆X에 대해, 상대 컵 곱 또한 정의할 수 있습니다.




	
	Hk(X,A;R)×Hℓ(X,A;R)→Hk+ℓ(X,A;R).
	





결국, 두 코사슬 중 하나가 A 안의 사슬에서 사라진다면, 그들의 컵 곱 역시 사라집니다. 이를 통해  상대 코호몰로지 유사환과  축소 코호몰로지 유사환(단, A={∗})을 정의할 수 있습니다. 즉,




	
	H∙(X,A;R)
	=⨁k≥0Hk(X,A;R)
	





	
	H~∙(X;R)
	=⨁k≥0H~k(X;R).
	





이들은 모두 반가환 유사환입니다. 실제로, 종종 H~0(X;R)=0이 성립하여 항등원이 전혀 존재하지 않습니다.




다시 한번 함자성을 확인할 수 있습니다.





정리 76.5.1 (코호몰로지 (유사)환은 함자적이다).


환 R(교환환이며 1을 가짐)을 고정합시다. 그러면 다음과 같은 함자를 얻습니다




	
	H∙(−;R)
	:𝗁𝖳𝗈𝗉op→𝖦𝗋𝖺𝖽𝖾𝖽𝖱𝗂𝗇𝗀𝗌
	





	
	H∙(−,−;R)
	:𝗁𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉op→𝖦𝗋𝖺𝖽𝖾𝖽𝖯𝗌𝖾𝗎𝖽𝗈𝖱𝗂𝗇𝗀𝗌.
	











안타깝게도, (코)호몰로지 군과는 달리, CW 복합체와 같은 좋은 공간에 대해서조차 컵 곱을 결정하는 것222미분 형식으로 옮겨갔다가 다시 돌아오는 방법을 제외하면 말입니다. 여러분은 이미 위에서 쐐기곱을 계산해 본 적이 있습니다.은 자명하지 않은 작업입니다. 따라서 계산 측면에서는 많은 것을 다루지 않을 것입니다. 그러나 약간의 진전은 이룰 수 있습니다.







76.6 쐐기합


이제 우리의 목표는 H~∙(X∨Y)를 계산하는 것입니다. 이를 위해서는 두 등급 유사환의 곱을 정의해야 합니다.





정의 76.6.1.


R과 S를 두 등급 유사환이라 합시다.  곱 유사환 R×S는 그 바탕이 되는 아벨 군을 다음과 같이 취함으로써 정의되는 등급 유사환입니다




	
	R⊕S=⨁d≥0(Rd⊕Sd).
	





곱셈은 R과 S로부터 오며, 이어서 r∈R, s∈S에 대해 r⋅s=0으로 선언합니다.







이는 예제 4.3.8에서 정의된 곱 환의 등급 버전일 뿐임에 주목하십시오.





연습문제 76.6.2.


R과 S가 등급 환(즉 1R과 1S를 가진다는 뜻)이라면, R×S 역시 그러함을 보이십시오.







이제, 정리는 다음과 같습니다.





정리 76.6.3 (쐐기합의 코호몰로지 유사환).


다음이 성립합니다




	
	H~∙(X∨Y;R)≅H~∙(X;R)×H~∙(Y;R)
	





등급 유사환으로서 말입니다.







단지 두 환이 동형이라는 사실만 알아서는 큰 도움이 되지 않으며, 그 동형사상이 무엇인지 안다면 훨씬 더 좋을 것입니다 — 그래야 간단한 경우에는 여러분 스스로 두 환이 동형임을 직접 확인할 수 있습니다.




이 동형사상은 가장 자명한 것입니다: X∨Y 안의 각 사슬 c에 값 f(c)∈R를 대응시키는 f∈C∙(X∨Y;R)가 주어졌을 때, 이를 C∙(X)의 원소로 해석할 수 있습니다. 왜냐하면 X 안의 각 사슬은 자명하게 X∨Y 안의 사슬이기도 하여 f에 넣을 수 있기 때문입니다 — 형식적으로는, 매장 X↪X∨Y가 C∙(X)↪C∙(X∨Y)를 유도합니다. 이 사상은 H~∙(X∨Y;R)→H~∙(X;R)×H~∙(Y;R)를 유도하며, 환 곱셈, 즉 컵 곱을 보존합니다.





예제 76.6.4.


X와 Y가 다음 그림과 같이 나타내어져 있다고 합시다.

[image: 도표]
f∈H~1(X;ℤ)가 전체 정사각형에 f(X)=2를 대응시키고, g∈H~1(Y;ℤ)가 전체 원에 g(Y)=3을 대응시킨다고 합시다. 그러면, 물론 H~1(X∨Y) 안에서 (f,g)에 대응하는 원소는 전체 공간 X∨Y에 대응하는 코사이클에 2+3=5를 대응시킬 것입니다.







이를 통해 서두에서 제기된 첫 번째 질문을 해결할 수 있습니다. X=ℂℙ2이고 Y=S2∨S4라 합시다. 다음이 성립합니다




	
	H∙(ℂℙ2;ℤ)≅ℤ[α]/(α3).
	





따라서 이는 세 개의 원소로 생성되는 등급 환입니다.


	•

차원 0에서의 1.




	•

차원 2에서의 α.




	•

차원 4에서의 α2.






다음으로, 축소 코호몰로지 유사환을 생각해 봅시다




	
	H~∙(S2∨S4;ℤ)≅H~∙(S2;ℤ)⊕H~∙(S4;ℤ).
	





따라서 절대 코호몰로지 환 H∙(S2∨S4;ℤ)는 마찬가지로 세 개의 원소로 생성되는 등급환입니다.


	•

1은 차원 0에 있습니다 (0차원을 다시 더해 넣으면).




	•

a2는 차원 2에 있습니다 (H∙(S2;ℤ)로부터).




	•

a4는 차원 4에 있습니다 (H∙(S4;ℤ)로부터).






예상했던 대로 각 등급 성분은 동형입니다. 그러나 전자에서는 차수 2인 두 생성원의 곱이




	
	α⋅α=α2.
	





후자에서는 차수 2인 두 생성원의 곱이




	
	a2⋅a2=a22=0
	





a2⌣a2=0∈H∙(S2;ℤ)이기 때문입니다.




따라서 S2∨S4와 ℂℙ2는 호모토피 동치가 아닙니다.




직관적으로, 위 증명이 말하는 바는 다음과 같습니다:


자명하지 않은 4-공사슬 a4∈H4(S2∨S4;ℤ)는 2-공사슬 a2와 아무 관련이 없는 반면, 4-공사슬 α2∈H4(ℂℙ2)는 2-공사슬 α와 자기 자신의 컵곱 α⌣α입니다.






아래 연습문제는 ℝℙ2가 비배향임을 제외하면 시각화하기 훨씬 쉬울 것입니다 — 사실, 우리는 위에서 왜 α∈H1(ℝℙ2)인 영이 아닌 원소에 대해 α⌣α≠0인지 이미 살펴보았습니다.





연습문제 76.6.5.


마찬가지로, 각 등급 성분이 동형임에도 불구하고 H~∙(S1∨S2;ℤ/2ℤ)≇H~∙(ℝℙ2;ℤ/2ℤ)임을 보여서 S1∨S2와 ℝℙ2가 호모토피 동치가 아님을 보이십시오.










76.7 교차곱


이 절에서는 교차곱을 정의하겠습니다.





76.7.1 동기


대략적으로 말해, 동기는 다음과 같습니다:


X가 m차원 구멍을 가지고 Y가 n차원 구멍을 가진다면, X×Y는 (m+n)차원 구멍을 가집니다.



이는 ”구멍”을 적절히 해석했을 때(호몰로지로든 코호몰로지로든) 대부분의 흔한 경우에 참입니다.




우리는 위 명제를 형식화하고 증명할 것입니다.







76.7.2 특이 호몰로지에서의 교차곱


먼저, m-단체 f:Δm→X와 n-단체 g:Δn→Y를 받아서 (m+n)-사슬 f×g∈Cm+n(X×Y)를 반환하는  교차곱을 정의합니다.333제가 아는 한, 이는 그저 기호 ×가 십자가 모양이기 때문이며, ℝ3에서의 벡터 외적과는 아무 관련이 없습니다. 이것이야말로 여러분이 이를 정의할 가장 자연스러운 방법입니다: 직관적으로, X 안의 m차원 정육면체와 Y 안의 n차원 정육면체의 곱은 X×Y 안의 (m+n)차원 정육면체입니다.

[image: 도표]



단체의 경우, Δm×Δn을 유한히 많은 Δm+n의 복사본들로 세분해야 합니다.




n=1인 경우에는 프리즘 연산자를 다룰 때 이미 세분을 살펴본 바 있습니다. 일반적인 경우에 대해서는 [HAT02, page 277]를 참고하십시오 — 그 개수는 빠르게 커지는데, 예를 들어 Δ15×Δ15를 덮으려면 (3015)=155117520개의 단체가 필요합니다!




형식적으로, 우리는 사슬의 교차곱을 다음과 같은 함수로 정의할 수 있습니다:




	
	Cm(X)×Cn(Y)→×Cm+n(X×Y).
	





이것이 호몰로지 군 위의 사상을 유도함을 증명할 수 있습니다:




	
	Hm(X)×Hn(Y)→×Hm+n(X×Y).
	









연습문제 76.7.1.


X=Y=S1이라 하여, X×Y가 토러스가 되도록 합시다. α를 H1(X)의 생성원, β를 H1(Y)의 생성원이라 합시다. α×β가 H2(X×Y)의 생성원임을 보이십시오.







사실, 다음이 성립합니다:





정리 76.7.2.


X와 Y가 CW 복합체이고 R이 PID이면, Hm(X)와 Hn(Y)의 0이 아닌 두 원소의 교차곱은 0이 아닙니다.







이는 앞서 우리가 가졌던 직관을 공식화합니다 — 적어도, 호몰로지를 ”구멍”의 척도로 사용한다면 그렇습니다.







76.7.3 교차곱은 ℤ-가군 준동형사상이 아님


이 절에서는, a와 b가 각각 ℤ-가군 Cm(X)와 Cn(Y)의 원소일 때, ×(a,b)를 a×b∈Cm+n(X×Y)를 의미하는 것으로 쓰고, (a,b)는 곱 Cm(X)×Cn(Y)에서 대응하는 원소를 나타내는 것으로 씁니다.




우리가 정리해야 할 작은 기술적 세부사항이 있습니다 — 위에서, 우리는 다음과 같이 씁니다




	
	×:Cm(X)×Cn(Y)→Cm+n(X×Y).
	





하지만 이렇게 쓰면, ×는 ℤ-가군 준동형사상이 아닙니다!





예제 76.7.3.


a와 b를 각각 Cm(X)와 Cn(Y)의 임의의 0이 아닌 원소라 합시다.




그러면,




	
	×(a,b)
	=a×b
	





	
	2⋅(a,b)
	=(2a,2b)
	





	
	×(2⋅(a,b))
	=4(a×b).
	











동형사상에 대해 논하거나, Cm+n(X×Y) 또는 Hm+n(X×Y)의 ℤ-가군 구조를 가지고 무언가를 하고자 한다면, ℤ-가군 준동형사상을 갖는 편이 좋습니다.




이는 쉽게 고칠 수 있습니다: ×는 쌍선형이므로, 텐서곱을 고려하는 것이 자연스럽습니다:




	
	×:Cm(X)⊗ℤCn(Y)→Cm+n(X×Y).
	





이 표기법으로, ×(a⊗b)=a×b입니다. (부수적으로, 이제 ×(a⊗b+c⊗d)=a×b+c×d라고도 쓸 수 있습니다.)




그러므로, 정리 76.7.2을 다시 서술해 봅시다:





정리 76.7.4.


X와 Y가 CW 복합체이면,




	
	×:Hm(X)⊗ℤHn(Y)→Hm+n(X×Y)
	





는 단사 ℤ-가군 준동형사상입니다.










76.7.4 세포 호몰로지에서의 교차곱


특이 호몰로지를 이용한 정의는 상당히 번거롭습니다 — 사슬의 구성 요소로 단체를 사용하기 때문에, X와 Y에서 두 단체의 곱은 X×Y에서 방대한 단체들의 모임이 됩니다.




이제 세포 호몰로지를 이용해 교차곱을 다시 정의할 것입니다 — 교차곱의 두 정의가 호몰로지 군에서 동일한 결과를 주기 때문에, 안전하게 건너뛰어도 됩니다.




X와 Y가 CW 복합체이면, 더 잘할 수 있습니다. X×Y는 자연스러운 CW 복합체 구조를 가짐을 알 수 있습니다: X의 각 세포 em과 Y의 세포 en에 대해, 그 곱은 X×Y의 세포 em+n을 이룹니다.





예제 76.7.5.


X와 Y가 둘 다 두 개의 0-세포와 하나의 1-세포로 이루어진 선분이면, 이들의 곱 X×Y는 다음을 포함하는 자연스러운 CW 복합체 구조를 갖습니다:


	•

4개의 0-세포,




	•

4개의 1-세포,




	•

1개의 2-cell입니다.












장 74에서 다룬 세포 군 Cells∙(X)를 떠올려 보십시오. 각 기저 원소는 X의 한 세포에 대응합니다. 그러면 기저 원소들에 대해 십자곱을 정의할 수 있습니다:




	
	×:Cellsm(X)⊗ℤCellsn(Y)→Cellsm+n(X×Y).
	





지독하게 명시적으로 말하자면: em∈Cellsm(X), en∈Cellsn(Y)라 할 때, 십자곱은 em×en=em×en∈Cellsm+n(X×Y)로 정의됩니다 — 사용된 표기법조차 자명합니다.




물론 이는 호몰로지 군 사이의 사상을 유도합니다:




	
	×:Hm(X)⊗ℤHn(Y)→Hm+n(X×Y).
	





이 사상은 앞서 정의한 사상과 동일합니다.







76.7.5 세포 코호몰로지에서의 십자곱


위와 같은 방식을 이번에는 코호몰로지에 대해 적용합니다 — 호몰로지와 코호몰로지는 ”구멍”을 재는 방식이 미묘하게 다르다는 점을 기억하십시오. 클라인 병 K의 경우 H2(X)=0이지만 H2(X;ℤ)≠0입니다.




두 세포 코사슬 f∈Hom(Cellsm(X);R)과 g∈Hom(Cellsn(Y);R)이 주어졌을 때, 코사슬 f×g∈Hom(Cellsm+n(X×Y);R)을 얻고자 합니다.




물론 이는 가장 자연스러운 방식으로 정의됩니다: X의 세포 em과 Y의 세포 en에 대해, (f×g)(em×en)=f(em)⋅g(en)이 성립합니다.




그럴듯해 보입니까? 아직은 아닙니다 — X×Y의 모든 (m+n)-세포 em+n이 X의 m-세포와 Y의 n-세포의 곱으로 이루어지는 것은 아니기 때문입니다. 그러한 경우에는 단순히 (f×g)(em+n)=0이라고 선언합니다.




늘 그렇듯이, 이 사상은 코호몰로지 군 사이의 R-가군 준동형사상을 유도합니다:




	
	×:Hm(X;R)⊗RHn(Y;R)→Hm+n(X×Y;R).
	











76.7.6 동기 부여: 미분 형식의 십자곱


위에서 다룬 두 세포 코사슬의 십자곱의 정의는 깔끔하지만, 무미건조하고 동기가 부족해 보일 수 있습니다.




알고 보면 미분 형식에 대해서도 같은 방식을 적용할 수 있습니다. 게다가 이는 쐐기곱 α∧β를 정의하는 깔끔한 방법을 제공합니다! 실제로 어떻게 작동하는지 살펴봅시다.




정의를 제시하는 대신, 여기 몇 가지 예시를 들어보겠습니다. 동기가 충분한 독자라면 이 개념을 formal하게 정의해 볼 수 있을 것입니다.





예제 76.7.6 (미분 형식의 십자곱 예시).


여기 몇 가지 예시가 있습니다.


	•

X와 Y가 각각 평면의 x축과 y축이라면, 십자곱 dx×2dy는 2(dx∧dy)와 같습니다.




이는 분명 자연스럽습니다 — dx는 벡터 𝐞1에 값 1을 부여하고, 2dy는 벡터 𝐞2에 값 2를 부여하므로, dx×2dy는 𝐞1과 𝐞2로 생성되는 단위 정사각형 — 즉 𝐞1∧𝐞2 — 에 값 1⋅2=2를 부여해야 함을 알 수 있습니다.




	•

X를 xy-평면이라 하고, Y를 z축이라 합시다. 십자곱 dx×dz를 생각해 봅시다. 그 결과는 어떤 2-형식이어야 하겠습니까?




분명히 (dx×dz)(𝐞1∧𝐞3)=1이고 (dx×dz)(𝐞2∧𝐞3)=0이어야 합니다. 하지만 이것만으로는 dx×dz를 유일하게 결정하기에 충분하지 않습니다.




그래서 우리는 다음과 같이 선언합니다: (dx×dz)(𝐞1∧𝐞2)=0. 이로써 dx×dz=dx∧dz를 얻습니다.












더 일반적으로, X와 Y에 대한 기저를 선택하고 기저 원소들에 대한 α×β의 값을 정의함으로써 십자곱을 정의할 수 있습니다.




약속한 대로 — 십자곱을 이용해 쐐기곱을 정의할 수 있습니다. 할 수 있는 방법은 오직 하나뿐입니다:





정의 76.7.7 (쐐기곱을 크로스곱을 이용해 정의하기).


X가 ℝ-벡터 공간일 때, α∈(⋀m(X))∨이고 β∈(⋀n(X))∨라 하면, α∧β∈(⋀m+n(X))∨는 다음과 같이 정의됩니다




	
	α∧β=Δ∗(α×β)
	





여기서 Δ:X→X×X, Δ(x)=(x,x)는 대각 사상입니다. Δ∗가 당겨오기 연산을 나타낸다는 것을 상기하십시오.







더 간단히 말하면, α∧β를 X 안의 (m+n)-쐐기에 대해 계산하려면, 대각 사상을 이용해 그것을 X×X로 밀어 보낸 다음, α×β에 넘겨주면 됩니다.







76.7.7 코호몰로지 군들을 이어붙이기


위에서 우리가 R-가군 준동형사상을 가지고 있었음을 상기하십시오




	
	×:Hm(X;R)⊗RHn(Y;R)→Hm+n(X×Y;R).
	





모든 H∙(X;R)을 실제로 이어붙여 반가환 등급환, 즉 코호몰로지 환을 만드는 것이 가능하다는 것을 우리는 알고 있습니다. 그래서 우리는 이 사상을 R-대수 준동형사상으로 확장하고자 합니다




	
	×:H∙(X;R)⊗RH∙(Y;R)→H∙(X×Y;R).
	








우리는 아직 두 등급환의 텐서곱이 무엇인지 정의하지 않았습니다 — 다음 절에서 이를 formal하게 정의할 것입니다만, 직관적으로는 모든 Hm(X;R)⊗RHn(Y;R)을 이어붙인 것으로 이루어집니다.









76.8 Künneth 공식


이제 S2×S4와 ℂℙ3 공간을 구별하고자 합니다. 이를 위해서는 Hn(X;R)와 Hn(Y;R)를 이용하여 Hn(X×Y;R)를 나타내는 공식이 필요합니다. 이러한 공식을  Künneth 공식이라고 부릅니다. 이 절에서는 두 등급환의 텐서곱과 관련된 매우 특수한 경우만 사용하겠습니다.





정의 76.8.1.


A와 B를 R-가군이기도 한 두 등급환이라 합시다(여기서 R은 1을 갖는 가환환입니다).  텐서곱 A⊗RB를 다음과 같이 정의합니다. 아벨 군으로서는, 그것은




	
	A⊗RB=⨁d≥0(⨁k=0dAk⊗RBd−k).
	





곱셈은 기저 원소들에 대해 다음과 같이 주어집니다




	
	(a1⊗b1)(a2⊗b2)=(a1a2)⊗(b1b2).
	





물론 곱셈 항등원은 1A⊗1B입니다.







이제 X와 Y를 위상 공간이라 하고, 그 곱을 취합시다: 우리는 다음 도식을 가집니다

X×YXYπXπY
여기서 πX와 πY는 사영입니다. Hk(−;R)이 함자적이므로, 이는 유도된 사상들을 줍니다




	
	πX∗
	:Hk(X×Y;R)→Hk(X;R)
	





	
	πY∗
	:Hk(X×Y;R)→Hk(Y;R)
	





모든 k에 대해.




이를 이용하면, 이른바 크로스곱을 정의할 수 있습니다.





정의 76.8.2.


R을 환이라 하고, X와 Y를 공간이라 합시다. πX와 πY를 X×Y에서 각각 X와 Y로의 사영이라 합시다. 그러면  크로스곱은 다음과 같은 사상입니다




	
	H∙(X;R)⊗RH∙(Y;R)→×H∙(X×Y;R)
	





이는 다음과 같이 코사이클에 작용합니다: ϕ×ψ=πX∗(ϕ)⌣πY∗(ψ).







이는 X 위의 k-코사이클과 Y 위의 ℓ-코사이클을 가지고 곱공간 X×Y 위의 (k+ℓ)-코사이클을 만드는 가장 자연스러운 방법일 뿐입니다.





비고 76.8.3.


물론, 이 정의는 위에서 세포 코호몰로지를 이용한 정의와 일치합니다만, 증명은 생략합니다.








정리 76.8.4 (Künneth 공식).


X와 Y를 CW 복합체라 하고, 모든 k에 대해 Hk(Y;R)이 유한 생성 자유 R-가군이라 합시다. 그러면 크로스곱은 다음과 같은 반가환환의 동형사상입니다




	
	H∙(X;R)⊗RH∙(Y;R)→H∙(X×Y;R).
	











즉:


X와 Y의 구멍 쌍과 X×Y의 구멍 사이에는 일대일 대응이 존재합니다. 더욱이, 이 대응은 컵 곱을 보존합니다.



여기서 ”구멍”은 이 경우 ”코호몰로지 군의 생성원”으로 이해되어야 합니다.




어쨌든, 이로써 처음에 제기했던 질문을 마침내 해결할 수 있습니다. 우리는 모든 n에 대해 Hn(ℂℙ3)≅Hn(S2×S4)임을 보았으므로, 따라서 Hn(ℂℙ3;ℤ)≅Hn(S2×S4;ℤ) 역시 성립합니다.




하지만 이제 코호몰로지 환을 살펴봅시다. 먼저, 다음을 얻습니다




	
	H∙(ℂℙ3;ℤ)≅ℤ[α]/(α4)≅ℤ⊕αℤ⊕α2ℤ⊕α3ℤ
	





여기서 |α|=2이며, 따라서 이는 다음에 의해 생성되는 등급환입니다


	•

1, 차수 0.




	•

α, 차수 2.




	•

α2, 차수 4.




	•

α3, 차수 6.









이제 다음을 분석해봅시다




	
	H∙(S2×S4;ℤ)≅ℤ[β]/(β2)⊗ℤ[γ]/(γ2).
	





따라서 이는 다음 원소들에 의해 생성됩니다:


	•

1⊗1, 차수 0.




	•

β⊗1, 차수 2.




	•

1⊗γ, 차수 4.




	•

β⊗γ, 차수 6.






다시금 각 차원에서 우리는 동일한 아벨 군을 얻습니다. 하지만 β⊗1을 제곱하면 다음을 얻는다는 점에 주목하십시오




	
	(β⊗1)(β⊗1)=β2⊗1=0.
	





그러나 H∙(ℂℙ3;ℤ)의 차수 2 생성원은 이러한 성질을 갖지 않습니다. 따라서 이 두 등급환은 동형이 아닙니다.





S2×S4의 자명하지 않은 4차 코사이클 1⊗γ는 2차 코사이클 β⊗1과 직교하는 반면, ℂℙ3의 4차 코사이클 α2는 2차 코사이클 α 자신과의 컵 곱 α⌣α입니다.






따라서 ℂℙ3와 S2×S4는 호모토피 동치가 아니라는 결론이 나옵니다.





연습문제 76.8.5.


H∙(ℝℙ3;ℤ/2ℤ)와 H∙(S1×S2;ℤ/2ℤ)에 대해서도 같은 절차를 수행하십시오. (S1×S2를 바깥면과 안쪽면이 붙어 있는 두꺼워진 구로, ℝℙ3를 경계면 위의 대척점들이 붙어 있는 닫힌 3차원 공으로 시각화해 보십시오. 형식적으로 계산하기 전에, 상상력을 발휘하여 호몰로지 군과 코호몰로지 군이 무엇일지 추측해 보십시오.)










76.9 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 76A (푸앵카레쌍́대성에 의한 베티 수의 대칭성).


M을 매끄러운 방향 지어진 콤팩트 n차원 다양체라 하고, bk를 그 베티 수라 하십시오. bk=bn−k임을 증명하십시오.


힌트. UCT를 이용하여 Hk(M;ℤ)를 Hk(M)의 관점에서 표현하고, 계수(rank)를 분석하십시오.










문제 76B.


짝수 n에 대해 ℝℙn이 방향 지을 수 없음을 보이십시오.


힌트. 베티수에 관한 이전 결과를 이용하십시오.










문제 76C.


ℝℙ3이 ℝℙ2∨S3과 호모토피 동치가 아님을 보이십시오.


힌트. ℤ/2ℤ 코호몰로지를 이용하여 컵 곱을 구하십시오.










문제 76D.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

모든 m,n≥1에 대해 Sm∨Sn이 Sm×Sn의 변형 수축이 아님을 보이십시오.


힌트. r:Sm×Sn→Sm∨Sn이 그러한 사상이라고 가정하십시오. 역사상 i가 존재하므로, 유도된 사상 H∙(Sm∨Sn;ℤ)→H∙(Sm×Sn;ℤ)이 그들의 코호몰로지 환 사이에서 단사 사상임을 보이십시오.




풀이. [MAX13, 예제 3.3.14, 68–69쪽]를 참조하십시오.













부 XIX 대수기하학 I: 고전적 다양체


	77 아핀 다양체

	78 환 달린 공간으로서의 아핀 다양체

	79 사영 다양체

	80 보너스: 베주 정리(Bézout’s theorem)

	81 대수다양체의 사상






장 77 아핀 다양체


이 장에서는 아핀 다양체를 소개합니다. 좌표의 맥락에서 이를 소개하지만, 다른 장들을 거치면서 이러한 관점에서 점차 벗어나, 다양체를 좌표에 매장된 것으로 보지 않고 “내재적 대상”으로 바라보게 될 것입니다.




단순화를 위해 대부분의 논의를 복소수체 위에서 진행하지만, 이 논의는 임의의 대수적으로 닫힌 체로 일반화됩니다.





77.1 아핀 다양체


대표적인 예: 𝒱(y−x2)는 𝔸2 안의 포물선입니다.





정의 77.1.1.


다항식들의 집합 S⊆ℂ[x1,…,xn]이 주어졌을 때(반드시 유한이거나 심지어 가산일 필요는 없습니다), 𝒱(S)가 S에 속한 모든 다항식 위에서 소멸하는 점들의 집합을 나타내도록 합시다. 이러한 집합을  아핀 다양체라고 부릅니다. 이는  n차원 아핀 공간(나중에 사영 공간과 구별하기 위해 𝔸n으로 표기합니다) 안에 존재합니다.







예를 들어, 포물선은 다항식 y−x2의 영점 궤적입니다. 그림:

[image: 도표]




예제 77.1.2 (아핀 다양체의 예).


이 예들은 점 (x,y)의 쌍으로 이루어진 2차원 공간 𝔸2에 있습니다.


	(a)

직선은 𝒱(Ax+By+C)로 생각할 수 있습니다.




	(b)

위와 같은 포물선은 𝒱(y−x2)로 그릴 수 있습니다.




	(c)

쌍곡선은 𝒱(xy−1)일 수 있습니다.




	(d)

두 축은 𝒱(xy)로 생각할 수 있습니다. 이는 x=0 또는 y=0인 점들의 집합입니다.




	(e)

점 (x0,y0)은 𝒱(x−x0,y−y0)로 생각할 수 있습니다.




	(f)

공간 전체 𝔸2는 𝒱(0)으로 생각할 수 있습니다.




	(g)

공집합은 상수 다항식 1의 영점 궤적, 즉 𝒱(1)입니다.















77.2 아이디얼을 통한 아핀 다양체의 명명


대표적인 예: 𝒱(I)는 포물선이며, 여기서 I=(y−x2)입니다.




이미 눈치채셨을 수도 있듯이, 다양체는 𝒱(−)를 통해 여러 방식으로 명명될 수 있습니다. 예를 들어, 다음의 해집합은




	
	x=3그리고y=4
	





바로 점 (3,4)입니다. 하지만 이는 다음의 해집합이기도 합니다




	
	x=3그리고y=x+1.
	





그러므로, 예를 들어




	
	{(3,4)}=𝒱(x−3,y−4)=𝒱(x−3,y−x−1).
	





그것은 조금 성가신 일인데, 이상적인111말장난을 의도한 것은 아니지만 재미를 위해 남겨둡니다. 세계라면 모든 다양체에 대해 하나의 이름만 있어야 하기 때문입니다. 이를 달성할 수 있는지 살펴봅시다.




부분적인 해결책은 작은 집합 대신 아이디얼을 사용하는 것입니다. 즉, 다음의 아이디얼을 생각해봅시다




	
	I=(x−3,y−4)={p(x,y)⋅(x−3)+q(x,y)⋅(y−4)∣p,q∈ℂ[x,y]}
	





그리고 𝒱(I)를 살펴봅시다.





질문 77.2.1.


𝒱(I)={(3,4)}임을 스스로 확인해 보십시오.







그러므로 𝒱(x−3,y−4)라고 쓰는 대신, 이를 𝒱(I)로 생각하는 것이 타당합니다. 여기서 I=(x−3,y−4)는 두 다항식 x−3과 y−4로 생성되는 아이디얼입니다. 이는 다음과 같은 이유로 개선된 표현입니다





질문 77.2.2.


(x−3,y−x−1)=(x−3,y−4)임을 확인하십시오.







두말할 필요 없이, 이 패턴은 일반적으로 성립합니다.





질문 77.2.3.


{fi}를 다항식들의 집합이라 하고, 이 {fi}로 생성되는 아이디얼 I를 생각하십시오. 𝒱({fi})=𝒱(I)임을 보이십시오.







따라서 우리는 I가 아이디얼일 때에만 𝒱(I)를 고려할 것입니다. 물론 우리의 아이디얼은 흔히 하나 또는 두 개의 다항식으로 생성되므로, 다음과 같은 표기법을 얻게 됩니다:





표기의 남용 77.2.4.


다항식들의 집합 f1,…,fm이 주어졌을 때, 𝒱(f1,…,fm)을 𝒱((f1,…,fm))의 축약형으로 두겠습니다. 다시 말해, 𝒱(f1,…,fm)은 𝒱(I)의 축약형이며, 여기서 I는 아이디얼 I=(f1,…,fm)입니다.







바로 이 지점에서 뇌터 조건이 진가를 발휘합니다: 이는 모든 아이디얼 I⊆ℂ[x1,…,xn]이 유한 개의 다항식으로 위와 같은 형태로 쓰일 수 있음을 보장하는데, 이는 그 아이디얼이 유한 생성이기 때문입니다. (ℂ[x1,…,xn]이 뇌터 환이라는 사실은 힐베르트 기저 정리, 즉 정리 4.9.5로부터 따라옵니다.) 이는 다행스러운 일인데, 무한 개의 다항식 집합을 다루는 것은 그다지 즐거운 일이 아니기 때문입니다.







77.3 근 아이디얼과 힐베르트의 영점 정리


대표적인 예: ℂ[x]에서 (x2)=(x)이고, ℤ에서 (12)=(6)입니다.




이제 이 이름이 유일한지 궁금할 수 있습니다: 즉, 𝒱(I)=𝒱(J)이면 I=J가 성립할까요? 안타깝게도 답은 그렇지 않습니다: 반례는 단지 𝔸1에서도 찾을 수 있습니다. 그것은




	
	𝒱(x)=𝒱(x2).
	





다시 말해, x=0의 해집합은 x2=0의 해집합과 같습니다.




흠, 이는 어리석습니다. 우리는 아이디얼 (x2)을 받아서 아이디얼 (x)로 만들어 주는 연산을 원합니다. 이를 수행하는 방법은 아이디얼의 근을 이용하는 것입니다.





정의 77.3.1.


R을 환이라 하십시오. 아이디얼 I⊆R의  근은 I로 표기하며, 다음과 같이 정의됩니다




	
	I={r∈R∣rm∈I어떤 정수 m≥1에 대해}.
	





I=I이면, 아이디얼 I 자체가  근 아이디얼이라고 말합니다.







예를 들어, (x2)=(x)입니다. I가 실제로 아이디얼임을 확인해 보는 시간을 가져 보아도 좋습니다.





비고 77.3.2 (수론적 동기).


이는 사실 정수론에서의 ”근”이라는 개념과 동일합니다. ℤ에서 아이디얼 (n)의 근은 중복된 소인수들을 모두 제거하는 것에 해당하며, 예를 들면




	
	(12)=(6).
	





특히, (6)을 구해 보려 하면, 그냥 (6)을 다시 얻을 뿐입니다; 새로운 소인수를 짜낼 수는 없습니다.




이는 사실 더 일반적으로 성립하며, 이에 대응하는 멋진 대안적 정의가 있습니다: 임의의 아이디얼 I에 대해, 다음이 성립합니다




	
	I=⋂I⊆𝔭소𝔭.
	





지금 이를 증명할 수도 있겠지만, 이는 나중에 처음 필요할 때 정리 84.5.2에서 증명될 것입니다.







알아 두어야 할 즉각적인 성질들은 다음과 같습니다.





명제 77.3.3 (근의 성질).


임의의 환에서:


	•

I가 아이디얼이면, I는 항상 근 아이디얼입니다.




	•

소 아이디얼은 근기 아이디얼입니다.




	•

I⊆ℂ[x1,…,xn]에 대해 𝒱(I)=𝒱(I)가 성립합니다.












증명.


이는 모두 자명합니다.


	•

fm∈I이면 fmn∈I이므로, f∈I입니다.




	•

소 아이디얼 𝔭에 대해 fn∈𝔭이면, f∈𝔭이거나 fn−1∈𝔭이며, 후자의 경우 귀납법으로 계속 진행할 수 있습니다.




	•

f(x1,…,xn)=0인 것과 어떤 정수 m에 대해 f(x1,…,xn)m=0인 것은 동치입니다. ∎










마지막 부분은 이치에 맞습니다: x=0을 x2=0이라고 부르는 일은 결코 없을 것이며, 따라서 𝒱(x2)를 그냥 𝒱(x)라고 부르고 싶어질 것입니다. 이로써 힐베르트 영점 정리(Hilbert’s Nullstellensatz)라는 정리를 얻게 됩니다.





정리 77.3.4 (힐베르트 영점 정리).


아핀 대수다양체 V=𝒱(I)가 주어졌을 때, V의 모든 점에서 소멸하는 다항식들의 집합은 정확히 I입니다. 따라서 I와 J가 ℂ[x1,…,xn]의 아이디얼이라면,




	
	𝒱(I)=𝒱(J)I=J일 필요충분조건.
	











다시 말해


ℂ[x1,…,xn]의 근기 아이디얼들은 n차원 아핀 대수다양체들과 정확히 대응됩니다.



힐베르트 영점 정리의 증명은 문제 77D에서 다룰 것입니다; 지금으로서는 이 정리가 본질적으로 ℂ가 대수적으로 닫혀 있다는 사실에 의존한다는 점을 짚어둘 만합니다. 예를 들어, 이는 ℝ[x]에서는 성립하지 않으며, (x2+1)이 소멸 집합이 공집합인 극대 아이디얼이 되는 경우가 그렇습니다.







77.4 𝔸1에서 대수다양체의 그림


대표적인 예: 점들의 유한 집합 (사실 이것이 유일한 자명하지 않은 예시입니다).




먼저 몇 가지 그림을 그려봅시다. 이어지는 내용에서는 ℂ를 직선으로 그리겠습니다… 죄송합니다.




우선, 복소직선 𝔸1만을 살펴봅시다. 그 위에는 어떤 다양한 대수다양체들이 있을까요? 우선, (x−9)로 생성되는 단일 점 9∈ℂ가 있습니다.




[image: 도표]



또 다른 예로는 점 4가 있습니다. 그리고 실제로, 원한다면 이 두 점만으로 이루어진 아이디얼을 얻을 수 있습니다; 𝒱((x−4)(x−9))를 생각해 봅시다.




[image: 도표]



일반적으로 𝔸1에서는 단지




	
	𝒱((x−a1)(x−a2)…(x−an)).
	





를 취함으로써 유한한 점들의 집합 {a1,…,an} 을 얻을 수 있습니다. 반면, 집합 {0,1,2,…} 는 아핀 대수다양체로 얻을 수 없습니다. 이 점들 모두에서 소멸하는 유일한 다항식은 영다항식뿐입니다. 실제로, 두 가지 예외를 제외하면 이것들이 유일한 아핀 대수다양체임을 스스로 확인할 수 있습니다.


	•

직선 전체 𝔸1은 𝒱(0)으로 주어지며,




	•

공집합은 𝒱(1)으로 주어집니다.










연습문제 77.4.1.


이것들이 𝔸1의 유일한 대수다양체임을 보이십시오. (𝒱(I)를 그 대수다양체라 하고 0≠f∈I를 하나 택하십시오.)







짐작하시는 대로, 다음이 성립합니다:





정리 77.4.2 (대수다양체의 교집합과 합집합).



	(a)

아핀 대수다양체들의 교집합은 (무한히 많더라도) 아핀 대수다양체입니다.




	(b)

유한 개의 아핀 다양체의 합집합은 아핀 다양체입니다.






실제로 다음이 성립합니다.




	
	⋂α𝒱(Iα)=𝒱(∑αIα)그리고⋃k=1n𝒱(Ik)=𝒱(⋂k=1nIk).
	











이 쉬운 결과는 여러분이 직접 증명해 보시기 바랍니다.





비고 77.4.3.


(a) 부분은 합 I+J가 근기 아이디얼일 필요가 없다는 점에서 약간 오해의 소지가 있습니다: 예를 들어 ℂ[x,y]에서 I=(y−x2)이고 J=(y)인 경우, x∈I+J이지만 x∉I+J입니다. 하지만 (b) 부분에서는 근기 아이디얼 I와 J에 대해 교집합 I∩J가 근기 아이디얼입니다.







아이디얼과 다양체 사이의 관계에 관한 또 다른 쉬운 결과로, 다음이 있습니다.





명제 77.4.4 (𝒱(−)는 포함관계를 뒤집는다).


I⊆J이면 𝒱(I)⊇𝒱(J)입니다. 따라서 𝒱(−)는 포함관계를 뒤집습니다.








질문 77.4.5.


이를 확인해 보십시오.







따라서 더 큰 아이디얼은 더 작은 다양체에 대응합니다.




이 결과들은 이 장 전반에 걸쳐 많이 사용될 것이므로, 𝒱가 포함관계를 뒤집는 성질에 익숙해지는 것이 유용할 것입니다.





연습문제 77.4.6.


개념에 좀 더 익숙해지는 데 도움이 되는 간단한 연습문제입니다.


	1.

I=(y−x2)이고 J=(x+1,y+2)라 합시다. 𝒱(I)와 𝒱(J)는 무엇입니까?




	2.

𝒱(K)가 포물선 y=x2과 점 (−1,−2)의 합집합이 되는 아이디얼 K는 무엇입니까?




	3.

L=(y−1)이라 합시다. 𝒱(L)은 무엇입니까?




	4.

교집합 𝒱(I)∩𝒱(L)은 두 점 (1,1)과 (−1,1)로 이루어져 있습니다. 이에 대응하는 아이디얼을 I와 L로 나타내면 무엇입니까?




	5.

𝒱(I∩L)은 무엇입니까? 𝒱(IL)은 어떻습니까?













질문 77.4.7.


무한히 많은 아이디얼의 교집합은 여전히 아이디얼이지만, 무한히 많은 아핀 다양체의 합집합은 아핀 다양체가 아닐 수 있음에 유의하십시오.




ℂ[x]에서 Ik=(x−k)를 생각하고, 무한 교집합 I=⋂k∈ℕIk를 취합시다. 𝒱(I)와 ⋃k∈ℕ𝒱(Ik)는 무엇입니까?










77.5 소 아이디얼은 기약 아핀 다양체에 대응합니다


대표적인 예: (xy)는 𝔸2에서 두 직선의 합집합에 대응합니다.




𝔸1의 아핀 다양체 대부분은, 예컨대 {4,9}처럼, 가장 단순한 ”한 점” 아이디얼들의 합집합에 불과함에 유의하십시오. 분류를 쉽게 하기 위해, 기약 다양체의 경우로 관심을 제한할 수 있습니다.





정의 77.5.1.


다양체 V는 두 개의 진부분다양체의 합집합 V=V1∪V2로 쓸 수 없을 때  기약이라고 합니다.








표기의 남용 77.5.2.


주의: 다른 문헌에서는 기약성이 다양체의 정의의 일부입니다.








예제 77.5.3 (𝔸1의 기약 다양체).


𝔸1의 기약 다양체는 다음과 같습니다.


	•

공집합 𝒱(1),




	•

한 점 𝒱(x−a), 그리고




	•

전체 직선 𝔸1=𝒱(0)입니다.













예제 77.5.4 (두 축의 합집합).


ℂ[x,y]에서 소 아이디얼이 아닌 것을 하나 생각해 봅시다. 예를 들어 I=(xy)입니다. 이것의 소멸 집합 𝒱(I)는 두 직선 x=0과 y=0의 합집합입니다. 따라서 𝒱(I)는 가약입니다.







일반적으로 다음이 성립합니다.





정리 77.5.5 (소 아이디얼 ⇔ 기약).


I를 근기 아이디얼이라 하고, V=𝒱(I)를 공집합이 아닌 대수다양체라 합시다. 그러면 I가 소 아이디얼인 것과 V가 기약인 것은 동치입니다.







증명.


먼저 V가 기약이라고 가정하고, I가 소 아이디얼임을 보이겠습니다. f,g∈ℂ[x1,…,xn]이고 fg∈I라고 합시다. 그러면 V는 합집합 𝒱(f)∪𝒱(g)의 부분집합입니다. 실제로 V=(V∩𝒱(f))∪(V∩𝒱(g))입니다. V가 기약이므로 V=V∩𝒱(f)라고 가정할 수 있으며, 따라서 f는 V 전체에서 소멸합니다. 그러므로 f∈I입니다.




역방향도 마찬가지입니다. ∎








77.6 𝔸2와 𝔸3에서의 그림


대표적인 예: 다양한 곡선과 초곡면.




이 개념을 이용하면 이제 ”복소 아핀 평면” 𝔸2에서 그림을 그릴 수 있습니다. 이 안의 기약 아핀 대수다양체는 무엇일까요?




앞선 논의에서 보았듯이, 𝔸2에서 기약 아핀 대수다양체의 이름을 붙이는 것은 ℂ[x,y]의 소 아이디얼들의 이름을 붙이는 것과 같습니다. 다음은 몇 가지 예입니다.


	•

아이디얼 (0)은 소 아이디얼입니다. 𝒱(0)은 늘 그렇듯이 평면 전체에 대응됩니다.




	•

아이디얼 (x−a,y−b)는 소 아이디얼입니다. 왜냐하면 ℂ[x,y]/(x−a,y−b)≅ℂ는 정역이기 때문입니다. (사실 ℂ가 체이므로, 아이디얼 (x−a,y−b)는 극대입니다.) 이것의 소멸 집합은 𝒱(x−a,y−b)={(a,b)}∈ℂ2이며, 따라서 이러한 아이디얼들은 한 점에 대응됩니다.




	•

f(x,y)를 y−x2와 같은 기약 다항식이라고 합시다. 그러면 (f)는 소 아이디얼입니다! 여기서 𝒱(I)는 ”여차원 1의 곡선”입니다.









약간의 다항식 대수학을 이용하면(이번에도 유클리드 호제법으로 직접 확인해 보셔도 좋습니다), 이것들이 사실 ℂ[x,y]의 유일한 소 아이디얼들입니다. 다음은 그림입니다.




[image: 도표]



늘 그렇듯이, 이러한 기약 대수다양체들의 합집합으로 이루어진 대수다양체를 만들 수 있습니다. 예를 들어 포물선 y=x2와 점 (20,15)로 이루어진 대수다양체를 원한다면 다음과 같이 쓰면 됩니다.




	
	𝒱((y−x2)(x−20),(y−x2)(y−15)).
	








𝔸3에서의 그림은 설명하기가 더 어렵습니다. 여기서도 영차원 점 (a,b,c)에 대응되는 점 𝒱(x−a,y−b,z−c)와, 각 기약 다항식 f에 대한 이차원 곡면 𝒱(f)가 있습니다(예를 들어 x+y+z=0은 평면입니다). 하지만 𝒱(x,y)와 같이 더 많은 소 아이디얼들이 있는데, 이는 평면 x=0과 y=0의 교집합에 대응됩니다. 즉 일차원 z축입니다. ”일차원” 대수다양체를 분류하는 합리적인 방법은 없다는 것이 밝혀졌습니다. 이들은 ”기약 곡선”에 대응됩니다.




따라서 Ravi Vakil [VAK17]이 말했듯이, ℂ[x,y,z]의 소 아이디얼을 결정하는 순수하게 대수적인 질문은 근본적으로 기하학적인 답을 가지고 있습니다.







77.7 극대 아이디얼


대표적인 예: 모든 극대 아이디얼은 (x1−a1,…,xn−an) 형태입니다.




더 큰 아이디얼은 더 작은 대수다양체에 대응된다는 것을 기억하십시오.




위 그림들이 시사했듯이, 가장 작은 대수다양체는 한 점입니다. 게다가 이름에서 짐작할 수 있듯이, 가장 큰 아이디얼은 극대 아이디얼입니다. 예를 들어, 다음과 같은 형태의 모든 아이디얼은




	
	(x1−a1,…,xn−an)
	





몫이 다음과 같으므로 극대입니다.




	
	ℂ[x1,…,xn]/(x1−a1,…,xn−an)≅ℂ
	





체(field)입니다. 문제는: 모든 극대 아이디얼이 이런 형태인가 하는 것입니다.




답은 그렇다입니다.





정리 77.7.1 (약한 영점 정리, 극대 아이디얼로 표현한 버전).


ℂ[x1,…,xn]의 모든 극대 아이디얼은 (x1−a1,…,xn−an) 형태입니다.







이 증명은 놀랍도록 자명하지 않으므로 아직 여기서는 다루지 않겠습니다. [VAK17, §7.4.3]을 참고하십시오. 이 역시 ℂ가 대수적으로 닫혀 있다는 사실을 사용합니다. (예를 들어 (x2+1)은 ℝ[x]의 극대 아이디얼입니다.) 따라서:


ℂ 위에서, 극대 아이디얼은 하나의 점에 대응됩니다.






따라서 ℂ 위의 여러 아이디얼들은 다양한 종류의 아핀 다양체에 대응됩니다:




	대수적 성격
	기하적 성격





	근 아이디얼
	아핀 대수다양체



	소 아이디얼
	기약 다양체



	극대 아이디얼
	한 점



	임의의 아이디얼
	(스킴?)





아직 이야기하지 않은 것이 하나 있습니다: 마지막 항목은 무엇일까요?







77.8 비근호(non-radical) 아이디얼을 통해 스킴을 동기 부여하기


스킴의 가장 기본적인 동기 중 하나는 중복도(multiplicity)를 셀 수 있도록 스킴을 사용하고자 한다는 것입니다. 즉, 다음 교집합을 생각해 봅시다




	
	𝒱(y−x2)∩𝒱(y)⊆𝔸2
	





이것은 포물선과 접하는 x축의 교집합이며, 아래 그림의 초록색 점입니다.




[image: 도표]



안타깝게도 다양체로서는 그냥 한 점일 뿐입니다! 하지만 우리는 이것을 어떤 의미에서 중복도가 2이므로 ”이중점(double point)”으로 생각하고자 합니다. 이는 아이디얼을 살펴보면 확인할 수 있습니다:




	
	(y−x2)+(y)=(x2,y)
	





그리고 근호를 취하는 것을 대충 무시한다면, 다음을 얻습니다




	
	ℂ[x,y]/(x2,y)≅ℂ[ε]/(ε2).
	





따라서 문제의 아이디얼들은 이중점의 존재를 알아채고 있는 것입니다.




이를 포착하기 위해서는 다양체보다 더 정교한 대상이 필요합니다. 다양체는 결국 그저 점들의 집합일 뿐이며, 위상만으로는 더 많은 정보를 담을 수 없습니다(한 점 위에는 오직 하나의 위상만 존재하기 때문입니다!). 이 정교한 대상이 바로 스킴입니다.







77.9 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


작성 예정: 여기에는 실제 계산이 좀 있으면 좋겠습니다





문제 77A.


두 아이디얼 I와 J에 대해, I⊆I이고 I∩J=IJ⊆I∩J임을 보이십시오.








문제 77B.


실(real) 아핀 다양체 V⊆𝔸ℝn은 항상 𝒱(f) 형태로 쓸 수 있음을 보이십시오.


힌트. 제곱은 음이 아닙니다.




풀이. V=𝒱(I)이고 I=(f1,…,fm)일 때(늘 그렇듯이 ℝ[x1,…,xn]이 뇌터 환이므로 유한 개의 다항식만 있습니다), f=f12+⋯+fm2로 잡을 수 있습니다.










문제 77C (복소 다양체는 공집합일 수 없습니다).


I가 ℂ[x1,…,xn]의 진 아이디얼이면 𝒱(I)≠∅임을 증명하십시오.


힌트. 이것은 사실 약한 영점 정리의 동치인 표현입니다.




풀이. I를 아이디얼이라 하고, 𝔪을 그 안에 포함된 극대 아이디얼이라 합시다. (𝔪의 존재가 걱정된다면, 이는 크룰의 정리(문제 5E)로부터 따라 나옵니다.) 그러면 약한 영점 정리에 의해 𝔪=(x1−a1,…,xn−an)입니다. 따라서 (a1,…,an)은 𝒱(𝔪)의 유일한 점이며, 그러므로 이 점은 𝒱(I)에도 속합니다.










문제 77D.

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

n차원에서의 힐베르트 영점정리(Hilbert’s Nullstellensatz)가 약한 영점정리(Weak Nullstellensatz)로부터 따라 나옴을 보이십시오. (이 풀이는  라비노비치 트릭이라고 불립니다.)


힌트. n+1차원에서의 약한 영점정리를 사용하십시오. 모든 곳에서 소멸하는 f가 주어졌을 때, xn+1f−1을 생각해 보십시오.




풀이. 핵심은 만약 f가 𝒱(I) 전체에서 소멸한다면, f∈I임을 확인하는 것입니다.

원래 환 ℂ[x1,…,xn]에서 생성원들의 집합 f1,…,fm을 취하십시오; 힐베르트 기저 정리에 의해 이것이 유한하다고 가정할 수 있습니다.

이제 트릭을 하나 사용해 보겠습니다: 대신 S=ℂ[x1,…,xn,xn+1]을 생각하십시오. 더 큰 환에서 {f1,…,fm}과 다항식 xn+1f−1로 생성되는 아이디얼 I′⊆S를 생각하십시오. 마지막 녀석의 핵심은 그 영점 집합이 𝔸n의 우리 사본인 xn+1=0에도, 𝔸n+1을 통한 f의 “사영”에 속하는 어떤 점에도 닿지 않는다는 것입니다 (이는 더 작은 환에서의 𝒱(I)에 ℂ를 직접 곱한 것으로 생각할 수 있습니다). 따라서 𝒱(I′)=∅이고, 약한 영점정리에 의해 실제로 I′=ℂ[x1,…,xn+1]을 얻습니다. 그러므로




	
	1=g1f1+⋯+gmfm+gm+1(xn+1f−1).
	





이제 트릭입니다: xn+1의 모든 자리를 1f로 치환하고, 모든 분모를 제거하십시오. 따라서 충분히 큰 어떤 정수 N에 대해 다음을 얻을 수 있습니다




	
	fN=fN(g1f1+⋯+gmfm)
	





이는 우변에서 f의 분수 거듭제곱을 모두 제거합니다. 따라서 fN∈I가 성립합니다.













장 78 환 달린 공간으로서의 아핀 다양체


앞 장에서와 마찬가지로, 간단함을 위해 ℂ 위의 아핀 다양체만을 다루겠습니다.





78.1 개요


19세기 초 군론은 기이한 존재였습니다. 19세기 동안 군은 문자 그대로 GL(n) 또는 Sn의 부분집합으로 정의되었습니다. 실제로 “군”이라는 단어는 아직 발명되지 않았습니다. 이는 터무니없게 들릴 수 있지만 사실이었습니다 – Sylow는 이 개념 없이 자신의 정리들을 전개했습니다. 훨씬 나중에야 비로소 군의 추상적 정의, 즉 Sn으로의 어떠한 매장으로부터도 독립적인 추상 집합 G이자 그 자체로 하나의 대상이라는 정의가 주어졌습니다.




우리는 이제 아핀 다양체에 대해서도 같은 종류의 변화를 이루려고 합니다. 이를 주변 공간 𝔸n 안에 갇힌 대상으로 생각하는 대신, 우리는 그것을 그 자체로 하나의 대상으로 만들고자 합니다. 구체적으로, 우리에게 아핀 다양체는 각 열린집합마다 함수의 환을 갖춘 위상 공간이 될 것입니다. 이것이 바로 우리가 이를 환 달린 공간이라 부르는 이유입니다.




위상 공간에 관한 부분은 그리 과격하지 않습니다. 핵심적인 통찰은 함수의 환을 추가하는 것입니다. 예를 들어, 지난 장의 이중점을 생각해 봅시다.




[image: 도표]



집합으로서는 그것은 하나의 점이며, 따라서 가능한 위상은 오직 하나뿐입니다. 그러나 함수 환을 추가하면 이를 단순한 하나의 점과 구별할 수 있게 해 줍니다.




이 구성은 상당히 복잡하므로, 다음과 같이 진행하겠습니다: 𝔸n 안의 기존 아핀 다양체 위에 구조를 하나씩 정의해 나가서, 환 달린 공간의 모든 데이터를 갖출 때까지 진행하겠습니다. 이후의 장들에서는 이러한 개념들이 자라나 현대 대수기하학의 핵심, 즉 스킴이 될 것입니다.







78.2 𝔸n 위의 자리스키 위상


대표적인 예: 𝔸1에서 닫힌집합은 유한 개의 점들의 모임입니다. 𝔸2에서 공집합이 아닌 열린집합은 전체 공간에서 곡선/점들의 유한 모임을 뺀 것입니다.




먼저 모든 다양체 V에 위상 구조를 부여하는 것으로 시작합니다. (지금까지는) 아핀 다양체가 모두 𝔸n 안에 있으므로, 𝔸n에 적절한 위상을 주고 나서 V를 부분공간으로 보기만 하면 됩니다.




그러나 𝔸n에 표준적인 유클리드 위상을 부여하는 대신, 우리는 훨씬 더 기이한 위상을 부여합니다.





정의 78.2.1.


𝔸n 위의  자리스키 위상에서, 닫힌집합은 다음과 같은 형태의 집합들입니다




	
	𝒱(I)여기서I⊆ℂ[x1,…,xn].
	





물론 열린집합은 이러한 집합들의 여집합입니다.








예제 78.2.2 (𝔸1 위의 자리스키 위상).


𝔸1의 열린집합을 결정해 봅시다. 𝔸1은 평소와 같이 (ℂ가 이차원이라는 사실을 무시하고) 직선으로 그려 보겠습니다.




ℂ[x]는 주 아이디얼 정역이므로, 모든 I⊆ℂ[x]에 대해 𝒱(I)를 살펴보는 대신, 단 하나의 f에 대한 𝒱(f)만 살펴보면 됩니다. 다항식 f에는 몇 가지 유형이 있습니다:


	•

어디서나 소멸하는 영다항식 0: 이는 전체 공간 𝔸1이 닫힌집합임을 의미합니다.




	•

어디서도 소멸하지 않는 상수다항식 1. 이는 ∅이 닫힌집합임을 의미합니다.




	•

차수 n인 다항식 c(x−t1)(x−t2)…(x−tn). 이는 n개의 근을 가지므로, {t1,…,tn}은 닫힌집합입니다.






따라서 𝔸1의 닫힌집합은 정확히 𝔸1 전체와 점들의 유한 집합들(공집합 ∅을 포함하여)입니다. 결과적으로, 𝔸1의 열린집합은


	•

∅, 그리고




	•

점들의 유한한 모임(공집합일 수도 있음)을 뺀 𝔸1입니다.












따라서, 𝔸1의 “전형적인” 열린집합의 그림은 다음과 같을 수 있습니다
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몇 개의 표시된 점들을 제외한 모든 것입니다!





예제 78.2.3 (𝔸2 위의 자리스키 위상).


마찬가지로, 𝔸2에서 흥미로운 닫힌집합은 다음의 유한 합집합(공집합일 수도 있음)으로 이루어집니다.


	•

𝒱(y−x2)(포물선)과 같은 닫힌 곡선, 그리고




	•

𝒱(x−3,y−4)(점 (3,4))와 같은 단일 점.






물론 전체 공간 𝔸2=𝒱(0)와 공집합 ∅=𝒱(1)도 닫힌집합입니다.




따라서 𝔸2에서 공집합이 아닌 열린집합은 유한한 점들의 모임과 일차원 곡선들을 제외한 전체 평면으로 이루어집니다.








질문 78.2.4.


𝔸2에서 ”전형적인” 열린집합의 그림을 (본인의 그림 실력이 닿는 한) 그려보십시오.







이 모든 것이 말하고자 하는 바는


공집합이 아닌 자리스키 열린집합은 거대하다는 것입니다.



이는 여러분이 위상수학에서 익숙해져 있던 것과 중요한 차이점입니다. 아주 명확히 말하자면:


	•

과거에 제가 ”점 p의 열린 근방에서 이러저러한 성질을 가진다”와 같은 말을 했다면, 이는 ”p 주변의 작은 영역에서 참이다”라는 뜻으로 여겨졌을 것입니다.




	•

자리스키 위상에서는, ”점 p의 열린 근방에서 이러저러한 성질을 가진다”는 말을 ”특정 곡선 위의 점들을 제외한 사실상 모든 점에서 참이다”라는 뜻으로 이해해야 합니다.






실제로 ”열린 근방”이라는 표현은 더 이상 정확한 서술이 아닙니다. 그럼에도 불구하고, 앞으로 나올 여러 그림에서는 열린 근방을 원으로 그리는 것이 여전히 도움이 될 것입니다.




이제 제가 서술한 대로 닫힌집합들이 실제로 위상을 이룬다는 것을 확인하는 일이 남아 있습니다. 즉, 다음을 간단히 확인해야 합니다.


	•

∅과 𝔸n은 둘 다 닫힌집합입니다.




	•

닫힌집합들의 교집합은 (무한 교집합이라도) 여전히 닫힌집합입니다.




	•

닫힌집합들의 유한 합집합은 여전히 닫힌집합입니다.






사실 닫힌집합은 아핀 다양체와 같은 것이므로, 우리는 이미 이를 알고 있습니다!







78.3 아핀 다양체 위의 자리스키 위상


대표적인 예: V=𝒱(y−x2)가 포물선이라면, V에서 (1,1)을 뺀 것은 V에서 열려 있습니다. 또한, 평면에서 원점을 뺀 것은 D(x)∪D(y)입니다.




앞서 말했듯이, 다양체 V를 𝔸n의 부분공간으로 간주함으로써 V는 자리스키 위상을 물려받습니다. V의 열린 부분집합은 “V에서 자리스키 닫힌집합 몇 개를 뺀 것”으로 생각해야 합니다. 예를 들어:





예제 78.3.1 (다양체의 열린집합).


V=𝒱(y−x2)⊆𝔸2를 포물선이라 하고, U=V∖{(1,1)}라 합시다. 우리는 U가 V에서 열린집합임을 주장합니다.
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실제로 U~=𝔸2∖{(1,1)}은 𝔸2에서 열린집합이므로(이는 닫힌집합 𝒱(x−1,y−1)의 여집합이기 때문입니다), U=U~∩V는 V에서 열린집합입니다. 한편 집합 U는 𝔸2에서는 열린집합이 아님에 유의하십시오.







이제 나중에 매우 유용하게 쓰일 정의를 하나 소개하겠습니다.





정의 78.3.2.


아핀 다양체 V⊆𝔸n과 f∈ℂ[x1,…,xn]가 주어졌을 때,  판별 열린집합(distinguished open set) D(f)를 f에서 소멸하지 않는 점들로 이루어진 V의 열린집합으로 정의합니다:




	
	D(f)={p∈V∣f(p)≠0}=V∖𝒱(f).
	











[VAK17]에서 Vakil은 표기 D(f)를 ”소멸하지-않는 집합(doesn’t-vanish set)”으로 기억할 것을 제안합니다.





예제 78.3.3 (판별 열린집합의 (합집합) 예시).



	(a)

V=𝔸1이면 D(x)는 한 점을 제외한 직선에 대응됩니다.




	(b)

V=𝒱(y−x2)⊆𝔸2이면, D(x−1)은 (1,1)을 제외한 포물선에 대응됩니다.




	(c)

V=𝔸2이면, D(x)∪D(y)=𝔸2∖{(0,0)}는 구멍 뚫린 평면입니다. 이 집합이 판별 열린집합이 아님을 보일 수 있습니다.












이 개념을 주 아이디얼(principal ideal)의 유사물로 생각할 수 있습니다: 모든 열린집합은 어떤 아이디얼 I에 대해 V∖𝒱(I) 형태로 쓸 수 있지만, I=(f)가 주 아이디얼이라면 그 집합은 판별 열린집합 D(f)로 쓸 수 있습니다. 마찬가지로, 두 주 아이디얼의 곱(교집합이 아닙니다!)이 주 아이디얼인 것처럼, 두 판별 열린집합의 교집합도 판별 열린집합입니다.





명제 78.3.4 (판별 열린집합의 성질).


𝒱가 포함관계를 뒤집는다는 점을 상기하면, 𝒱의 여집합이라는 점에서 D는 ”포함관계를 보존”할 것으로 기대됩니다. 실제로 그렇습니다:


	•

(f)⊆(g)(즉, g∣f)이면, D(f)⊆D(g)입니다.




	•

(fg)⊆(f)∩(g)임을 상기하십시오. 판별 열린집합에 대해서는 D(fg)=D(f)∩D(g)가 성립합니다.












D의 거동에 익숙해지는 것이 유용합니다.





질문 78.3.5.


V=𝒜2이면, D(x)는 y축을 제외한 평면이고, D(y)는 x축을 제외한 평면입니다. D(xy)는 무엇이겠습니까?










78.4 좌표환


대표적인 예: V=𝒱(y−x2)이면 ℂ[V]=ℂ[x,y]/(y−x2)입니다.




다음으로 할 일은 V에서 기저체 ℂ로 가는 함수들을 살펴보는 것입니다. 우리는 다양체 V 위의 대수적(다항) 함수로 관심을 제한합니다: 이 함수들은 V 위의 모든 점 (a1,…,an)을 어떤 복소수 P(a1,…,an)∈ℂ로 보내야 합니다. 예를 들어, 3차원 아핀 다양체 위의 유효한 함수로는 (a,b,c)↦a가 있을 수 있는데, 이 사영을 그냥 ”x”라고 부릅니다. 마찬가지로 표준적인 사영 y와 z도 있으며, 이들을 조합하여 다항식을 만들 수 있습니다, 예컨대 x2y+2xyz처럼 말입니다.





정의 78.4.1.


다양체 V의  좌표환(coordinate ring) ℂ[V]는 V 위의 다항 함수들의 환입니다. (표기법은 다음 절에서 설명합니다.)








비고 78.4.2 (”좌표환”이라는 이름의 의미).


위의 함수 x, y, z를  좌표 함수(coordinate functions)라고 부르는데, 이는 이들이 다양체 V의 각 점을 그 좌표로 보내기 때문입니다. 따라서 좌표환 ℂ[V]는 단순히 ℂ와 좌표 함수들에 의해 생성되는 환입니다.







언뜻 보면 이것이 그냥 ℂ[x1,…,xn]이라고 생각할 수도 있습니다. 하지만 자세히 살펴보면 주어진 다양체 위에서는 이 함수들 중 일부가 서로 같다는 것을 깨닫게 됩니다. 예를 들어, 𝔸2 안의 포물선 V=𝒱(y−x2)을 생각해 봅시다. 그러면 다음 두 함수는




	
	V
	→ℂ
	





	
	(x,y)
	↦x2
	





	
	(x,y)
	↦y
	





실제로 같은 함수입니다! V를 생성하는 아이디얼 I로 ”나머지 취하기(mod out)”를 해야 합니다. 이는 자연스럽게 다음으로 이어집니다:





정리 78.4.3 (좌표환은 아이디얼에 대응됩니다).


I를 근기 아이디얼(radical ideal)이라 하고, V=𝒱(I)⊆𝔸n이라 합시다. 그러면




	
	ℂ[V]≅ℂ[x1,…,xn]/I.
	











증명.


위와 같이 자연스러운 전사가 존재합니다




	
	ℂ[x1,…,xn]↠ℂ[V]
	





그리고 핵은 I입니다. ∎





따라서 다양체 V의 성질은 환 ℂ[V]의 성질에 대응됩니다.







78.5 정칙 함수의 층


대표적인 예: V=𝔸1, U=V∖{0}이라고 합시다. 그러면 1/x∈𝒪V(U)는 U 위에서 정칙입니다.




V를 아핀 다양체라 하고 ℂ[V]를 그 좌표환이라고 합시다. 이 장의 시작에서 언급했듯이, 우리는 다양체를 오직 그 내재적 성질에 기반하여 정의하고자 하며, 이는 그 위의 대수 함수들의 모임을 연구함으로써 이루어집니다.




[VAK17]의 ”동기가 되는 예시: 미분 가능 함수의 층” 절에서, 미분 가능 다양체를 그 위의 미분 가능 함수들을 연구함으로써 어떻게 연구할 수 있는지에 대한 비교를 볼 수 있습니다.




V 위의 모든 유리 함수의 집합을 𝒪V로 표기합시다(나중에 보게 되겠지만, 여러 표현을 허용해야 하므로 이 용어는 그다지 정확하지 않습니다). 우리는 이를 하나의 집합으로 볼 수 있지만, 이는 유리 함수의 전체 구조를 포착하지는 못합니다:





질문 78.5.1.


ℂ[V]의 임의의 두 원소 f와 g에 대해, f(x)g(x)가 잘 정의되는 집합이 자리스키 위상에서 열린집합임을 보이십시오. (힌트: gpre(0)는 닫혀 있습니다.)







그래서 우리는 임의의 열린집합 U에 대해 𝒪V(U)라는 개념을 정의하고자 합니다: 임의의 열린 부분집합 위의 “좋은” 함수들입니다. 당연히 ℂ[V]의 임의의 함수는 𝒪V(U)의 함수로서 작동할 것입니다. 그러나 구조를 더 많이 포착하기 위해 유리 함수를 허용함으로써 “좋은” 함수의 정의를 약간 느슨하게 하고자 합니다.




주된 예시는 1/x가 𝔸1∖{0} 위에서 정칙 함수여야 한다는 것입니다. 첫 번째 자연스러운 추측은 다음과 같습니다:





정의 78.5.2.


U⊆V를 다양체 V의 열린집합이라고 합시다. U 위의  유리 함수는 ℂ[V]의 두 원소 f와 g의 몫 f(x)/g(x)이며, 여기서 x∈U에 대해 g(x)≠0이기를 요구합니다.







그러나 이 정의는 다소 지나치게 제한적입니다; 우리는 여러 표현을 허용해야 합니다:





정의 78.5.3.


U⊆V를 열린집합이라고 합시다. 함수 ϕ:U→ℂ가  정칙 함수라 함은, 모든 점 p∈U에 대해 p를 포함하는 열린집합 Up⊆U와 Up 위의 유리 함수 fp/gp를 찾을 수 있어서 다음이 성립함을 말합니다




	
	ϕ(x)=fp(x)gp(x)∀x∈Up.
	





특히, 우리는 집합 Up 위에서 gp(x)≠0이기를 요구합니다. U 위의 모든 정칙 함수의 집합을 𝒪V(U)로 표기합니다.







따라서,


ϕ가 U 위에서 국소적으로 유리 함수이면 U 위에서 정칙입니다.






이 정의는 오해를 불러일으킬 정도로 복잡하며, 예시들이 이를 상당히 명확하게 밝혀줄 것입니다. 첫째로, 실제로는 대부분의 경우 정칙 함수의 “전역적” 표현을 몫의 형태로 찾을 수 있으므로, p들에 대해 신경 쓸 필요가 없을 것입니다. 예를 들어:





예제 78.5.4 (정칙 함수).



	(a)

함수 f∈ℂ[V]는 분명히 정칙인데, 모든 p에 대해 gp=1, fp=f로 택할 수 있기 때문입니다. 그러므로 임의의 열린집합 U에 대해 ℂ[V]⊆𝒪V(U)입니다.




	(b)

V=𝔸1, U0=V∖{0}이라고 합시다. 그러면 1/x∈𝒪V(U0)는 U0 위에서 정칙입니다.




	(c)

V=𝔸1, U12=V∖{1,2}라고 합시다. 그러면




	
	1(x−1)(x−2)∈𝒪V(U12)
	





는 U12 위에서 정칙입니다.












그렇지만 p들을 포함하는 “국소적” 조항은 여전히 필요합니다.





예제 78.5.5 (국소적 표현의 요구).


다음 다양체를 생각해봅시다




	
	V=𝒱(ab−cd)⊆𝔸4
	





그리고 열린집합 U=V∖𝒱(b,d)를 생각해봅시다. U 위에는 다음과 같이 주어지는 정칙 함수가 있습니다




	
	(a,b,c,d)↦{a/dd≠0c/bb≠0.
	





이들이 (ab=cd이므로) ”같은 함수”임은 명백하지만, 0으로 나누는 문제가 발생하므로 이를 표현하기 위해 ”a/d”나 ”c/b”라고 쓸 수는 없습니다. 이것이 바로 정칙 함수의 정의에서 여러 표현을 허용해야 하는 이유입니다.







사실, 우리는 나중에 정칙 함수의 정의가 층화라 불리는 더 일반적인 구성의 특수한 경우임을 보게 될 것인데, 이 구성에서는 ”P인 함수들의 준층”이 ”국소적으로 P인 함수들의 층”으로 변환됩니다.







78.6 특수 열린집합 위의 정칙 함수


대표적인 예: 𝔸1∖{0} 위의 정칙 함수는 P(x)/xn입니다.




예상할 수 있듯이 0으로 나누는 문제는 본질적으로 공간 V 전체에서의 정칙 함수를 금지합니다. 즉, 𝒪V(V) 안에는 이미 ℂ[V]에 있던 것이 아닌 정칙 함수가 존재하지 않습니다. 사실, 우리는 특수 열린집합 위의 정칙 함수를 계산하는 더 일반적인 결과를 가지고 있습니다:





정리 78.6.1 (특수 열린집합 위의 정칙 함수).


V⊆𝔸n을 아핀 다양체라 하고 D(g)를 그 특수 열린 부분집합이라 합시다. 그러면




	
	𝒪V(D(g))={fgk∣f∈ℂ[V]그리고k∈ℤ}.
	





특히, 𝒪V(V)=𝒪V(D(1))≅ℂ[V]입니다.







이 정리의 증명은 영점 정리(Nullstellensatz)를 필요로 하므로, ℂ가 대수적으로 닫혀 있다는 사실에 의존합니다. 실제로 ℂ를 ℝ로 바꾸면 반례를 쉽게 찾을 수 있습니다: 1x2+1을 생각해보십시오.




증명.


f/gn 형태의 모든 함수가 성립함은 명백하므로, 우리는 그 역방향을 원합니다. 이는 길기 때문에 처음 읽을 때는 생략해도 될 것입니다.




상황은 다음과 같습니다. U=D(g)라고 합시다. 우리에게는 정칙 함수 ϕ가 주어져 있는데, 이는 모든 점 p∈D(g)에서 ϕ를 fp/gp(단, fp,gp∈ℂ[V])로 표현할 수 있는 열린 근방 Up가 존재함을 의미합니다. 그러면, 우리는 ϕ=f/gn이 되도록 하는 f∈ℂ[V]와 정수 n을 구성하고자 합니다.




먼저, 특정한 Up와 fp/gp를 살펴봅시다. Up를 특수 열린집합 D(hp)로 축소합니다. 그런 다음, f~p=fphp이고 g~p=gphp라 합시다. 그러면 다음을 얻습니다




	
	f~pg~p에서 성립합니다D(hp)⊆U⊆X.
	





수정된 fp와 gp를 사용함으로써 얻는 요점은 다음과 같습니다:




	
	f~pg~q=f~qg~p∀p,q∈U.
	





실제로, 이는 정의에 의해 D(hp)∩D(hq) 위에서 성립하며, 이 집합 밖에서는 좌변과 우변이 모두 0입니다.




이제, D(g)=⋃p∈UD(g~p)임을, 즉




	
	𝒱(g)=⋂p∈U𝒱(g~p).
	





그러므로 영점 정리(Nullstellensatz)에 의해 다음을 알 수 있습니다




	
	g∈(g~p:p∈U)⟹∃n:gn∈(g~p:p∈U).
	





다시 말해, 어떤 n과 kp∈ℂ[V]에 대해 다음이 성립합니다




	
	gn=∑pkpg~p
	





여기서 오직 유한개의 kp만이 0이 아닙니다. 이제, 우리는 다음을 주장합니다




	
	f≔∑pkpf~p
	





이 성립함을 주장합니다. 이는 임의의 q∈U에 대해 다음을 관찰함으로써 알 수 있습니다




	
	fg~q−gnf~q=∑pkp(f~pg~q−g~pf~q)=0.∎
	









이는 전역 정칙 함수가 좌표환 안의 것들과 정확히 같다는 것을 의미합니다: 국소적으로 몫이 되도록 허용한다고 해서 새로운 것을 얻지는 못합니다. (특수 열린집합에 대해서도 마찬가지입니다.)





예제 78.6.2 (특수 열린집합 위의 정칙 함수).



	(a)

이미 말했듯이, g=1로 두면 임의의 아핀 다양체 V에 대해 𝒪V(V)≅ℂ[V]를 되찾습니다.




	(b)

V=𝔸1, U0=V∖{0}이라고 합시다. 그러면




	
	𝒪V(U0)={P(x)xn∣P∈ℂ[x],n∈ℤ}.
	





따라서 더 많은 예시는 1/x와 (x+1)/x3입니다.













질문 78.6.3.


정칙 함수에 관한 우리의 정리가 왜 예제 78.5.5에는 적용되지 않습니까?







정칙 함수는 다음 장에서 스킴을 정의하고 나면 매우 중요해질 것입니다.







78.7 베이비 환달린 공간


요약하면, 아핀 대수다양체 V가 주어졌을 때 우리는 다음을 가지고 있습니다:


	•

점들의 집합이라는 구조,




	•

이 점들 위에 주어진 위상 공간 V라는 구조, 그리고




	•

모든 열린집합 U⊆V에 대해, 환 𝒪V(U). 이 환의 원소들은 함수 U→ℂ입니다.






다음과 같이 정하기로 합시다:





정의 78.7.1.


베이비 환달린 공간이란 모든 열린집합 U에 대해 환 𝒪X(U)가 주어진 위상 공간 X를 말합니다. 이때 환 𝒪X(U)의 원소들은 함수 f:U→ℂ일 것이 요구되며, 이를 X의 U 위에서의 정칙 함수라고 부릅니다.







따라서 아핀 대수다양체는 베이비 환달린 공간입니다.





비고 78.7.2.


이것은 표준적인 정의가 아닙니다. 헤헤.







이것을 ”베이비 환달린 공간”이라고 부르는 이유는, 환달린 공간에서는 환 𝒪V(U)가 실제로 임의의 환일 수 있지만, 상당히 기술적인 일련의 조건들을 만족해야 하기 때문입니다. 이런 경우 모든 작업을 수행하는 것은 바로 𝒪V이며, 우리는 𝒪V를 층이라 불리는 일종의 함자로 생각합니다.




다음 몇 장에서는 아핀/사영/준사영 대수다양체만을 다룰 것이므로, 전체 정의를 다룰 필요가 없도록 이들을 그냥 베이비 환달린 공간이라고 부르기로 하겠습니다. 핵심 개념은 이러한 대수다양체를 임베딩과 무관한 내재적 대상으로 생각하고자 한다는 것입니다. 베이비 환달린 공간은 철학적으로 올바른 접근입니다.




어쨌든, 아핀 대수다양체는 베이비 환달린 공간 (V,𝒪V)입니다. 다음 장에서는 사영 및 준사영 대수다양체를 만나게 될 것인데, 이들은 (베이비) 환달린 공간의 더 많은 예시를 제공합니다. 이러한 예시들을 염두에 두고, 마침내 환달린 공간의 완전한 정의를 세우고 이를 이용하여 스킴을 정의할 것입니다.







78.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 78A.


임의의 n≥1에 대해 𝔸n의 자리스키 위상이 하우스도르프 공간이 아님을 보이십시오.








문제 78B.


V를 아핀 대수다양체라 하고, 그 자리스키 위상을 생각합시다.


	(a)

자리스키 위상이  뇌터적임을 보이십시오. 즉, 닫힌 부분집합들의 무한 감소열 Z1⊋Z2⊋Z3⊋…이 존재하지 않음을 보이십시오.




	(b)

뇌터 위상 공간이 콤팩트함을 증명하십시오. 따라서 대수다양체는 위상적으로 콤팩트합니다.













문제 78C (구멍 뚫린 평면).


V=𝔸2이고 X=𝔸2∖{(0,0)}을 원점이 제거된 평면(V의 열린집합입니다)이라고 합시다. 𝒪V(X)를 계산하십시오.











장 79 사영 다양체


𝔸n에서 아핀 다양체를 공부했으니, 이제 ℂℙn을 고려합니다. 𝔸n의 경우와 마찬가지로 이것도 초보적인 환 공간으로 만들겠습니다.





79.1 등급환


대표적인 예: ℂ[x0,…,xn]은 등급환입니다.




먼저 등급환이 무엇인지 정의하는 데 시간을 들여, 이 용어를 지금과 나중에 사용할 수 있도록 하겠습니다.




이 정의는 정의 76.3.2와 동일합니다.





정의 79.1.1.


등급환 R은 다음과 같은 추가적인 구조를 갖는 환입니다: 아벨 군으로서 다음과 같이 분해됩니다




	
	R=⨁d≥0Rd
	





여기서 R0, R1, …,는 아벨 군입니다. 환의 곱셈은 r∈Rd이고 s∈Re이면 rs∈Rd+e가 되는 성질을 가집니다. Rd의 원소를  동차 원소라고 부르며, “r∈Rd”를 뜻하기 위해 “d=degr”라고 씁니다.




0이 아닌 차수의 동차 원소들로 생성되는 아이디얼 R∖R0을 R+로 표기하고, 이를  비관계 아이디얼이라고 부릅니다.








비고 79.1.2.


전문가를 위해: 우리가 다루는 모든 등급환은 1을 갖는 가환환입니다.








예제 79.1.3 (등급환의 예).



	(a)

환 ℂ[x]는 차수에 의해 등급화됩니다: 아벨 군으로서 ℂ[x]≅ℂ⊕xℂ⊕x2ℂ⊕…입니다.




	(b)

더 일반적으로, 다항식환 ℂ[x0,…,xn]은 차수에 의해 등급화됩니다.













표기의 남용 79.1.4.


r=0인 경우 degr이라는 표기는 남용적입니다; 모든 d에 대해 0∈Rd임에 유의하십시오. 따라서 r=0인 경우를 제외하면 r의 “유일한” 차수에 대해 말하는 것이 타당합니다.







동차 아이디얼을 자주 언급하게 될 것입니다:





정의 79.1.5.


아이디얼 I⊆ℂ[x0,…,xn]이 I=(f1,…,fm)로 쓸 수 있고 각 fi가 동차 다항식이면  동차라고 합니다.








비고 79.1.6.


I와 J가 동차이면, I+J, IJ, I∩J, I도 동차입니다.








보조정리 79.1.7 (등급 몫도 등급화됩니다).


I를 등급환 R의 동차 아이디얼이라고 합시다. 그러면




	
	R/I=⨁d≥0Rd/(Rd∩I)
	





R/I를 등급환으로 실현합니다.







이러한 주장들은 단순히 대수학이므로, 여기서는 증명을 생략합니다.





비고 79.1.8.


다른 몇몇 책에서는 동차 아이디얼(또는  등급 아이디얼)을 아벨 군으로서 I=⨁d≥0(Rd∩I)를 만족하는 아이디얼 I로 동등하게 정의하기도 합니다. 실제로, 등급 아이디얼은 정확히 몫이 자연스럽게 등급화되는 아이디얼임을 확인할 수 있습니다.








예제 79.1.9 (등급 몫환의 예).


R=ℂ[x,y]이고 I=(x3,y2)로 설정합시다. S=R/I라고 합시다. 그러면




	
	S0
	=ℂ
	





	
	S1
	=ℂx⊕ℂy
	





	
	S2
	=ℂx2⊕ℂxy
	





	
	S3
	=ℂx2y
	





	
	Sd
	=0∀d≥4.
	





그래서 실제로 S=R/I는 등급화되며, 6차원 ℂ-벡터 공간입니다.










79.2 주변 공간


대표적인 예: 아마도 𝒱pr(x2+y2−z2)일 것입니다.




이번에 우리가 다루기로 선택한 점들의 집합은 ℂℙn이며, 이는 우리에게 n-순서쌍의 집합으로 생각될 수 있습니다




	
	(x0:x1:…:xn)
	





모두 0은 아니며, 스케일링에 대해 동일시합니다. 동등하게, 이는 ℂn+1에서 원점을 지나는 직선들의 집합입니다. 사영 공간은 절 64.6에서 완전히 정의되어 있으므로, 사영 공간에 익숙하지 않다면 그곳을 참조하십시오.




이를 생각하는 올바른 방법은 “무한대에서의 점들을 더한 𝔸n”입니다:





정의 79.2.1.


다음과 같은 집합을 정의합니다




	
	Ui={(x0:…:xn)∣xi≠0}⊆ℂℙn.
	





이들은  표준 아핀 차트라고 불립니다.







이 이름은 다음에서 유래합니다:





연습문제 79.2.2 (필수).


Ui에서 𝔸n으로의 자연스러운 전단사를 제시하십시오. 이로써 ℂℙn을 아핀 집합 Ui에 “무한대에서의 점들”을 더한 것으로 생각할 수 있습니다.








비고 79.2.3.


실제로 이 차트들 Ui는 통상적인 위상을 가진 ℂℙn을 정칙 전이 함수를 갖는 복소 다양체로 만듭니다.








예제 79.2.4 (구어적으로, ℂℙ1=𝔸1∪{∞}).


공간 ℂℙ1은 순서쌍 (s:t)들로 이루어지며, 이는 복소수 z/1을 나타내는 것으로 생각할 수 있습니다. 특히 U1={(z:1)}은 본질적으로 𝔸1의 또 다른 사본입니다. 새로운 점은 오직 하나, (1:0)뿐입니다.







그러나 이전과 마찬가지로 이 위에 자리스키 위상을 부여하고자 합니다. 구체적으로, ℂℙ2={(x0:x1:x2)}를 살펴봅시다. 아핀 공간에서 그랬던 것처럼 ℂℙ2에서의 영점 궤적을 고려하고자 하며, 이를 통해 사영 대수다양체의 개념을 얻고자 합니다.




그런데 이것이 그리 쉽지는 않습니다: 예를 들어, 함수 “x0”은 ℂℙ2의 점들 위에서 잘 정의된 함수가 아닌데, 이는 (x0:x1:x2)=(5x0:5x1:5x2)이기 때문입니다! 그래서 우리는 여전히 영점 궤적을 가지는 이러한 “의사 함수”들을 고려하고 싶습니다. 이들은 바로 동차 다항식 f인데, f가 차수 d의 동차 다항식인 것은 다음과 동치이기 때문입니다




	
	f(λx0,…,λxn)=λdf(x0,…,xn).
	





특히, f가 동차 다항식이면 “f(x0,…,xn)=0”이라는 관계는 잘 정의됩니다. 따라서 다음과 같이 말할 수 있습니다:





정의 79.2.5.


f가 동차 다항식이면, 그  영점 궤적을 다음과 같이 정의할 수 있습니다




	
	𝒱pr(f)={(x0:…:xn)∣f(x0,…,xn)=0}.
	











동차 조건은 정말로 필요합니다. 예를 들어, “x0−1=0”을 요구하는 것은 말이 되지 않는데, 이는 점 (1:1:1)과 (2015:2015:2015)가 같은 점이기 때문입니다.




동차 다항식이 우리가 원하는 바를 정확히 수행함을 확인하는 것은 자명합니다; 따라서 이제 다음과 같이 정의할 수 있습니다:





정의 79.2.6.


ℂℙn에서의  사영 대수다양체는 n+1개의 변수를 가진 동차 다항식들의 임의의 모임에 대한 공통 영점 궤적입니다.








예제 79.2.7 (ℂℙ2에서의 원뿔곡선, 또는 ℂ3에서의 원뿔).


다음 대수다양체를 그려봅시다




	
	𝒱pr(x2+y2−z2)⊆ℂℙ2
	





이는 x2+y2=z2을 만족하는 점 [x:y:z]들로 이루어져 있습니다. 이를 ℂ3의 부분공간으로 본다면(즉, ℂℙ2를 원점을 지나는 직선들의 집합으로 생각함으로써), “원뿔”을 얻게 됩니다:

[image: [Uncaptioned image]]



이제 표준 아핀 차트를 취하면, 다음을 얻습니다:


	•

x=1에서는 쌍곡선 𝒱(1+y2−z2)을 얻습니다.




	•

y=1에서는 쌍곡선 𝒱(1+x2−z2)을 얻습니다.




	•

z=1일 때, 원 𝒱(x2+y2−1)을 얻습니다.






그렇긴 하지만, ℂ 위에서는 쌍곡선과 원이 같은 것입니다; 지난 장에서와 마찬가지로 ℂ를 1차원으로 그림으로써 약간의 편법을 쓰고 있습니다.








질문 79.2.8.


위 원뿔과 z=1 평면의 교집합을 그려보고, 실제로 원이 나오는지 확인하십시오. (이 기하학적 그림은 나중에 중요하게 쓰입니다.)










79.3 동차 아이디얼


이제, 다음으로 하고 싶은 것은 아이디얼 I에 대해 𝒱pr(I)를 정의하는 것입니다. 물론, x0−1과 같은 것이 의미가 없다는 문제에 다시 부딪히게 됩니다.




이를 해결하는 방법은 동차 아이디얼만을 사용하는 것입니다.





정의 79.3.1.


I가 동차 아이디얼이면, 다음과 같이 정의합니다




	
	𝒱pr(I)={x∣f(x)=0∀f∈I}.
	












연습문제 79.3.2.


동차 아이디얼 I에 대해 ”f(x)=0∀f∈I”라는 개념이 잘 정의됨을 보이십시오.







그래서, 우리는 동차 근 아이디얼과 사영 다양체를 전단사로 대응시키는 널스텔렌자츠와 같은 정리를 기대하고 싶습니다. 안타깝게도:





예제 79.3.3 (무관 아이디얼).


몇 가지 꿈과 희망을 짓밟기 위해, 다음 아이디얼을 생각해봅시다




	
	I=(x0,x1,…,xn).
	





이를  무관 아이디얼이라 부릅니다; 이는 동차 근 아이디얼이지만 𝒱pr(I)=∅입니다.







그러나, 무관 아이디얼을 제외하면:





정리 79.3.4 (동차 널스텔렌자츠).


I와 J를 동차 아이디얼이라 합시다.


	(a)

𝒱pr(I)=𝒱pr(J)≠∅이면 I=J입니다.




	(b)

𝒱pr(I)=∅이면, I=(1)이거나 I=(x0,x1,…,xn)입니다.






따라서 다음 사이에 자연스러운 전단사가 존재합니다:


	•

ℂℙn 안의 사영 다양체들, 그리고




	•

무관 아이디얼을 제외한 ℂ[x0,…,xn]의 동차 근 아이디얼들.












증명.


첫 번째 부분을 위해, V=𝒱pr(I)와 W=𝒱pr(J)를 ℂℙn 안의 사영 다양체라 합시다. ℂℙn을 ℂn+1에서 원점을 지나는 직선들로 해석함으로써, 이들을 𝔸n+1 안의 아핀 다양체로 볼 수 있습니다.




대수적으로, 이는 동차 아이디얼 I,J⊆ℂ[x0,…,xn]을 취하고, 같은 아이디얼을 사용하여 𝔸n+1 안의 아핀 다양체 Vaff=𝒱(I)와 Waff=𝒱(J)를 잘라냄으로써 이루어집니다. 예를 들어, 원뿔 x2+y2−z2=0은 ℂℙ2에서는 원뿔곡선(1차원 곡선)이지만, 𝔸3에서는 원뿔(2차원 곡면)로도 생각할 수 있습니다.




그러면 (a)에 대해, Vaff=Waff이므로 I=J입니다.




(b)에 대해, Vaff는 공집합이거나 𝔸n+1의 원점뿐이므로, 널스텔렌자츠에 의해 원하는 대로 I=(1)이거나 I=(x0,…,xn)입니다. ∎





다양체의 교집합과 합집합에 관한 정리 77.4.2의 사영적 유사물은 사영 다양체에 대해서도 그대로 성립합니다.







79.4 환달린 공간으로서


대표적인 예: ℂℙ1에서 한 점을 제외한 부분의 정규 함수는 정확히 P(s/t).




형태의 함수입니다. 이제 모든 사영 다양체 V를 초보적인 환달린 공간으로 만들어 봅시다. 우리는 이미 점들의 집합, 즉 ℂℙn의 부분집합을 가지고 있습니다.




위상은 다음과 같이 정의됩니다.





정의 79.4.1.


I가 동차 아이디얼일 때 𝒱pr(I) 꼴의 집합들을 닫힌집합으로 선언함으로써 ℂℙn에  자리스키 위상을 부여합니다.




그러면 모든 사영 다양체 V는 그 부모인 ℂℙn으로부터 자리스키 위상을 물려받습니다.  특별 열린집합 D(f)는 V∖𝒱pr(f)입니다.







따라서 이제 모든 사영 다양체 V는 위상 공간이 됩니다. 남은 것은 정칙함수의 층 𝒪V를 부여하는 일입니다. 이를 위해서는 조금 조심할 필요가 있습니다. 아핀의 경우에는 분자와 분모를 제공하는 데 사용할 수 있는 함수들의 좋은 작은 환, 즉 좌표환 ℂ[x0,…,xn]/I가 있었습니다. 그러므로 다음과 같이 정의하는 것이 자연스러워 보입니다.





정의 79.4.2.


I가 동차 근기 아이디얼일 때, 사영 다양체 V=𝒱pr(I)⊆ℂℙn의  동차 좌표환은 다음 환으로 정의됩니다




	
	ℂ[V]=ℂ[x0,…,xn]/I.
	












비고 79.4.3.


비고 78.4.2의 경우와 달리, ℂ[V]의 원소는 더 이상 V에서 ℂ로 가는 함수에 대응하지 않습니다. 그럼에도 불구하고, 이는 𝒱(I)⊆𝔸n+1에서 ℂ로 가는 함수입니다.







그러나 유리함수를 정의할 때는 분자와 분모가 같은 차수여야 한다는 새로운 요구 사항을 부과해야 합니다.





정의 79.4.4.


U⊆V를 사영 다양체 V의 열린집합이라 합시다. 사영 다양체 V 위의  유리함수 ϕ는 몫 f/g로서, 여기서 f,g∈ℂ[V]이고, f와 g는 같은 차수의 동차이며, 𝒱pr(g)∩U=∅입니다. 이렇게 하여 함수 ϕ:U→ℂ를 얻습니다.








예제 79.4.5 (유리함수의 예시).


V=ℂℙ1이 좌표 (s:t)를 갖는다고 합시다.


	(a)

U=V이면, 상수함수 c/1이 U 위의 유일한 유리함수입니다.




	(b)

이제 U1=V∖{(1:0)}이라 합시다. 그러면 정칙함수의 한 예시는 다음과 같습니다




	
	s2+9t2t2=(st)2+9.
	





U1을 ℂ로 생각하면(즉, 무한대 점을 뺀 ℂℙ1이므로 𝔸1과 같습니다) 이는 정말로 그저 함수 x2+9일 뿐입니다.












그러면 이전과 같은 정의를 반복할 수 있습니다.





정의 79.4.6.


U⊆V를 사영 다양체 V의 열린집합이라 합시다. 모든 점 p에 대해, p를 포함하는 열린집합 Up와 Up 위의 유리함수 fp/gp를 찾아 다음을 만족시킬 수 있으면, 함수 ϕ:U→ℂ를  정칙함수라고 합니다




	
	ϕ(x)=fp(x)gp(x)∀x∈Up.
	





특히, Up∩𝒱pr(gp)=∅을 요구합니다. U 위의 모든 정칙함수의 집합을 𝒪V(U)로 나타냅니다.







물론, 앞선 예시의 유리함수들도 정칙함수의 예시입니다. 이로써 베이비 환 공간으로서의 사영 다양체 V의 정의가 완성됩니다.







79.5 정칙함수의 예시


당연히, 특별 열린집합 위의 정칙함수가 무엇인지 말씀드려야 하는데, 이는 지난번의 정리 78.6.1에 대응됩니다.





정리 79.5.1 (사영 다양체에 대한 특별 열린집합 위의 정칙함수).


V를 사영 다양체라 하고, g∈ℂ[V]가 양의 차수의 동차라고 합시다(따라서 g는 상수가 아닙니다). 그러면




	
	𝒪V(D(g))={fgr∣f∈ℂ[V]차수 rdegg의 동차}.
	











g=1인 경우는 어떨까요? 비슷한 결과가 성립하지만, V가 기약이라는 가정이 필요합니다.





정의 79.5.2.


사영 다양체 V는 두 개의 진(사영) 부분다양체의 합집합으로 쓸 수 없으면 기약입니다.








정리 79.5.3 (사영 공간 위의 상수 정칙함수만 존재).


V를 기약 사영 다양체라고 합시다. 그러면 V 위의 정칙함수는 오직 상수뿐이며, 따라서




	
	𝒪V(V)≅ℂ.
	





이는 ℂ가 대수적으로 닫혀 있다는 사실에 의존합니다.







이에 대한 증명은 지금은 생략합니다.





예제 79.5.4 (위에서 기약성이 필요한 이유).


V가 기약이어야 하는 이유는, 그렇지 않으면 예를 들어 V를 두 점의 합집합으로 취할 수 있기 때문입니다. 이 경우 𝒪V(V)≅ℂ⊕2입니다.








비고 79.5.5.


g=1일 때 𝒪V(D(g))가 그토록 다르게 동작하는 것이 이상하게 보일 수 있습니다. 한 가지 모호한 설명은, 사영 다양체에서 degg>0이면 특정 열린집합 D(g)가 아핀 다양체와 매우 비슷해 보인다는 것입니다. 예를 들어 ℂℙ1에서 ℂℙ1∖{0}≅𝔸1입니다(여기서 ≅는 제가 정확히 규정하지 않은 의미로 사용됩니다). 따라서 이 주장은 대응하는 아핀의 결과와 관련되게 됩니다. 하지만 degg=0이고 g≠0이면 D(g)는 사영 다양체 전체가 되며, 이는 아핀처럼 보이지 않으므로 이러한 유비가 성립하지 않습니다.








예제 79.5.6 (ℂℙ1 위의 정칙 함수).


V=ℂℙ1이라 하고, 좌표를 (s:t)라 합시다.


	(a)

정리 79.5.1에 의해, U1이 점 (1:0)을 제외한 표준 아핀 차트라면, 𝒪V(U1)={ftn∣degf=n}입니다. 이는 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	𝒪V(U1)≅{P(s/t)∣P∈ℂ[x]}≅𝒪𝔸1(𝔸1).
	





이는 U1이 “𝔸1과 매우 비슷해 보인다”는 우리의 지식과 부합합니다.




	(b)

V가 기약이므로, 𝒪V(V)=ℂ입니다: 즉 ℂℙ1 위에는 상수가 아닌 함수가 존재하지 않습니다.













예제 79.5.7 (ℂℙ2 위의 정칙 함수).


ℂℙ2의 좌표를 (x:y:z)라 하고, U0={(x:y:1)∈ℂℙ2}를 특정 열린집합 D(z)라 합시다. 그러면 같은 맥락에서,




	
	𝒪ℂℙ2(U0)={P(x,y)zn∣degP=n}≅{P(x/z,y/z)∣P∈ℂ[x,y]}.
	














79.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


작성 예정: 문제:








장 80 보너스: 베주 정리(Bézout’s theorem)


이 장에서는 Bézout 정리를 다룹니다. 이는 차수가 d와 e인 두 곡선이 ℂℙ2에서 “정확히” de개의 점에서 교차해야 한다는 개념을 정확하게 만듭니다. (사영 공간에서 다루므로, 예를 들어 임의의 두 직선은 교차합니다.)





80.1 근기가 아닌 아이디얼


대표적인 예: 포물선의 접선.




우리는 중복도를 고려해야 합니다. 그래서 가능할 때마다 다양체 V 대신 동차 아이디얼 I를 다룰 것인데, 이는 I가 근기 아이디얼이 아닐 가능성을 허용하고자 하기 때문입니다. 어떻게 그렇게 할 수 있는지 살펴봅시다.




첫 번째 예로, y=x2와 직선 y=1을 교차시킨다고 합시다. 더 정확히는, ℂℙ2의 사영 좌표에서 포물선 zy=x2와 y=z를 교차시킵니다. 교집합의 아이디얼은




	
	(zy−x2,y−z)=(x2−z2,y−z)⊆ℂ[x,y,z].
	





따라서 이는 두 개의 점을 갖는 것에 해당하며, 이는 두 교차점을 줍니다: (1:1:1)과 (−1:1:1). 다음은 아핀 z=1 차트에서 두 다양체의 그림입니다:

[image: 도표]
그것은 괜찮지만, 이제 zy=x2를 직선 y=0과 교차시킨다고 합시다. 그러면 대신 “이중점”을 얻습니다:

[image: 도표]
이번에는 대응하는 아이디얼이




	
	(zy−x2,y)=(x2,y)⊆ℂ[x,y,z].
	





이 아이디얼은 근기 아이디얼이 아니며, (x2,y)=(x,y)를 취하면 ℂℙ2의 단일 사영점 (0:0:1)에 대응하는 아이디얼을 얻습니다. 이것이 우리가 다양체 대신 아이디얼을 다루는 이유입니다: (x2,y)와 (x,y)의 차이를 구분해야 합니다.







80.2 유한개 점들의 힐베르트 함수


대표적인 예: 이중점 (x2,y)에 부여된 힐베르트 함수는 결국 상수 2가 됩니다.





정의 80.2.1.


공집합이 아닌 사영 다양체 V가 주어지면, V=𝒱pr(I)를 만족하는 유일한 근기 아이디얼 I가 존재합니다. 이 장에서는 이를 ℐrad(V)로 표기합니다. 공집합인 다양체에 대해서는 무연 아이디얼을 선택하는 대신 ℐrad(∅)=(1)로 둡니다.








정의 80.2.2.


I⊆ℂ[x0,…,xn]이 동차라고 합시다. I의  힐베르트 함수를 hI:ℤ≥0→ℤ≥0로 표기하며 다음과 같이 정의합니다




	
	hI(d)=dimℂ(ℂ[x0,…,xn]/I)d
	





즉, hI(d)는 ℂ[x0,…,xn]/I의 d번째 등급 부분의 차원입니다.








정의 80.2.3.


V가 사영 다양체라면, hV=hℐrad(V)로 설정하는데, 여기서 I=ℐrad(V)는 위에서 정의한 대로 V=𝒱pr(I)를 만족하는 근기 아이디얼입니다.







이 경우, ℂ[x0,…,xn]/I는 그냥 ℂ[V]입니다.





예제 80.2.4 (0차원에서의 힐베르트 함수의 예).


구체성을 위해 ℂℙ2를 사용합시다.


	(a)

V가 아이디얼 ℐrad(V)=(x,y)를 갖는 단일 점 (0:0:1)이라면,




	
	ℂ[V]=ℂ[x,y,z]/(x,y)≅ℂ[z]≅ℂ⊕zℂ⊕z2ℂ⊕z3ℂ…
	





이는 모든 차수에서 차원이 1입니다. 따라서 다음을 얻습니다:




	
	hI(d)≡1.
	








	(b)

이제 “이중점” 아이디얼 I=(x2,y)를 사용한다고 합시다. 이번에는 다음을 얻습니다




	
	ℂ[x,y,z]/(x2,y)
	≅ℂ[z]⊕xℂ[z]
	





	
	
	≅ℂ⊕(xℂ⊕zℂ)⊕(xzℂ⊕z2ℂ)⊕(xz2ℂ⊕z3ℂ)⊕….
	





이로부터 다음을 추론합니다




	
	hI(d)={2d=1,2,3,…1d=0.
	








	(c)

이제 두 점으로 이루어진 다양체 V={(1:1:1),(−1:1:1)}을 취해봅시다. 여기서 ℐrad(V)=(x2−z2,y−z)입니다. 그러면




	
	ℂ[x,y,z]/(x2−z2,y−z)
	≅ℂ[x,z]/(x2−z2)
	





	
	
	≅ℂ[z]⊕xℂ[z].
	





이 예제는 앞의 예제와 같은 힐베르트 함수를 가집니다.













표기의 남용 80.2.5.


저는 동형사상 기호 ℂ[z]≅ℂ⊕zℂ⊕z2ℂ 를 남용하고 있으며, 다른 예제들에서도 마찬가지입니다. 이것은 ℂ-벡터 공간 수준에서만 동형사상입니다. 그러나 다른 예제들의 힐베르트 함수를 계산할 때도 이러한 표기법의 남용을 계속 사용하겠습니다.








예제 80.2.6 (공집합 다양체에 대한 힐베르트 함수).


I⊊ℂ[x0,…,xn] 가 아이디얼이고, 근기가 아닐 수도 있지만




	
	𝒱pr(I)=∅
	





을 만족한다고 합시다. 따라서 I=(x0,…,xn) 은 무관 아이디얼입니다. 그러므로 모든 i에 대해 xidi∈I 를 만족하는 정수 di (단, i=0,…,n)가 존재합니다. 그 결과, d>d0+⋯+dn 인 임의의 d에 대해 hI(d)=0 입니다. 이를 요약하여 다음과 같이 말합니다




	
	hI(d)=0모든 d≫0에 대해.
	











여기서 표기법 d≫0 은 ”충분히 큰 모든 d”를 의미합니다.




이 예제들로부터 I가 아이디얼이면 힐베르트 함수는 결국 상수가 되는 것으로 보이며, 원하는 상수는 𝒱pr(I)의 크기와 같되, I가 근기가 아닌 경우에는 ”중복도를 고려하여” 같다는 것을 알 수 있습니다.




이를 증명해 봅시다. 진행하기 전에 짧은 완전열에 대해 독자에게 간단히 상기시키겠습니다: 사상들의 수열 0→V↪W↠X→0 은 im(V↪W)=ker(W↠X) 를 만족하는 것입니다 (물론 사상 V↪W 와 W↠X 는 각각 단사이고 전사입니다). V, W, X 가 ℂ 위의 유한 차원 벡터 공간이면 이는 dimW=dimV+dimX 를 함의합니다.





명제 80.2.7 (I∩J 와 I+J 의 힐베르트 함수).


I 와 J 를 ℂ[x0,…,xn] 의 동차 아이디얼이라 합시다. 그러면




	
	hI∩J+hI+J=hI+hJ.
	











증명.


임의의 d≥0 을 생각합시다. 간단히 하기 위해 S=ℂ[x0,…,xn] 이라 합시다. 그러면

0[S/(I∩J)]d[S/I]d⊕[S/J]d[S/(I+J)]d0f(f,f)(f,g)f−g
은 벡터 공간의 짧은 완전열입니다. 따라서 모든 d≥0 에 대해 다음이 성립합니다




	
	dim[S/I]d⊕[S/J]d=dim[S/(I∩J)]d+dim[S/(I+J)]d
	





이로부터 결론이 도출됩니다. ∎






예제 80.2.8 (ℂℙ1 에서 두 점의 힐베르트 함수).


좌표환 ℂ[s,t] 를 가진 ℂℙ1 에서, 점 (0:1) 에 대응하는 아이디얼 I=(s) 와 점 (1:0) 에 대응하는 아이디얼 J=(t) 를 생각합시다. 그러면 I∩J=(st) 는 이 두 점의 서로소 합집합에 대응하는 아이디얼이며, I+J=(s,t) 는 무관 아이디얼입니다. 그 결과 d≫0 에 대해 hI+J(d)=0 입니다. 따라서 다음을 얻습니다




	
	hI∩J(d)=hI(d)+hJ(d)d≫0에 대해
	





그러므로 두 점으로 이루어진 사영 다양체의 힐베르트 함수는 d≫0 에 대해 상수 2 입니다.







이 예제는 주요 결과의 내용을 잘 보여줍니다:





정리 80.2.9 (0차원 다양체의 힐베르트 함수).


V 를 m 개의 점으로 이루어진 사영 다양체라 합시다 (단, m≥0 은 정수). 그러면




	
	hV(d)=md≫0에 대해.
	












증명.


m=0 인 경우는 이미 다루었으므로, m≥1 이라 가정합시다. I=ℐrad(V) 라 하고, k=1,…,m 에 대해 Ik=ℐrad(V의 k번째 점) 라 합시다.






연습문제 80.2.10.


모든 d 에 대해 hIk(d)=1 임을 보이십시오. (예제 80.2.4(a)를 수정하십시오.)







따라서 m≥2 에 대한 귀납법으로 진행할 수 있으며, 기저 사례 m=1 은 위에서 이미 다루었습니다. 귀납 단계에서는 정리 77.4.2 의 사영적 유사물을 사용합니다. d≫0 에 대해 hI1∩⋯∩Im−1(d)=m−1 임을 알고 있습니다 (이는 처음 m−1 개의 점입니다; I1∩⋯∩Im−1 이 근기임에 유의하십시오). m번째 점을 추가하기 위해 다음을 주목합시다




	
	hI1∩⋯∩Im(d)=hI1∩⋯∩Im−1(d)+hIm(d)−hJ(d)
	





여기서 J=(I1∩⋯∩Im−1)+Im 입니다. 아이디얼 J 는 근기가 아닐 수도 있지만, 앞선 예제에 의해 𝒱pr(J)=∅ 을 만족하므로 d≫0 에 대해 hJ=0 입니다. 이로써 증명이 완료됩니다. ∎






정확히 같은 방식으로 다음을 증명할 수 있습니다:





따름정리 80.2.11 (dim𝒱pr(I)=0 일 때 hI 는 결국 상수가 됩니다).


I 를 반드시 근기일 필요는 없는 아이디얼이라 하고, 𝒱pr(I) 가 유한히 많은 점으로 이루어져 있다고 합시다. 그러면 힐베르트 함수 hI 는 결국 상수가 됩니다.







증명.


점의 개수 m≥1 에 대한 귀납법입니다. 기저 사례 m=1 은 예제 80.2.4(b) 와 연습문제 80.2.10 에서 본질적으로 다루었습니다. 귀납 단계는 근기 아이디얼에 대한 신경을 쓰지 않는다는 점을 제외하면 위 증명과 문자 그대로 동일합니다. ∎








80.3 힐베르트 다항식


지금까지는 0차원 다양체의 힐베르트 함수에 대해서만 이야기했고, 이 함수가 결국 상수가 됨을 보였습니다. 이제 몇 가지 예를 더 살펴봅시다.





예제 80.3.1 (ℂℙn의 힐베르트 함수).


ℂℙn의 힐베르트 함수는




	
	hℂℙn(d)=(d+nn)=1n!(d+n)(d+n−1)…(d+1)
	





”공과 항아리” 논법에 의해 다음과 같습니다. 이는 차수가 n인 다항식입니다.








예제 80.3.2 (포물선의 힐베르트 함수).


좌표 ℂ[x,y,z]를 갖는 ℂℙ2 안의 포물선 zy−x2를 생각합시다. 그러면




	
	ℂ[x,y,z]/(zy−x2)≅ℂ[y,z]⊕xℂ[y,z].
	





조합적인 계산을 하면 다음을 얻습니다.




	
	h(zy−x2)(0)
	=1
	기저 1
	





	
	h(zy−x2)(1)
	=3
	기저 x,y,z
	





	
	h(zy−x2)(2)
	=5
	기저 xy, xz, y2, yz, z2.
	





이로써 실제로 h(zy−x2)(d)=2d+1임을 알 수 있습니다.







사실, 이러한 ”결국 다항식이 되는” 성질은 항상 성립합니다.





정리 80.3.3 (힐베르트 다항식).


I⊆ℂ[x0,…,xn]을 (반드시 근기 아이디얼일 필요는 없는) 동차 아이디얼이라 합시다. 그러면


	(a)

모든 d≫0에 대해 hI(d)=χI(d)를 만족하는 다항식 χI가 존재합니다.




	(b)

degχI=dim𝒱pr(I)입니다 (만약 𝒱pr(I)=∅이면 χI=0입니다).




	(c)

다항식 m!⋅χI는 정수 계수를 갖습니다.












증명.


기저 사례는 앞 절에서 다루었습니다.




귀납 단계에서는 차원 m인 𝒱pr(I)를 고려합니다. 𝒱pr(I)의 어떤 기약 성분도 H 안에 포함되지 않는 초평면 H를 생각합니다 (이 사실은 기하학적으로 자명하므로 증명 없이 인용하지만, 지난번에 증명을 써보려다 망쳤습니다). 간단히 하기 위해, 일반성을 잃지 않고 H=𝒱pr(x0)라고 가정합니다.




다시 S=ℂ[x0,…,xn]이라 둡시다. 이제 다음의 짧은 완전열을 생각합시다.

0[S/I]d−1[S/I]d[S/(I+(x0))]d0ff⋅x0ff.
(첫 번째 사상의 단사성은 𝒱pr(I)의 기약 성분에 대한 가정으로부터 따라 나옵니다.) 이제 완전성으로부터 다음이 성립합니다.




	
	hI(d)−hI(d−1)=hI+(x0)(d).
	





마지막 항은 기하학적으로 𝒱pr(I)∩H에 대응하며, 그 차원은 m−1이므로 귀납 가정에 의해 다음을 알 수 있습니다.




	
	hI(d)−hI(d−1)=c0dm−1+c1dm−2+⋯+cm−1(m−1)!d≫0
	





여기서 c0, …, cm−1은 어떤 정수입니다. 그러면 다항식의 유한 차분 이론에 의해 증명이 끝납니다. ∎








80.4 Bézout의 정리



정의 80.4.1.


χI를 I의  힐베르트 다항식이라 부릅니다. 만약 χI가 영이 아니면, m!χI의 최고차항 계수를 I의  차수라 부르며, 이는 정수이고 degI로 표기합니다.




물론 사영 다양체 V에 대해서는 hV=hℐrad(V)로, degV=degℐrad(V)로 둡니다.








비고 80.4.2.


아이디얼의 차수 degI는 deghI와 같지 않다는 점에 유의하십시오!







차수의 몇 가지 성질을 보이겠습니다. 이를 통해 임의의 사영 다양체의 차수를 그 기약 성분들로부터 계산할 수 있게 됩니다.





명제 80.4.3 (차수의 성질).


두 다양체 V와 W에 대해, 다음이 성립합니다:


	•

V와 W가 서로소이고 차원이 같다면, deg(V∪W)=degV+degW입니다.




	•

dimV<dimW이면, deg(V∪W)=degW입니다.












따라서,


차수는 성분들에 대해 가법적이며, 가장 높은 차원의 성분의 ”차수”를 측정합니다.






증명.


정리 80.3.3과 명제 80.2.7에서의 힐베르트 다항식의 성질들과, 최고차항 계수가 가장 큰 차수를 갖는 항에만 의존한다는 사실로부터 따라옵니다. ∎






예제 80.4.4 (차수의 예시).



	(a)

V가 n≥1개의 점으로 이루어진 유한 집합이면, 차수는 n입니다.




	(b)

I가 중복점에 대응한다면, 차수는 2입니다.




	(c)

ℂℙn의 차수는 1입니다.




	(d)

임의의 직선이나 평면은 각각 ℂℙ1과 ℂℙ2와 ”동형”이므로, 차수가 1입니다.




	(e)

포물선의 차수는 2입니다. (대수다양체로서 포물선은 직선과 동형임에 유의하십시오!)




	(f)

포물선과 한 점의 합집합의 차수는 2입니다.












이제, f가 동차 이차 다항식이면 주 아이디얼 (f)의 차수가 2일 것이라고, 그리고 이런 식으로 계속될 것이라고 짐작할 수 있습니다. (예를 들어 우리는 원이 차수 2를 가질 것이라고 기대합니다.) 이는 사실입니다:





정리 80.4.5 (Bézout의 정리).


I가 ℂ[x0,…,xn]의 동차 아이디얼이고 dim𝒱pr(I)≥1이라 하십시오. f∈ℂ[x0,…,xn]가 𝒱pr(I)의 어떤 기약 성분에서도 소멸하지 않는 차수 k의 동차 다항식이라 하십시오. 그러면




	
	deg(I+(f))=kdegI.
	











기하학적으로,


V가 임의의 사영 다양체이고, 𝒱(f)가 차수 k의 초곡면이라면, 그 교집합 V∩𝒱(f)는 차수 kdegV를 가집니다 — 단, V의 어떤 기약 성분이 𝒱(f) 안에 포함되지 않는 경우에 한합니다.



이것이 바로 이 장의 서두에서 언급했던 것입니다.




아이디얼 I가 근기 아이디얼이 아닐 수 있기 때문에, 이 기하학적 해석 진술은 가능한 가장 일반적인 형태는 아닙니다 — 이 문제는 나중에 스킴으로의 일반화를 통해 바로잡힐 것입니다.




증명.


다시 S=ℂ[x0,…,xn]이라고 합시다. 이번에는 완전열이 다음과 같습니다

0[S/I]d−k[S/I]d[S/(I+(f))]d0.
이 올림피아드풍의 연습문제는 문제 80A로 남겨둡니다. ∎








80.5 응용


먼저, 차수의 개념이 우리가 기대하던 바와 같다는 것을 보이겠습니다.





따름정리 80.5.1 (초곡면: 차수가 그 이름값을 하는 이유).


V를 초곡면, 즉 ℐrad(V)=(f)이고 f는 차수 k의 동차 다항식이라고 합시다. 그러면 degV=k입니다.







증명.


deg(0)=degℂℙn=1임을 기억하십시오. Bézout의 정리에서 I=(0)으로 놓으십시오. ∎





ℂℙ2에서 흔한 특수한 경우는 다음과 같습니다:





따름정리 80.5.2 (곡선에 대한 베주 정리(Bézout’s theorem)).


ℂℙ2에서 공통 기약 성분을 갖지 않는 임의의 두 곡선 X와 Y에 대해,




	
	|X∩Y|≤degX⋅degY.
	











이제 이를 사용하여 파스칼 정리를 증명합니다.





정리 80.5.3 (파스칼 정리).


A, B, C, D, E, F를 ℂℙ2에서 원뿔곡선 𝒞 위에 놓인 서로 다른 여섯 점이라 합시다. 그러면 점 AB∩DE, BC∩EF, CD∩FA는 한 직선 위에 있습니다.








증명.


X를 세 직선 AB, CD, EF의 합집합과 같은 대수다양체라 합시다. 그러면 X=𝒱pr(f)가 되는 어떤 삼차 다항식 f가 존재합니다(이는 세 개의 일차식의 곱입니다). 마찬가지로, Y=𝒱pr(g)를 세 직선 BC, DE, FA의 합집합과 같은 대수다양체라 합시다.




[image: 도표]



이제 P를 원뿔곡선 𝒞 위의 임의의 점으로, 여섯 점 A, B, C, D, E, F와는 다른 점이라 합시다. 다음의 사영 대수다양체를 생각합시다




	
	V=𝒱pr(αf+βg)
	





여기서 상수 α와 β는 P∈V가 되도록 선택됩니다.






질문 80.5.4.


α와 β를 어떻게 선택하든 상관없이, V가 여섯 점 A, B, C, D, E, F뿐만 아니라 세 점 AB∩DE, BC∩EF, CD∩FA도 포함함을 보이십시오.







이제 |V∩𝒞|≥7임에 주목하십시오. 그러나 degV=3이고 deg𝒞=2입니다. 이는 V와 𝒞가 기약 성분을 공유하지 않는 한 베주 정리(Bézout’s theorem)에 모순됩니다. 이는 차수의 이유로 V가 직선과 원뿔곡선의 합집합인 경우에만 일어날 수 있습니다. 즉 다음이 성립해야 합니다




	
	V=𝒞∪직선.
	





마지막으로, 세 교점 AB∩DE, BC∩EF, CD∩FA는 𝒞 위에 있지 않으므로, 반드시 이 직선 위에 있어야 함에 주목합시다. ∎






파스칼 정리는 사실 케일리-바카라흐 정리의 특수한 경우일 뿐이며, 이 정리는 타원 곡선 위의 덧셈 연산이 결합적임을 증명하는 데 사용될 수 있다는 점을 언급하고자 합니다. 관심 있는 독자는 같은 기법을 이용하여 케일리-바카라흐 정리를 증명해 보기를 시도해 볼 수 있습니다.







80.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 80A.


앞서 나온 베주 정리(Bézout’s theorem)의 증명을 완성하십시오.


풀이. 완전성으로부터, hI(d)=hI(d−k)+hI+(f)(d)이며, 다음이 성립함을 알 수 있습니다




	
	χI+(f)(d)=χI(d)−χI(d−k).
	





m=dim𝒱pr(I)≥1이라 합시다. 이제 dim𝒱pr(I+(f))=m−1이므로, 다음이 성립합니다




	
	deg(I+(f))dm−1+…(m−1)!=1m!(degI(dm−(d−k)m)+저차항)
	





여기서 다음을 읽어낼 수 있습니다




	
	deg(I+(f))=(m−1)!m!⋅k(m1)degI=kdegI
	





필요에 따라.










문제 80B (USA TST 2016/6).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]][image: [Uncaptioned image]] 

ABC를 예각 부등변삼각형이라 하고 P를 그 내부의 점이라 하십시오. A1, B1, C1을 각각 삼각형의 변 BC, CA, AB 위로의 P의 사영이라 하겠습니다. AA1, BB1, CC1이 한 점에서 만나고 ∠PAB+∠PBC+∠PCA=90∘가 성립하는 점 P의 자취를 구하십시오.


힌트. 이 문제를 풀려면 유클리드 기하학에서의 복소수에 대해 알아야 합니다.




풀이. ABC를 단위원으로 하는 복소수를 사용하면, 이는 두 개의 삼차 방정식을 푸는 것과 동치입니다




	
	(p−a)(p−b)(p−c)
	=(abc)2(q−1/a)(q−1/b)(q−1/c)
	





	
	0
	=∏순환(p+c−b−bcq)+∏순환(p+b−c−bcq)
	





p와 q=p¯에 대한 것입니다. 이를 (p,q)∈ℂ2에서의 두 삼차 곡선으로 보면, 베주 정리에 의해 해는 최대 아홉 개임을 알 수 있습니다(두 곡선이 모두 기약이 아닌 경우는 제외해야 하지만, 첫 번째 곡선은 인수분해될 수 없음을 확인할 수 있습니다). 게다가 아홉 개의 해를 나열하는 것은 쉽습니다(ABC가 부등변삼각형인 경우): 세 꼭짓점, 세 방심, 그리고 I, O, H입니다. 따라서 답은 바로 이 세 삼각형 중심 I, O, H입니다.













장 81 대수다양체의 사상


스킴에 대한 작업을 준비하면서, 아핀 및 사영 대수다양체 사이의 사상에 대해 이야기하는 것으로 이 부분을 마무리하겠습니다. 이는 우리가 그것들을 정의하는 데 시간을 들였기 때문입니다.




아이디어: 아핀 및 사영 대수다양체가 모두 초급 유윤공간(baby ringed space)의 특수한 경우임을 알고 있으므로, 사실 우리는 임의의 두 초급 유윤공간 사이의 사상을 정의하기만 하면 됩니다.





81.1 초급 유윤공간의 사상 정의하기


대표적인 예: 다음 절을 보십시오.




(X,𝒪X)와 (Y,𝒪Y)를 초급 유윤공간이라 하고, 이들 사이의 사상을 어떻게 정의할지 생각해 봅시다.




대수학에서의 지도 원리는 사상이 기저 구조에 대한 함수이면서도, 그 위에 덧붙여진 풍부화된 추가 데이터를 존중하기를 원한다는 것입니다. 아주 초기의 몇 가지 예를 들어 보겠습니다:





예제 81.1.1 (사상을 정의하는 방법).



	•

군을 생각해 봅시다. 군 G는 (원소들의) 기저 집합을 가지며, 이를 곱셈 연산으로 풍부화합니다. 따라서 준동형사상은 기저 집합 사이의 사상이면서, 동시에 군의 곱셈을 존중해야 합니다.




	•

R-가군을 생각해 봅시다. 각 R-가군은 기저 아벨 군을 가지며, 이를 스칼라 곱셈으로 풍부화합니다. 따라서 선형 사상은 아벨 군의 준동형사상이어야 할 뿐만 아니라, 스칼라 곱셈 또한 존중해야 함을 요구합니다.




	•

위상 공간을 생각해 봅시다. 공간 X는 (점들의) 기저 집합을 가지며, 이를 열린집합들의 위상으로 풍부화합니다. 따라서 우리는 점들의 집합에 대한 사상 중, 위상을 존중하는 것(열린집합의 원상이 열린집합인 것)을 고려합니다.












이번 경우, 유윤공간 (X,𝒪X)는 기저 위상 공간을 가지며, 이를 구조층으로 풍부화했습니다. 따라서 우리는 이러한 위상 공간들 사이의 연속 사상 f:X→Y를 원하며, 이는 정칙 함수의 층을 존중해야 합니다.




이를 어떻게 할 수 있을까요? 만약 ψ:Y→ℂ를 정칙 함수라 하면, 합성을 통해 X→Y→ℂ라는 사상을 자연스럽게 쓸 수 있습니다. 그러면 우리는 이것 또한 정칙 함수이기를 요구하고자 합니다.




더 일반적으로, Y 위의 임의의 정칙 함수를 가져와 X 위의 어떤 함수를 얻을 수 있는데, 이를 당겨오기라 부릅니다. 그런 다음 우리는 모든 당겨오기가 X 위에서 정칙이기를 요구합니다.





정의 81.1.2.


(X,𝒪X)와 (Y,𝒪Y)를 초급 유윤공간이라 합시다. 사상 f:X→Y와 정칙 함수 ϕ∈𝒪Y(U)가 주어졌을 때, ϕ의  당겨오기를 f♯ϕ로 표기하며, 다음의 합성 함수로 정의합니다




	
	fpre(U)→𝑓U→ϕℂ.
	











”당겨오기”라는 용어의 사용은 미분 형식을 공부할 때와 동일합니다.





정의 81.1.3.


(X,𝒪X)와 (Y,𝒪Y)를 초급 유윤공간이라 합시다. 위상 공간 사이의 연속 사상 f:X→Y는, Y 위의 정칙 함수의 모든 당겨오기가 X 위에서 정칙 함수일 때  사상이라 합니다.




두 초급 유윤공간은 그들 사이에 서로 역인 사상들이 존재할 때  동형이라 하며, 이때 이 사상들을  동형사상이라 부릅니다.







특히, 당겨오기는 모든 U에 대해 (방향이 뒤집힌) 환 준동형사상




	
	f♯:𝒪Y(U)→𝒪X(fpre(U))
	





을 제공합니다. 따라서 우리의 사상은 많은 정보를 담고 있습니다. 다음은 사상 f와, ϕ:U→ℂ (여기서 U⊆Y)의 당겨오기를 나타낸 그림입니다.

[image: 도표]




예제 81.1.4 (t↦t2 아래에서의 1y−25의 당겨오기).


사상




	
	f:X=𝔸1→Y=𝔸1 에 의해t↦t2
	





은 대수다양체의 사상입니다. 예를 들어, 열린집합 Y∖{25}⊆Y 위의 정칙 함수 φ=1y−25를 생각해 봅시다. f의 역상은 X∖{±5}입니다. 따라서 당겨오기는




	
	f♯φ:X∖{±5}
	→ℂ
	





	
	 에 의해x
	↦1x2−25
	





이며, 이는 X∖{±5} 위에서 정칙입니다.










81.2 가장 단순한 예시 분류


대표적인 예: 정리 81.2.2; 그것들은 그저 다항식일 뿐입니다.




철학적인 관점에서, 우리는 앞선 정의를 선호하는데, 이는 우리의 다양체를 매장된 대상이 아니라 내재적인 대상으로 다룬다는 우리의 철학에 부합하기 때문입니다. 그러나 이를 실제로 검증하는 것은 다소 성가신 일입니다.




그러므로 이 절에서 우리는 다음을 할 것입니다.


	•

𝔸m→𝔸n로부터의 모든 사상을 분류하고,




	•

ℂℙm→ℂℙn로부터의 모든 사상을 분류합니다.






이어지는 내용에서 어떤 것이 사상임을 주장할 때 많은 부분을 대충 얼버무릴 것인데, 이는 그렇게 하는 것이 대부분 세부 사항을 확인하는 작업이기 때문입니다. 이어지는 정리들은 우리에게 좌표에 더 기반을 두고 실제 계산에 사용하기 더 쉬운, 사상에 대한 대안적인 정의를 제공할 것입니다.





81.2.1 아핀 분류


앞서 우리는 t↦t2가 어떻게 사상을 주는지 보았습니다. 더 일반적으로, 임의의 다항식 P(t)가 주어졌을 때, 사상 t↦P(t)도 성립합니다. 그리고 사실, 이것이 전부입니다:





연습문제 81.2.1.


X=𝔸1, Y=𝔸1이라 합시다. id∈𝒪Y(Y)를 고려함으로써, 다른 정칙 함수는 존재하지 않음을 보이십시오.







사실, 앞선 연습문제를 일반화해봅시다:





정리 81.2.2 (아핀 다양체의 정칙 사상은 전역적으로 다항식이다).


X⊆𝔸m과 Y⊆𝔸n이 아핀 다양체라 합시다. 다양체의 모든 사상 f:X→Y는 다음과 같이 주어집니다




	
	x=(x1,…,xm)↦𝑓(P1(x),…,Pn(x))
	





여기서 P1, …, Pn은 다항식입니다.







증명.


그러한 모든 함수가 성립함을 확인하는 것은 그리 어렵지 않으므로, 반대 방향으로 가봅시다. f:X→Y가 사상이라 합시다.




먼저, fpre(Y)=X임을 주목하십시오. 이제 사영 (y1,…,yn)↦y1로 주어지는 정칙 함수 π1∈𝒪Y(Y)를 고려합시다. 따라서 우리는 π1∘f가 X 위에서 정칙이어야 함이 필요합니다.




하지만 아핀 다양체의 경우 𝒪X(X)는 단순히 좌표환 ℂ[X]이므로, π1∘f=P1이 되는 다항식 P1이 존재함을 알 수 있습니다. 다른 좌표들에 대해서도 마찬가지입니다. ∎








81.2.2 사영 분류


안타깝게도, 사영적인 설정에서는 상황이 다소 더 기묘합니다. X⊆ℂℙm과 Y⊆ℂℙn이 사영 다양체라면, 모든 함수




	
	x=(x0:x1:…:xm)↦(P0(x):P1(x):…:Pn(x))
	





Pi들이 같은 차수의 동차식이고 동시에 모두 소멸하지 않는 한 유효한 사상입니다. 하지만 아핀 다양체에 대한 증명을 반복하려 하면 문제에 부딪힙니다: π1 사상이 존재하지 않습니다. ((1:1)=(2:2)를 1로 보낼까요, 아니면 2로 보낼까요?)




그리고 안타깝게도, 이를 고칠 방법은 없습니다. 반례:





예제 81.2.3 (전역적으로 다항식이 아닌 사영 사상).


V=𝒱pr(xy−z2)⊆ℂℙ2라 합시다. 그러면 사상




	
	V→ℂℙ1 에 의해(x:y:z)↦{(x:z)x≠0(z:y)y≠0
	





은 사영 다양체의 사상임이 밝혀집니다. 이는 x,y≠0이면 (x:z)=(z:y)이기 때문에 잘 정의되는 것이며, 정칙 함수의 정의를 연상시켜야 합니다.







좋은 소식은 “국소적인” 문제만이 유일한 제약 요인이라는 것입니다.





정리 81.2.4 (사영 다양체의 정칙 사상은 국소적으로 다항식이다).


X⊆ℂℙm과 Y⊆ℂℙn이 사영 다양체이고 f:X→Y가 사상이라 합시다. 그러면 모든 점 p∈X에서 열린 근방 Up∋p와 (그 U에 의존하는) 다항식 P0, P1, …, Pn이 존재하여 다음이 성립합니다




	
	f(x)=(P0(x):P1(x):…:Pn(x))∀x=(x0:…:xn)∈Up.
	





물론 다항식 Pi는 같은 차수의 동차식이어야 하며 Up의 어떤 점에서도 동시에 소멸할 수 없습니다.








예제 81.2.5 (동형사상의 예).


사실, 사상 V=𝒱pr(xy−z2)→ℂℙ1은 동형사상입니다. 역사상 ℂℙ1→V는 다음과 같이 주어집니다




	
	(s:t)↦(s2:t2:st).
	





따라서 실제로 V≅ℂℙ1입니다.












81.3 몇 가지 추가 응용과 예시


대표적인 예: 𝔸1↪ℂℙ1은 좋은 예입니다.




이전 절에서는 아핀 다양체를 아핀 다양체로, 사영 다양체를 사영 다양체로 완전히 정리했습니다. 그러나 이 장의 시작에서 제시한 정의는 임의의 베이비 환 달린 공간에 대해서도 성립하므로, 탐구할 여지가 여전히 많이 남아 있습니다.




예를 들어, 아핀 공간과 사영 공간이 서로 대화하게 만들 수 있습니다. 안 될 이유가 있겠습니까? 당겨오기 기반 정의의 힘은, 서로 다른 곳에 존재하더라도 임의의 베이비 환 달린 공간들이 소통할 수 있게 해준다는 데 있습니다.





예제 81.3.1 (𝔸1↪ℂℙ1의 매장).


다음 사상을 생각해 봅시다




	
	f:𝔸1↪ℂℙ1 에 의해t↦(t:1).
	





이것 역시 다양체의 사상입니다. (당겨오기가 어떤 모습일지 보이십니까?) 이는 ℂℙ1이 ”𝔸1에 무한원점 하나를 더한 것”이라는 사실을 반영합니다.







더 많은 베이비 환 달린 공간을 만들어내는 또 다른 방법이 여기 있습니다. 임의의 사영 다양체가 주어지면, 그것의 열린 부분집합을 취할 수 있고, 그것 자체가 베이비 환 달린 공간이 됩니다. 여기에 이름을 붙여 보겠습니다.





정의 81.3.2.


준사영 다양체란 사영 다양체 V의 열린집합 X를 말합니다. 임의의 열린집합 U⊆X에 대해 단순히 𝒪X(U)=𝒪V(U)로 정의하기 때문에, 이것 역시 베이비 환 달린 공간 (X,𝒪X)입니다.







사영 다양체의 열린 부분집합을 취하기로 한 이유는, 이것이 아핀 다양체까지도 포섭하기 때문입니다. 예를 들면:





예제 81.3.3 (포물선은 준사영 다양체이다).


포물선 V=𝒱(y−x2)⊂𝔸2을 생각해 봅시다. 사영 다양체 W=𝒱pr(zy−x2)을 취하고, 표준 아핀 조각 D(z)를 살펴봅니다. 그러면 다음과 같은 동형사상이 존재합니다




	
	V
	→D(z)⊆W
	





	
	(x,y)
	↦(x:y:1)
	





	
	(x/z,y/z)
	↤(x:y:z).
	





결과적으로 V는 W의 열린 부분집합과 동형이므로, 이를 준사영으로 간주합니다.








그림 작성 예정: 포물선






일반적으로 이 증명은 쉽게 적용할 수 있습니다.





명제 81.3.4 (아핀 ⊆ 준사영).


모든 아핀 다양체는 준사영 다양체와 동형입니다 (즉, 모든 아핀 다양체는 어떤 사영 다양체의 열린 부분집합입니다).







따라서 준사영 다양체는 지금까지 살펴본 두 종류의 다양체를 모두 일반화합니다.







81.4 쌍곡선 효과


대표적인 예: 𝔸1∖{0}은 심지어 아핀이다




그렇다면 자연스러운 질문이 생깁니다: 아핀도 사영도 아닌 준사영 다양체가 존재하는가? 답은 그렇다이지만, 서술의 흐름을 위해 일부러 모르는 척하며 반례를 찾아보겠습니다. 실제 예시는 연습문제에서 제시됩니다.




우리의 첫 번째 추측은 가장 단순한 사영 다양체, 이를테면 ℂℙ1을 취해서 점 하나를 제거하는 것(열린집합을 얻기 위해)일 수 있습니다. 이는 준사영이지만 𝔸1과 동형입니다. 그래서 대신 가장 단순한 아핀 다양체, 이를테면 𝔸1에서 시작해서 점 하나를 제거해 보겠습니다.




놀랍게도 이것은 통하지 않습니다.





예제 81.4.1 (핵심 예시: 구멍 뚫린 직선은 쌍곡선과 동형이다).


X=𝔸1∖{0}을 준사영 다양체라고 합시다. 우리는 실제로 다음과 같은 동형사상이 성립함을 주장합니다




	
	X≅V=𝒱(xy−1)⊆𝔸2
	





이는 X가 여전히 어떤 아핀 다양체와 동형임을 보여줍니다. 사상들은 다음과 같습니다




	
	X
	↔V
	





	
	t
	↦(t,1/t)
	





	
	x
	↤(x,y).
	











직관적으로, 𝔸2 안의 ”쌍곡선 y=1/x”는 x축 위로 사영할 수 있습니다. 관련 그림은 다음과 같습니다.

[image: 도표]



사실, 𝔸1에서 임의의 개수의 점을 제거하는 방법은 실패합니다. {1,2,3}을 제거하면, 그 결과로 얻어지는 열린집합은 baby ringed space로서 𝒱(y(x−1)(x−2)(x−3)−1)과 동형이며, 이는 통속적으로 y=1(x−1)(x−2)(x−3)이라고 부를 수 있습니다.




진실은 더 일반적입니다.


아핀 다양체의 특별열린집합은 아핀입니다.



정확한 동형사상은 다음과 같습니다.





정리 81.4.2 (아핀의 특별열린 부분집합은 아핀이다).


X=D(f)⊆V=𝒱(f1,…,fm)⊆𝔸n을 생각하십시오. 여기서 V는 아핀 다양체이고, 특별열린집합 X는 준사영 다양체로 여겨집니다. 다음과 같이 정의하십시오




	
	W=𝒱(f1,…,fm,y⋅f−1)⊆𝔸n+1
	





여기서 y는 𝔸n+1의 (n+1)번째 좌표입니다.




그러면 X≅W입니다.







더 나은 이름이 없어서, 저는 이것을  쌍곡선 효과라고 부르겠으며, 이는 나중에 중요한 역할을 하게 될 것입니다.




따라서 아핀이 아닌 준사영 다양체의 예를 찾고자 한다면, 좋은 후보 하나는 특별열린집합이 아닌 아핀 공간의 열린집합일 것입니다. 지금 야심이 있다면, 구멍 뚫린 평면(즉, 𝔸2에서 원점을 뺀 것)이 그러한 예임을 증명해 볼 수 있습니다. 이 예는 다음 장에서 다시 보게 될 것이므로, 다시 시도할 기회가 한 번 더 있을 것입니다.







81.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 81A.


다음 사상을 생각하십시오




	
	𝔸1→𝒱(y2−x3)⊆𝔸2 에 의해t↦(t2,t3).
	





이것이 다양체의 사상이지만 동형사상은 아님을 보이십시오.








문제 81B.


모든 사영 다양체는 아핀 다양체와 동형인 열린 근방을 가짐을 보이십시오. 이런 의미에서 ”사영 다양체는 국소적으로 아핀”입니다.


힌트. 표준 아핀 좌표계를 사용하십시오.










문제 81C.


V를 아핀 다양체라 하고 W를 기약 사영 다양체라 하십시오. V≅W인 것과 V와 W가 단일 점인 것이 동치임을 증명하십시오.


힌트. 대역적 정칙함수를 살펴보십시오.




풀이. 만약 이들이 동형이라면, 𝒪V(V)≅𝒪W(W)가 성립할 것입니다. 기약 사영 다양체에 대해서는 𝒪W(W)≅ℂ이고, 아핀 다양체에 대해서는 𝒪V(V)≅ℂ[V]입니다. 따라서 V는 반드시 단일 점이어야 함을 결론지을 수 있습니다.










문제 81D (구멍 뚫린 평면은 아핀이 아니다).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

X=𝔸2∖{(0,0)}을 𝔸2의 열린집합이라 하십시오. V를 임의의 아핀 다양체라 하고 f:X→V를 사상이라 하십시오. f가 동형사상이 아님을 보이십시오.


힌트. f가 동형사상이라고 가정하십시오. 그러면 이는 동형사상 f♯:𝒪V(V)→𝒪X(X)=ℂ[x,y]를 줍니다. 따라서 𝒪V(V)=ℂ[a,b]로 쓸 수 있으며, 여기서 f♯(a)=x이고 f♯(b)=y입니다. 𝒱(a,b)={q}일 때 f(p)=q라 하십시오. 당겨오기의 정의를 사용하여 p∈𝒱(x,y)임을 증명하여 모순을 이끌어내십시오.




풀이. 모순을 위해 아핀 다양체 V와 동형사상이 존재한다고 가정하십시오




	
	f:X→V.
	





그러면 당겨오기를 취하면 환 동형사상을 얻습니다




	
	f♯:𝒪V(V)→𝒪X(X)=ℂ[x,y].
	





이제 𝒪V(V)=ℂ[a,b]라 하겠습니다. 여기서 f♯(a)=x, f♯(b)=y입니다. 특히, 실제로 V≅𝔸2이어야 합니다.

이제 아핀 다양체 V에서 𝒱(a)와 𝒱(b)를 취할 수 있습니다. 이들은 공집합이 아닌 교집합을 가지는데, (a,b)가 𝒪V(V)에서 극대 아이디얼이기 때문입니다. 이 점을 q라 부르고, f(p)=q인 점 p를 취하십시오.

그러면




	
	0=a(q)=(f♯a)(p)=x(p)
	





따라서 p∈𝒱(x)⊆X입니다. 마찬가지로 p∈𝒱(y)⊆X이지만, 𝒱(x,y)=∅이므로 이는 모순입니다.
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장 82 층과 환 달린 공간


앞서 다룬 아핀 대수다양체 V의 복잡성 대부분은 𝒪V에서 비롯됩니다. 이것은 ”층”이라 불리는 유형의 대상입니다. 이 장의 목적은 이 층이 정확히 무엇이며, 무슨 역할을 하는지를 완전히 정의하는 것입니다.





82.1 동기와 주의사항


염두에 둘 전형적인 예시는 위상 공간 X 위의 ”성질 P를 갖는 함수들”의 층입니다: 모든 열린집합 U에 대해, ℱ(U)는 X 위의 함수들의 환을 우리에게 줍니다. 하지만 우리는 매우 추상적으로 작업할 것이며, ℱ(U)가 ”함수”로서의 해석 없이 단지 환이라고만 가정할 것입니다.




이 장 전체에 걸쳐, 저는 대수기하학 예시들뿐만 아니라 X가 위상 공간이고 ℱ가 미분가능/해석적/기타 함수들의 층인 경우도 사용할 것입니다. 층의 좋은 점 중 하나는 동일한 추상화가 잘 작동한다는 것이며, 따라서 대수적 예시와 해석적 예시 양쪽으로 직관을 훈련할 수 있습니다. 특히, 자리스키 위상에서는 실제로 그렇게 생기지 않았음에도 불구하고, 열린집합 U를 계속 타원 모양으로 그릴 수 있습니다.




이 추상화의 보상은 장 84에서 임의의 스킴을 정의할 수 있게 해준다는 것입니다. 대수다양체는 ”함수들의 환”으로 ℂ[x1,x2,…,xn]/I를 사용하는데, 완전히 일반적인 층을 사용함으로써 우리는 이를 임의의 가환환으로 대체합니다. 특히, ℂ[x]/(x2)를 선택할 수 있으며, 이는 우리가 줄곧 추구해 온 ”중복도” 거동을 제공할 것입니다.







82.2 준층


대표적인 예: 정칙(또는 정규, 연속, 미분가능, 상수, 무엇이든) 함수의 층.




𝒪V의 올바른 일반화는 이른바 환의 층입니다. 𝒪V가 V의 열린집합을 환으로 보냈으며, 𝒪V(U)가 ”함수의 환”이라는 해석을 가졌음을 상기하십시오.




절 78.5에서 𝒪V가 집합으로서 단순히 대수적 함수들로 이루어져 있음을 상기하십시오. 하지만 𝒪V를 순전히 집합으로만 본다면, 함수들의 구조는 본질적으로 버려지게 됩니다.




𝒪V 안의 함수들이 서로 어떻게 관련되어 있는지 살펴봅시다:


	•

𝒪V의 각 함수는 열린집합 U⊆V 위에서 정의됩니다.




	•

두 함수가 같은 열린집합 위에서 정의되어 있다면, 이들을 더하고 곱할 수 있습니다. 다시 말해, 𝒪V(U)는 환입니다.




	•

함수 f∈𝒪V(U)가 주어지면, 이를 더 작은 열린 부분집합 W⊆U로 제한할 수 있습니다.






이것들이 우리가 전층에 부과할 연산들입니다.





82.2.1 통상적인 정의


그럼 여기 전층의 공식적인 정의가 있습니다. 우리는 환의 전층만을 정의할 것이지만, 집합의 전층, 아벨 군의 전층 등을 정의하는 것도 가능합니다.





정의 82.2.1.


위상 공간 X에 대해, OpenSets(X)가 X의 열린집합들을 나타낸다고 합시다.








정의 82.2.2.


공간 X 위의 환의  전층은 다음과 같은 함수입니다




	
	ℱ:OpenSets(X)→𝖱𝗂𝗇𝗀𝗌
	





즉 각 열린집합에 환 ℱ(U)가 대응된다는 뜻입니다. ℱ(U)의 각 원소는  단면이라 불립니다.




또한 임의의 U1⊆U2에 대해  제한 사상이 갖추어져 있는데, 이는 다음과 같은 사상입니다




	
	resU1,U2:ℱ(U2)→ℱ(U1).
	





이 사상은 두 공리를 만족합니다:


	•

사상 resU,U는 항등사상이며, 그리고




	•

다음과 같이 중첩된 부분집합들이 있을 때마다




	
	U작은⊆U중간⊆U큰
	





도식이

ℱ(U큰)ℱ(U중간)ℱ(U작은)resresres
가환입니다.













정의 82.2.3.


ℱ(X)의 원소를  전역 절단(global section)이라고 부릅니다.








표기의 남용 82.2.4.


s∈ℱ(U2)가 어떤 절단이고 U1⊆U2일 때, resU1,U2(s)라고 쓰는 대신 s↾U1이라고 쓰겠습니다: ”U1으로 제한된 s”. 이는 표기의 남용인데, 절단 s는 그저 어떤 환의 원소일 뿐이며, 가장 추상적인 경우에는 함수로서의 자연스러운 해석을 갖지 않을 수도 있기 때문입니다.







절단을 그려볼 수 있는 한 가지 방법이 있습니다. 우리가 흔히 다루는 모든 예시에서, 층은 열린집합 U에 대해 함수를 반환합니다. 그래서 우리는 공간 X와 열린집합 U를 그린 다음, 절단 s를 나타내기 위해 ”U 위의 함수”를 그리고자 합니다. 조잡하게나마, 우리가 초등학교에서 함수를 그리도록 배운 방식대로, 곡선의 xy-그래프를 그려서 s를 나타내겠습니다.




[image: 도표]



그러면 제한은, 말하자면, 절단의 일부만을 취하는 것에 해당합니다.

[image: 도표]
이 모든 것은 아직 꿈에 불과한데, 실제로 s는 어떤 환의 원소이기 때문입니다. 하지만 이 장이 끝날 무렵에는 우리의 꿈을 현실로 만들 수 있게 될 것입니다.





예제 82.2.5 (준층의 예시).



	(a)

아핀 대수다양체 V에 대해, 𝒪V는 물론 층이며, 𝒪V(U)는 U 위의 정칙 함수들의 환입니다. 제한 사상은 단지 U1⊆U2일 때 함수 s∈𝒪V(U2)가 함수 s↾U1∈𝒪V(U1)로도 생각될 수 있다는 것을 말할 뿐이며, 이 때문에 ”제한(restriction)”이라는 이름이 붙었습니다. 그러면 도식의 가환성이 뒤따릅니다.




	(b)

X⊆ℝn을 열린집합이라 합시다. 그러면 X 위의 매끄러운/미분가능한/등등의 함수로 이루어진 층이 존재합니다. 사실, 임의의 다양체 M에 대해서도 같은 구성을 할 수 있습니다.




	(c)

마찬가지로, X⊆ℂ가 열린집합이면, X 위의 정칙 함수로 이루어진 층을 구성할 수 있습니다.






이 모든 예시에서, 절단 s∈ℱ(U)는 실제로 공간 위의 함수이지만, 일반적으로는 반드시 그럴 필요는 없습니다.







실제로는, 제한 사상에 대해 생각하는 것이 도움이 되기보다 오히려 더 헷갈릴 수 있습니다. 다음과 같이 말하는 편이 낫습니다:


준층은 ”성질 P를 갖는 함수들의 환을 반환하는 것”으로 생각해야 합니다.









82.2.2 범주론적 정의


범주론을 정말 좋아하신다면, 우리는 동치이면서 더 짧은 두 번째 정의를 줄 수 있습니다. 저 자신도 범주를 사랑하는 사람이지만, 저는 이 정의가 덜 직관적이라고 생각합니다. 그러나 그 간결함은 첫 번째 정의를 기억하는 데 도움이 됩니다.





표기의 남용 82.2.6.


표기의 남용으로, OpenSets(X) 역시 포함관계에 의한 순서 범주로 생각될 것입니다. 따라서 ∅은 시작 대상이고 전체 공간 X는 끝 대상입니다.








정의 82.2.7.


X 위의 환의  준층(pre-sheaf)은 반변 함자




	
	ℱ:OpenSets(X)op→𝖱𝗂𝗇𝗀𝗌.
	












연습문제 82.2.8.


이 정의들이 동치임을 확인하십시오.







특히, 𝖱𝗂𝗇𝗀𝗌를 우리가 원하는 어떤 범주로든 대체하는 것이 가능합니다. 우리는 당분간 그렇게 할 필요는 없겠지만, 언급할 가치는 있습니다.









82.3 줄기와 싹


대표적인 예: 실매끄러운 함수의 싹은 도함수를 알려주지만, 정칙 함수의 싹은 함수 전체를 결정합니다.




앞서 언급했듯이, 이전 절의 유용한 그림들은 여전히 비유에 불과한데, ”값”이라는 개념이 없기 때문입니다. ”줄기”와 ”싹”이라는 단어를 추가함으로써, 우리는 실제로 이를 바꿀 수 있습니다.





정의 82.3.1.


ℱ를 (환의) 준층이라 합시다. 각 점 p에 대해, 우리는  줄기(stalk) ℱp를 다음 집합으로 정의합니다




	
	{(s,U)∣s∈ℱ(U),p∈U}
	





다음을 만족시키는 동치관계 ∼을 법으로 하여




	
	(s1,U1)∼(s2,U2)만약s1↾V=s2↾V
	





V∋p이고 V⊆U1∩U2인 어떤 열린집합 V에 대해 그러합니다. 이 동치류 자체를  싹이라고 부릅니다.








정의 82.3.2.


점 p에서 주어진 s∈ℱ(U)의 싹은 (s,U)∈ℱp에 대한 동치류입니다. 이를 [s]p로 표기합니다.







싹을 순서쌍으로 생각하는 것은 거의 쓸모가 없는데, 집합 U가 임의로 작아질 수 있기 때문입니다. 대신 싹을 p 근처에 있는 어떤 단면의 ”조각”으로 생각해야 합니다. 올바른 사고방식을 위한 좋은 요약은 다음과 같을 것입니다:


싹은 ”풍부해진 값”이며, 줄기는 가능한 싹들의 집합입니다.






이것을 이전의 그림에 추가해 봅시다. 만약 우리가 단면을 계속 xy-도표로 그리기를 고집한다면, 각 점 p 위에서 좋은 비유는 p에서 뻗어 나가는 수직선일 것입니다. 그러면 싹은 ”p에서의 s의 풍부해진 값”이 될 것입니다. 우리는 이를 도표에서 그저 큰 점으로 그립니다. 주된 차이점은 싹이 문자 그대로 점 p 자체만이 아니라 p 주변의 작은 영역에서도 정보를 담고 있다는 의미에서 풍부해져 있다는 것입니다. 따라서 우리는 p에서 작은 점을 그리는 대신 [s]p에 대해 큰 점을 그립니다.




[image: 도표]



계속하기 전에, 줄기가 그저 집합이 아니라 그 자체로 환이라는 점을 언급해도 좋을 것입니다: 우리는 분명히 풍부해진 값들을 더하거나 뺄 수 있습니다.





정의 82.3.3.


줄기 ℱp는 그 자체로 환으로 간주될 수 있습니다: 예를 들어, 덧셈은 다음과 같이 이루어집니다




	
	(s1,U1)+(s2,U2)=(s1↾U1∩U2+s2↾U1∩U2,U1∩U2).
	












예제 82.3.4 (실수 매끄러운 함수의 싹).


X=ℝ이라 하고, ℱ를 X 위의 매끄러운 함수들의 전층이라 합시다 (즉 ℱ(U)는 U 위의 매끄러운 실숫값 함수들의 집합입니다).




전역 단면 s:ℝ→ℝ (따라서 s∈ℱ(X))와 0에서의 그 싹을 생각해 봅시다.


	(a)

당연히, 싹으로부터 s(0)을 읽어낼 수 있습니다.




	(b)

또한 s′(0)도 구할 수 있는데, 싹이 극한 limh→01h[s(h)−s(0)]을 계산하기에 충분한 정보를 담고 있기 때문입니다.




	(c)

마찬가지로 이계도함수 등도 계산할 수 있습니다.




	(d)

그러나 싹으로부터 예를 들어 s(3)을 읽어낼 수는 없습니다. 예를 들어, 예제 29.4.4의 함수를 생각해 봅시다,




	
	s(x)={e−1x−1x>10x≤1.
	





s(3)=e−12이지만 [영함수]0=[s]0임에 유의하십시오. 따라서 싹은 영함수와 s를 구별할 수 없습니다.













예제 82.3.5 (정칙함수의 싹).


정칙함수는 이 점에서 놀랍습니다. ℂ 위의 정칙 함수들의 층 ℱ를 생각해 봅시다.




전역 단면 s:ℂ→ℂ를 취합시다. 0에서 s의 싹이 주어지면, s(0), s′(0) 등을 읽어낼 수 있습니다. 복소해석학의 기적은 영점에서 s의 도함수들을 아는 것만으로 s 전체를 재구성하기에 충분하다는 것입니다: 이제 우리는 s의 테일러 급수를 계산할 수 있습니다. 따라서 정칙함수의 싹은 함수 전체를 결정합니다; 이는 실함수의 경우보다 ”더 많은 정보를 담고” 있습니다.




특히, 우리는 전층의 줄기를 구체적으로 기술할 수 있습니다:




	
	ℱp={∑k≥0ck(z−p)kp 근방에서 수렴하는}.
	





예를 들어, 이는 p 자체에 극이 없는 한 유리형 함수의 싹을 포함합니다.







그리고 물론, 우리의 대수기하학 예시가 있습니다. 이 예시는 나중에 많이 중요해질 것이므로 지금 신중하게 다루겠습니다.





표기의 남용 82.3.6.


(𝒪X)p라고 쓰는 대신 𝒪X,p라고 쓰겠습니다.








정리 82.3.7 (𝒪V의 줄기).


V⊆𝔸n이 다양체이고 p∈V가 한 점이라고 합시다. 그러면




	
	𝒪V,p≅{fg∣f,g∈ℂ[V],g(p)≠0}.
	











증명.


U⊆V 위의 정칙함수 φ는 ℂ[V]의 두 함수의 몫이 ”국소적으로” 되는 U 위의 함수여야 합니다. 그러나 우리는 p 근처의 줄기를 살펴보고 있으므로, 싹은 p에서의 표현 선택까지만 신경을 쓰며, 따라서 우리는 다음과 같이 써도 됩니다




	
	𝒪V,p={(fg,U)∣U∋p,f,g∈ℂ[V],U에서 g≠0}
	





같은 관계를 법으로 합니다.




이제 다음 사상이




	
	𝒪V,p→원하는 우변 에 의해(fg,U)↦fg
	





동형사상임을 주장합니다.


	•

단사성: 우리는 복소 다항식을 다루고 있으므로, 유리함수는 p의 임의의 열린 근방에서의 거동에 의해 결정된다는 것을 알고 있습니다; 따라서 두 싹의 대표원 (f1g1,U1)과 (f2g2,U2)가 U1∩U2에서 일치하는 것은 그것들이 실제로 같은 몫일 때, 그리고 그때만입니다.




	•

전사성: U=D(g)로 두십시오. ∎











예제 82.3.8 (원점에서 여러분이 좋아하는 다양체들의 줄기).



	(a)

V=𝔸1이라고 합시다; 그러면 각 점 p∈V에서 𝒪V의 줄기는




	
	𝒪V,p={f(x)g(x)∣g(p)≠0}.
	





원소의 예로는 x2+5, p≠1일 때 1x−1, p≠±3일 때 x+7x2−9 등이 있습니다.




	(b)

V=𝔸2이라고 합시다; 그러면 원점에서 𝒪V의 줄기는




	
	𝒪V,(0,0)={f(x,y)g(x,y)∣g(0,0)≠0}.
	





원소의 예로는 x2+y2, x3xy+1, 13x+37yx2+8y+2가 있습니다.




	(c)

V=𝒱(y−x2)⊆𝔸2라고 합시다; 그러면 원점에서 𝒪V의 줄기는




	
	𝒪V,(0,0)={f(x,y)g(x,y)∣f,g∈ℂ[x,y]/(y−x2),g(0,0)≠0}.
	





예를 들어, y1+x=x21+x는 줄기 안에서 같은 원소를 나타냅니다. 사실, y를 모든 곳에서 x2로 치환하여 대표원의 표준적인 선택을 줄 수도 있으므로, 다음과 같이 써도 마찬가지로 옳습니다




	
	𝒪V,(0,0)={f(x)g(x)∣g(0)≠0}
	





이것은 첫 번째 예와 같습니다.













비고 82.3.9 (범주를 사랑하는 이들을 위한 여담).


여러분은 ℱp가 마치 ”p∈U인 모든 ℱ(U)가 함께 모인 것”처럼 보인다는 것을 눈치챘을 수도 있습니다. 그리고 실제로, ℱp는 p∈U인 모든 ℱ(U)로 이루어진 도식의 범주론적 쌍대극한입니다. 이것은 흔히 다음과 같이 씁니다




	
	ℱp=lim→U∋pℱ(U)
	





따라서 쌍대극한을 갖는 임의의 범주에서 줄기를 정의할 수 있습니다. 다만 싹에 대해 이야기하려면 그 범주가 구체적이어야 합니다.










82.4 층


대표적인 예: 상수함수는 층이 아니지만, 국소적으로 상수인 함수는 층입니다.




우리는 국소적 거동을 연구하는 줄기에 매우 관심이 많으므로, 우리의 전층에 추가적인 국소적 조건을 부과할 것입니다. 이를 생각하는 한 가지 방법은 다음과 같습니다:


층이란 P가 국소적 성질인 전층입니다.






형식적 정의는 예시만큼 이를 명확히 밝혀주지는 않지만, 안타깝게도 예시가 의미를 갖기 위해서는 먼저 정의를 제시해야 합니다.





정의 82.4.1.


위상 공간 X 위의  층 ℱ란 다음 두 가지 추가 공리를 만족하는 전층입니다: U가 X의 열린집합이고, U가 열린집합 Uα⊆U들로 덮여 있다고 합시다. 그러면:


	1.

(동일성) s,t∈ℱ(U)가 단면이고, 모든 α에 대해 s↾Uα=t↾Uα이면, s=t입니다.




	2.

(접합) 각 α에 대해 단면 sα∈ℱ(Uα)를 생각합시다. 다음이 성립한다고 합시다




	
	sα↾Uα∩Uβ=sβ↾Uα∩Uβ
	





각 Uα와 Uβ에 대해. 그러면 s↾Uα=sα를 만족하는 s∈ℱ(U)를 찾을 수 있습니다.













비고 82.4.2 (공집합을 챙기는 이들을 위하여).


위의 공리들은 ℱ가 환들의 층일 때 ℱ(∅)=0 (영환)임을 함의합니다. 이는 실제로 필요해지기 전까지는 걱정할 가치가 없으므로, 방금 한 말은 잊어도 좋습니다.







이는 두 개의 열린집합만 있는 경우로 그림을 그려 보면 가장 잘 이해됩니다: 두 열린집합 U와 V를 생각해 봅시다. 그러면 층의 공리들은 ℱ(U∪V), ℱ(U∩V), ℱ(U), ℱ(V)에 관한 어떤 것을 말하고 있습니다.

[image: 도표]
그러면 함수들의 층에 대해, 그 공리들은 다음을 말하고 있습니다:


	•

s와 t가 U∪V 위에서 (성질 P를 갖는) 함수이고 s↾U=t↾U, s↾V=t↾V이면, 전체 합집합 위에서 s=t입니다. 이는 명백합니다.




	•

s1이 U 위에서 성질 P를 갖는 함수이고 s2가 V 위에서 성질 P를 갖는 함수이며, 두 함수가 겹치는 부분에서 일치한다면, 이들을 붙여 전체 공간 위의 함수 s를 얻을 수 있습니다: 이는 당연하지만, 함정은 이렇게 짜맞춘 함수도 성질 P를 가져야 한다는 것입니다 (즉 ℱ(U∪V)의 원소여야 합니다). 바로 이 때문에 P가 국소적인지가 중요합니다.






그러므로 이 둘을 다음과 같이 요약할 수 있습니다: 겹치는 부분에서 일치하는 U와 V 위의 임의의 두 함수는 U∪V 위의 유일한 함수로 붙여집니다. 범주론을 좋아한다면, 이를 예제 69.2.1에서 넌지시 언급했음을 기억할지도 모릅니다.





연습문제 82.4.3 (범주론적 성향을 가진 이들을 위하여).


다음 도식이

ℱ(U∪V)ℱ(U)ℱ(V)ℱ(U∩V)
당겨오기 사각형임을 보이십시오.







이제 예시들을 살펴봅시다.





예제 82.4.4 (층의 예시와 반례).


앞 절에서 계산한 줄기의 예시들은 모두 층의 예시였음에 주목하십시오. 더 자세한 내용은 다음과 같습니다:


	(a)

임의의 / 연속인 / 미분 가능한 / 매끄러운 / 정칙 함수들의 전층은 여전히 층입니다. 이는 어떤 함수가 연속임을 확인하려면 작은 열린 근방들만 한 번에 살펴보면 되기 때문입니다.




	(b)

X=ℝ이라 하고, 환들의 전층 ℱ를 다음과 같이 정의합시다:




	
	ℱ(U)={f:U→ℝ∣g↾U=f를 만족하는 연속함수 g:ℝ→ℝ가 존재합니다}.
	





그러면 ℱ는 층이 아닙니다. 실제로 ℱ((−1,0))에서의 s1(x)=0과 ℱ((0,1))에서의 s2(x)=1은 (공집합인) 겹치는 부분에서 일치하지만, 이들은 ℱ((−1,0)∪(0,1))의 원소로 붙여질 수 없습니다.




	(c)

복소 다양체 V에 대해, 𝒪V는 층인데, 이는 정확히 우리의 정의가 국소적으로 다항식들의 몫이었기 때문입니다.




	(d)

공간 X 위의 상수 실함수들의 전층은 일반적으로 층이 아닌데, 이는 붙임 공리를 만족하지 못하기 때문입니다. 즉, U1∩U2=∅인 X의 서로소인 열린집합들을 가정합시다. 그러면 s1이 U1 위의 상수 함수 1이고 s2가 U2 위의 상수 함수 2라면, 이들을 U1∪U2 위의 상수 함수로 붙일 수 없습니다.




	(e)

반면, 국소 상수 함수들은 실제로 층을 만들어 냅니다. (함수가 국소 상수라는 것은 모든 점에 대해 어떤 열린 근방 위에서 상수라는 뜻입니다.)






사실 e의 층은 상수 함수 전층의 소위 층화라고 불리는 것인데, 이는 곧 정의하겠습니다.










82.5 층에서 단면은 싹의 수열”입니다”


대표적인 예: U 위의 실함수는 각 p∈U에 대해 어떤 국소 조건을 만족하는 실수 f(p)의 수열입니다. 유사하게, 단면 s∈ℱ(U)는 어떤 국소 호환 조건을 만족하는 싹의 수열입니다.




층 공리를 부과하면, 우리의 비유적 그림은 실제로 거의 완전해집니다. 함수가 각 점에서 값의 선택이어야 했던 것처럼, 단면은 각 줄기에서 싹의 선택이 될 것입니다.





예제 82.5.1 (실함수 대 줄기(원소)).


X를 공간이라 하고 ℱ를 매끄러운 함수들의 층이라 합시다. 단면 f∈ℱ(U)를 취합시다.


	•

함수로서 f는 국소적인 ”매끄러움” 조건을 따르는, 모든 점 p에서의 값 f(p)∈ℝ의 선택일 뿐입니다.




	•

이제 f를 줄기(원소)들의 수열로 생각해 봅시다. 모든 점 p에서 줄기 [f]p∈ℱp는 위에서 설명한 값 f(p)를 우리에게 줍니다. 줄기는 이보다 훨씬 더 많은 데이터를 담고 있습니다: 예를 들어 줄기 [f]p만으로도 f′(p)를 계산할 수 있습니다. 그럼에도 불구하고 우리는 이 비유를 확장하여 f를 각 점 p에서 줄기 [f]p∈ℱp의 선택으로 생각합니다.






따라서 값 f(p)라는 개념을 싹 [f]p로 대체할 수 있습니다. 이는 일반적인 층 ℱ에서 s(p)라는 개념은 정의되지 않지만 [s]p라는 개념은 정의되기 때문에 유용합니다.







위 예시로부터 각 싹 [s]p를 안다면 이것으로 전체 단면 s를 재구성할 수 있어야 함이 명백합니다. 층 공리로부터 이를 확인해봅시다:





연습문제 82.5.2 (단면은 줄기에 의해 결정된다).


ℱ를 층이라 합시다. 다음 자연스러운 사상을 생각합시다




	
	ℱ(U)→∏p∈Uℱp
	





위에서 설명한 것입니다. 이 사상이 단사임을 보이십시오. 즉, 모든 p∈U에서 s의 싹들이 단면 s를 결정함을 보이십시오. (“항등” 층 공리가 필요하지만, “접합”은 필요하지 않습니다.)







그러나 이 사상은 명백히 전사가 아닙니다! 그럼에도 우리는 상(image)을 서술할 수 있습니다: 싹들의 수열 (gp)p∈U를 원하는데, 이때 모든 싹 gp 근처에서 싹 gq가 gp와 ”양립 가능”해야 합니다. 이를 정확히 서술하면 다음과 같습니다:





정의 82.5.3.


ℱ를 전층이라 하고 U를 열린집합이라 합시다. 싹들의 수열 (gp)p∈U (각 p에 대해 gp∈ℱp)가 ”국소적으로 짜맞출” 수 있다면  양립 가능하다고 합니다:


임의의 p∈U에 대해, 열린 근방 Up∋p와 그 위의 단면 s∈ℱ(Up)가 존재하여 각 q∈Up에 대해 [s]q=gq를 만족합니다.



직관적으로, 싹들은 각 개별 점 q 근처에서 어떤 단면으로 ”짜맞춰져야” 합니다 (다만 U 전체에 대한 단면일 필요는 없습니다).







이 정의가 우리가 원하는 것임을 독자가 직접 확인해보도록 남겨두겠습니다:





연습문제 82.5.4.


U 위의 임의의 양립 가능한 싹들의 선택이 U의 한 단면으로 짜맞춰짐을 증명하십시오. (이때 ”접합” 층 공리가 필요하지만 ”동일성”은 필요하지 않습니다.)







앞의 두 연습문제를 종합하면 다음을 얻습니다:





정리 82.5.5 (”단면”은 그저 양립 가능한 싹이다).


ℱ를 층이라 합시다. 다음 사이에는 자연스러운 전단사가 존재합니다


	•

ℱ(U)의 단면들, 그리고




	•

U 위의 양립 가능한 싹들의 수열들.












아래에서는 이를 그림으로 그려 보이는데, 줄기 하나만이 아니라 여러 개의 줄기를 그리고 그 위에 싹들을 그립니다. 서로 다른 점에서의 줄기들은 서로 관련이 있을 필요가 없으므로, 이를 나타내기 위해 줄기들의 높이를 서로 다르게 그렸습니다. 그리고 유의할 점은, 싹들이 충분히 커서 ”서로 가까운” 싹들끼리는 ”양립 가능”해야 한다는 것입니다.




[image: 도표]



이는 예를 들어 U 위의 매끄러운 실숫값 함수가 국소 매끄러움 조건을 만족시키면서 각 점 p∈U에서 실수 f(p)∈ℝ를 선택하는 것과 정확히 유사합니다.




따라서 줄기라는 개념은 단면을 ”함수”로 보는 관점을 되찾을 수 있게 해줍니다. 그러므로 이론적인 목적에서는,


층 공리에 의하면, 단면은 양립 가능한 싹들의 수열입니다.



특히 이는 제한 사상을 다루기 쉽게 만들어 줍니다: 그저 싹들의 수열을 절단하면 됩니다!







82.6 층화(선택)


대표적인 예: 상수 함수의 준층은 국소적으로 상수인 함수의 층이 됩니다.




아이디어는, ℱ가 ”성질 P를 갖는 함수”의 준층이라면, ”국소적으로 P인 함수”의 층 ℱsh를 대응시켜 이들을 층으로 만들고자 한다는 것입니다. 우리는 이미 이에 대한 두 가지 예를 보았습니다:





예제 82.6.1 (층화).



	(a)

X가 위상 공간이고, ℱ가 X의 열린집합들 위의 상수 함수들의 준층이라면, ℱsh는 국소 상수 함수들의 층입니다.




	(b)

V가 아핀 다양체이고, ℱ가 유리 함수들의 준층이라면, ℱsh는 정칙 함수들의 층입니다(이는 국소적으로 유리적입니다).












이 절차는 줄기와 싹에 기반합니다. 층의 경우 절편이 호환되는 싹들의 수열에 대응함을 보았습니다. 준층의 경우에도 여전히 줄기와 싹을 정의할 수 있지만, 그 성질은 덜 좋을 것입니다. 하지만 초기 준층 ℱ가 주어지면, 우리는 ℱsh의 절편을 호환되는 ℱ-싹들의 수열로 정의합니다.





정의 82.6.2.


준층 ℱ의  층화 ℱsh는 다음과 같이 정의됩니다




	
	ℱsh(U)={호환되는 ℱ-싹 (gp)p∈U의 수열}.
	












질문 82.6.3.


ℱsh의 제한 사상을 서술하여 정의를 완성하십시오.








표기의 남용 82.6.4.


앞으로도 저는 보통 마찬가지로 대충 다룰 것입니다: 층 ℱ를 정의할 때, ℱ(U)가 무엇인지만 말할 것이며, 제한 사상 ℱ(U2)→ℱ(U1)은 암묵적으로 두겠습니다.







이 구성은 절편 (gp)p∈U∈ℱsh(U)이 주어졌을 때 점 p에서의 싹이 gp가 되도록 고안되었습니다:





보조정리 82.6.5 (층화에 의해 보존되는 줄기).


ℱ를 준층이라 하고 ℱsh를 그 층화라 합시다. 그러면 임의의 점 q에 대해 다음과 같은 동형사상이 존재합니다




	
	(ℱsh)q≅ℱq.
	











증명.


(ℱsh)q의 싹은 ((gp)p∈U,U)의 꼴이며, 여기서 gp=(sp,Up) 자체가 ℱp의 싹이고, q∈U입니다. 그러면 그 동형사상은 다음과 같이 주어집니다




	
	((gp)p∈U,U)↦gq∈ℱq.
	





역사상은 각 g=(s,U)∈ℱq에 대해 다음과 같이 주어집니다




	
	g↦((g)p∈U,U)∈(ℱsh)q
	





즉 싹들의 수열이 상수 수열입니다. ∎





앞으로 우리는 층을 경제적으로 구성하기 위해 층화를 사용할 것입니다. 그러나 실제로는 구성의 세부 사항이 중요하지 않은 경우가 많을 것입니다.







82.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 82A.


ℱ가 이미 층이라면, 모든 열린집합 U에 대해 ℱ(U)≅ℱsh(U)임을 증명하십시오.


풀이. 줄기가 층화에 의해 보존되므로, 증명할 것이 사실상 없습니다: 양변 모두 U 위의 호환되는 ℱ-싹들의 수열에 대응합니다.










문제 82B.


X를 두 점 {p,q}를 갖는 공간이라 하고 ℱ를 그 위의 층이라 합시다. ℱp=ℤ/5ℤ이고 ℱq=ℤ라 가정합시다. X의 각 열린집합 U에 대해 ℱ(U)를 서술하십시오. 여기서


	(a)

X에는 이산 위상이 주어져 있습니다.




	(b)

X에는 ∅, {p}, {p,q}만이 열린집합으로 주어져 있습니다.













문제 82C (초고층 층).


Y를 위상 공간이라 합시다. 점 p∈Y와 환 R을 고정합시다.  초고층 층은 다음과 같이 정의됩니다




	
	ℱ(U)={Rp∈U0그렇지 않으면
	





제한 사상은 자명한 방식으로 주어집니다. ℱ의 모든 줄기를 계산하십시오.




(가능한 제안: 먼저 Y가 하우스도르프인 경우를 다루면, 직관이 올바른 답을 줄 것입니다. 그다음 Y의 모든 열린집합이 p를 포함하는 병적인 경우를 다루십시오. 그런 다음 일반적인 답을 구해보십시오.)


힌트. 줄기는 {p}의 폐포에 속한 점들에서는 R이고, 그 외의 곳에서는 0입니다.










문제 82D.


X 위의 환의 층 ℱ가 있고 s∈ℱ(X)가 대역 절단면이라 하십시오. s의  지지집합(support)을 다음과 같이 정의합니다




	
	Z={p∈X∣[s]p≠0∈ℱp}.
	





Z가 X의 닫힌집합임을 보이십시오.


힌트. 여집합 {p∣[s]p=0}이 열린집합임을 보이십시오.













장 83 국소화


아핀 스킴을 정의하는 단계로 나아가기 전에, 국소화라는 또 하나의 대수적 구성을 제대로 다루는 데 시간을 들이겠습니다. 이는 필수적인데, 스킴을 정의할 때 모든 단면과 줄기가 실제로 이 구성을 이용해 얻어진다는 것을 알게 되기 때문입니다.




다소 우스운 슬로건을 하나 들자면 다음과 같습니다:


국소화는 분모를 추가하는 기술입니다.



아핀 다양체를 다룰 때 {fg∣g(p)≠0}와 같은 형태의 식이 끊임없이 등장했던 것을 기억하실 것입니다. 요점은 우리가 많은 분모들을 도입했다는 것입니다. 국소화는 이를 일반적으로 수행하는 간결한 방법을 제공해 줍니다.




이는 또한 왜 이 연산이 ”국소화”라고 불리는지를 설명해 줍니다: 우리는 ”전역적인” 함수들의 집합에서 시작하여, ”더 작은” 열린집합 위에서, 또는 점 p의 열린 근방에서 잘 정의되는 (더 큰) 함수들의 집합을 얻습니다.




물론 이것은 자리스키 위상이므로, ”작다”는 것은 ”특정 곡선들을 제외한 모든 곳”을 의미합니다.




표기법에 관한 참고: 앞으로는 환을 R, S, …가 아니라 A, B, …로 표기하는 것을 선호하겠습니다.





83.1 스포일러


앞으로 다룰 내용들을 미리 살펴보아, 무엇을 기대해야 할지 알 수 있도록 하겠습니다. 여기서 이해가 되지 않는 부분이 있어도 괜찮은데, 이는 단지 앞으로의 내용을 미리 암시하는 것일 뿐이기 때문입니다.




V⊆𝔸n이라 하고, 간단히 하기 위해 R=ℂ[V]를 그 좌표환이라 합시다. 이전 절들에서 점 p∈V에 대해 𝒪V(D(g))와 𝒪V,p를 계산하는 방법을 살펴본 바 있습니다. 예를 들어, 𝔸1을 택하고 점 p를 생각하면, 𝒪𝔸1(D(x−p))={f(x)(x−p)n}이고 𝒪𝔸1,p={f(x)g(x)∣g(p)≠0}입니다. 더 일반적으로는, 다음을 얻었습니다




	
	𝒪V(D(g))
	={fgn∣f∈R}정리 78.6.1에 의해
	





	
	𝒪V,p
	={fg∣f,g∈R,g(p)≠0}정리 82.3.7에 의해.
	








곧 국소화라 불리는 것을 정의할 텐데, 이는 위의 내용을 표현하는 좋은 방법을 제공해 줄 것입니다: R=ℂ[V]가 좌표환이라면, 위의 것은 다음과 같이 축약될 것입니다




	
	𝒪V(D(g))
	=R[g−1]
	





	
	𝒪V,p
	=R𝔪여기서{p}=𝒱(𝔪).
	





앞의 것은 ”R을 g에서 떨어뜨려 국소화한 것”이라 읽고, 뒤의 것은 ”R을 𝔪에서 국소화한 것”이라 읽을 것입니다.




더 일반적으로, 다음 장에서는 좌표환 R을 완전히 버리고 이를 일반적인 가환환 A(여전히 함수들로 간주되는)로 대체할 것입니다. 우리는 X=SpecA라 불리는 환달린 공간을 구성할 것인데, 그 원소들은 A의 소 아이디얼이며, 이 공간에는 자리스키 위상과 층 𝒪X가 갖추어져 있습니다. 층 𝒪X를 정의하는 올바른 방법은 국소화를 사용하는 것임이 밝혀질 것입니다,




	
	𝒪X(D(f))
	=A[f−1]
	





	
	𝒪X,𝔭
	=A𝔭
	





임의의 원소 f∈A와 소 아이디얼 𝔭∈SpecA에 대해서 말입니다. 따라서 복소 아핀 다양체의 경우와 마찬가지로, 국소화는 층 𝒪X를 거의 완전히 기술하는 방법을 제공해 줄 것입니다.




다시 말해,


국소화는 ”전역적인” 정칙 함수들의 환으로부터 더 작은 열린집합 위의 정칙 함수들의 환을 정의하는, 순수하게 대수적인 방법입니다.









83.2 정의



정의 83.2.1.


부분집합 S⊆A가 1∈S이고 S가 곱셈에 대해 닫혀 있으면  곱셈적 집합이라 합니다.








정의 83.2.2.


A를 환이라 하고 S⊂A를 곱셈적 집합이라 합시다. 그러면 S−1A로 표기되는  S에서의 A의 국소화는 다음과 같은 분수들의 집합으로 정의됩니다




	
	{a/s∣a∈A,s∈S}
	





여기서 두 분수 a1/s1=a2/s2가 같다고 선언하는 것은, 어떤 s∈S에 대해 s(a1s2−a2s1)=0일 때입니다. 이 환에서의 덧셈과 곱셈은 자명한 방식으로 정의됩니다.







특히, 0∈S이면 S−1A는 영환입니다. 그러므로 우리는 보통 0∉S인 상황만을 다룹니다.




이제 아핀 스킴의 구성에 동기를 부여하게 될 두 가지 예를 간략히 제시하겠습니다.





예제 83.2.3 (ℂ[x]의 국소화들).


A=ℂ[x]라 합시다.


	(a)

x의 거듭제곱들의 집합 S={1,x,x2,x3,…}을 생각해 봅시다. 그러면




	
	S−1A={f(x)xn∣f∈ℂ[x],n∈ℤ≥0}.
	





다시 말해, x에 대한 로랑 다항식을 얻습니다.




이것을 다음과 같이 알아볼 수 있습니다




	
	𝒪V(U)여기서V=𝔸1,U=V∖{0}.
	





즉 구멍 뚫린 직선의 절단들입니다. ”쌍곡선 효과”에 따라, 이는 또한 ℂ[x,y]/(xy−1)로도 표현할 수 있습니다.




	(b)

p∈ℂ라 합시다. S={g(x)∣g(p)≠0}이라 하면, 즉 g(p)≠0인 모든 분모를 허용한다고 합시다. 그러면




	
	S−1A={f(x)g(x)∣f,g∈ℂ[x],g(p)≠0}.
	





이것을 줄기 𝒪𝔸1,p로 알아볼 수 있습니다. 이는 나중에 중요하게 쓰입니다.













비고 83.2.4 (왜 s가 추가로 필요한가?).


더 단순한 a1s2−a2s1=0을 사용할 수는 없는데, 그렇지 않으면 동치 관계가 추이적이지 않을 수 있기 때문입니다. 다음은 반례입니다: 다음을 취해 봅시다




	
	A=ℤ/12ℤS={2,4,8}.
	





그러면 예를 들어 01=02=122=61이 성립합니다. 따라서 01=61이 성립해야 하는데, 이는 첫 번째 정의에서만 참입니다. 물론 A가 정역이라면 (그리고 0∉S라면) 이는 무의미한 문제입니다.




대안으로, 이 더 단순한 관계에서 시작하여 추이적 폐포를 취할 수도 있는데, 이는 동치인 정의를 내놓습니다.








예제 83.2.5 (분수체).


A를 정역이라 하고 S=A∖{0}이라 합시다. 그러면 S−1A=Frac(A)입니다.










83.3 원소를 제외한 국소화


대표적인 예: 6을 제외하고 국소화한 ℤ는 m2x3y 꼴의 분수를 갖습니다.




이제 우리가 가장 많이 필요로 할 국소화의 두 가지 특수한 경우에 초점을 맞춥니다; 하나는 이 절에서, 다른 하나는 다음 절에서 다룹니다.





정의 83.3.1.


f∈A에 대해,  f를 제외한 A의 국소화를 A[1/f] 또는 A[f−1]로 표기하며, 이를 {1,f,f2,f3,…}−1A로 정의합니다. ({1,f,f2,…}가 곱셈적임에 유의하십시오.)








비고 83.3.2.


문헌에서는 A[1/f] 대신 Af라는 표기를 더 흔히 볼 수 있습니다. 이는 혼란스러운데, 다음 절에서 정의할 A𝔭가 거의 정반대의 것이기 때문입니다. 그래서 저는 이 더 시사적인 (하지만 더 긴) 표기를 선호합니다.








예제 83.3.3 (국소화의 몇 가지 산술적 예시).



	(a)

6을 제외하고 ℤ를 국소화합니다:




	
	ℤ[1/6]={m6n∣m∈ℤ,n∈ℤ≥0}.
	





따라서 A[1/6]은 분모가 오직 2와 3의 거듭제곱만으로 이루어진 유리수들로 구성됩니다. 예를 들어, 여기에는 512=1536이 포함됩니다.




	(b)

더 헷갈리는 예시가 있습니다: 원소 5를 제외하고 ℤ/60ℤ을 국소화하면, (ℤ/60ℤ)[1/5]≅ℤ/12ℤ를 얻습니다. 왜 이렇게 되는지 생각해 보시기 바랍니다. 나중에 절 86.9에서 ”기하학적” 이유를 살펴보겠습니다.













예제 83.3.4 (원소에서의 국소화, 대수기하학적 풍미).


우리는 A가 대수다양체의 좌표환이면, A[1/g]가 기하학적으로 𝒪V(D(g))로 해석됨을 보았습니다. 다음은 몇 가지 특수한 경우입니다:


	(a)

앞서 보았듯이, A=ℂ[x]이면, A[1/x]={f(x)xn}은 로랑 다항식들로 구성됩니다.




	(b)

A=ℂ[x,y,z]라 합시다. 그러면




	
	A[1/x]={f(x,y,z)xn∣f∈ℂ[x,y,z],n≥0}
	





은 분모가 x의 거듭제곱인 유리 함수들입니다.




	(c)

A=ℂ[x,y]라 합시다. y−x2를 제외하고 국소화하면 다음을 얻습니다




	
	A[(y−x2)−1]={f(x,y)(y−x2)n∣f∈ℂ[x,y],n≥0}
	





이제는 이것을 𝒪𝔸2(D(y−x2))로 알아볼 수 있어야 합니다.













예제 83.3.5 (영인자가 있는 예시).


A=ℂ[x,y]/(xy)라고 합시다 (직관적으로 두 축의 좌표환입니다). x에서 국소화한다고 가정합시다: 즉, x를 분모로 허용하는 것입니다. A에서 xy=0이므로, 이제 0=x−1(xy)=y가 되어, A에서 y=0이 되고, 따라서 y는 완전히 사라집니다. 이로부터 다음과 같은 환 동형사상을 얻습니다




	
	A[1/x]≅ℂ[x,1/x].
	








나중에 아핀 스킴을 정의하고 나면, 절 86.14에서 기하학적 직관을 이용해 이를 ”볼” 수 있을 것입니다.










83.4 소 아이디얼에서의 국소화


대표적인 예: ℤ를 (5)에서 국소화하면 5∤n인 분수 mn을 갖습니다.





정의 83.4.1.


A가 환이고 𝔭가 소 아이디얼이면, 다음과 같이 정의합니다




	
	A𝔭≔(A∖𝔭)−1A.
	





이를  𝔭에서의 국소화라고 부릅니다.








질문 83.4.2.


위 정의에서 S=A∖𝔭가 왜 곱셈적입니까?







이 특수한 경우가 중요한 이유는, 스킴의 줄기가 모두 이런 형태임을 보게 될 것이기 때문입니다. 사실, 아핀 대수다양체에 대해서도 마찬가지였습니다.





예제 83.4.3 (아핀 대수다양체와의 관계).


V⊆𝔸n이라 하고, A=ℂ[V]라 하고, p=(a1,…,an)을 한 점이라 합시다. 다음 극대 (따라서 소) 아이디얼을 생각해봅시다




	
	𝔪=(x1−a1,…,xn−an).
	





함수 f∈A가 p에서 영이 되는 것은 f(mod𝔪)=0인 것과 동치이며, 이는 다시 f∈𝔪인 것과 동치임을 관찰하십시오. 따라서 정리 82.3.7에 의해 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	𝒪V,p
	={fg∣f,g∈A,g(p)≠0}
	





	
	
	={fg∣f∈A,g∈A∖𝔪}
	





	
	
	=(A∖𝔪)−1A=A𝔪.
	





따라서, 𝒪V,p를 국소화로 간결하게 표현할 수도 있습니다.







이에 따라, 이런 맥락의 예시를 몇 가지 제시합니다.





예제 83.4.4 (소에서의 국소화의 기하학적 예시).



	(a)

𝔪을 A=ℂ[x]의 극대 아이디얼 (x)라 합시다. 그러면




	
	A𝔪={f(x)g(x)∣g(0)≠0}
	





는 원점에서 극이 없는 유리함수들로 이루어집니다.




	(b)

𝔪을 A=ℂ[x,y]의 극대 아이디얼 (x,y)라 합시다. 그러면




	
	A𝔪={f(x,y)g(x,y)∣g(0,0)≠0}.
	








	(c)

𝔭를 A=ℂ[x,y]의 소 아이디얼 (y−x2)라 합시다. 그러면




	
	A𝔭={f(x,y)g(x,y)∣g∉(y−x2)}.
	





이는 지금까지 봐온 것과 다소 다릅니다: 분모의 다항식은 포물선 위의 모든 점에서 영이 되지 않는 한, (1,1)과 같은 점에서 영이 되는 것이 허용됩니다. 이는 지금 우리가 익숙한 어떤 줄기에도 대응되지 않지만, 나중에는 대응될 것입니다 (그것은 ”포물선의 일반점에서의 줄기”가 될 것입니다).




	(d)

A=ℂ[x]라 하고 소 아이디얼 (0)에서 국소화합시다. 이는




	
	A(0)={f(x)g(x)∣g(x)≠0}.
	





를 줍니다. 이는 그냥 모든 유리함수입니다.













비고 (표기법의 철학).


다시 말하자면:


	•

한 원소로부터 벗어나 국소화할 때는, 함수가 그 원소의 (영집합에서) 발산하는 것을 허용합니다;




	•

소에서 국소화할 때는, 함수가 그 소의 (전체 영집합을) 제외한 모든 곳에서 발산하는 것을 허용합니다.






따라서 왜 이 두 표기법을 서로 반대라고 말하는지 알 수 있습니다.




”전체 영집합에서 발산하지 않을 수도 있는” 함수를 생각하는 것은 혼란스러울 수 있으므로, 소에서의 국소화를 생각하는 (바라건대) 더 직관적인 또 다른 방법은 함수가 그 소 아이디얼에 대응하는 점에서 발산하지 않아야 한다는 것입니다. 예를 들어, 𝔭가 A=ℂ[x,y]에서 아이디얼 (y−x2)이면, A𝔭는 포물선 위의 일반점에서 발산하지 않는 함수들의 집합입니다.








예제 83.4.5 (산술적 예시).


ℤ를 몇 가지 다른 소에서 국소화합니다.


	(a)

ℤ를 (0)에서 국소화하면:




	
	ℤ(0)={mn∣n≠0}≅ℚ.
	








	(b)

ℤ를 (3)에서 국소화하면, 다음을 얻습니다




	
	ℤ(3)={mn∣gcd(n,3)=1}
	





이는 분모가 3과 서로소인 유리수들의 환입니다.













예제 83.4.6 (분수체).


A가 정역이면, 국소화 A(0)는 A의 분수체입니다.










83.5 국소화의 소 아이디얼


대표적인 예: A=ℤ인 경우의 예시.




이제 국소화된 환의 소 아이디얼을 어떻게 생각할 수 있는지 짚어보겠습니다.





명제 83.5.1 (S−1A의 소 아이디얼).


A를 환이라 하고 S⊆A를 곱셈적 집합이라 합시다. 그러면 다음 사이에는 포함 관계를 보존하는 자연스러운 전단사가 존재합니다:


	•

S−1A의 소 아이디얼들의 집합, 그리고




	•

S와 교차하지 않는 A의 소 아이디얼들의 집합.












증명.


준동형사상 ι:A→S−1A를 생각해봅시다. S−1A의 임의의 소 아이디얼 𝔮⊆S−1A에 대해, 그 원상 ιpre(𝔮)는 A의 소 아이디얼입니다(문제 5C에 의함). 역으로, S와 만나지 않는 A의 임의의 소 아이디얼 𝔭⊆A에 대해, S−1𝔭={as∣a∈𝔭,s∈S}는 S−1A의 소 아이디얼입니다. 번거로운 확인을 통해 이것이 필요한 전단사를 만들어냄을 알 수 있습니다. ∎





실제로는 우리가 앞서 자세히 논의한 두 가지 특수한 경우 중 하나가 S인 따름정리를 거의 항상 사용하게 될 것입니다:





따름정리 83.5.2 (국소화의 스펙트럼).


A를 환이라 합시다.


	(a)

f가 A의 원소이면, A[1/f]의 소 아이디얼들은 f를 원소로 포함하지 않는 A의 소 아이디얼들과 자연스럽게 전단사 관계에 있습니다.




	(b)

𝔭가 A의 소 아이디얼이면, A𝔭의 소 아이디얼들은 𝔭의 부분집합인 A의 소 아이디얼들과 자연스럽게 전단사 관계에 있습니다.












증명.


(b) 부분은 자명합니다. 소 아이디얼이 A∖𝔭와 만나지 않는 것은 정확히 그것이 𝔭에 포함될 때입니다. (a) 부분에서는 f의 어떤 거듭제곱도 포함하지 않는 A의 소 아이디얼을 원합니다. 그런데 만약 그 아이디얼이 소 아이디얼이고 fn을 포함한다면, f 또는 fn−1 중 하나를 포함해야 하므로, 적어도 소 아이디얼에 대해서는 이 두 조건이 동치입니다. ∎





표기법이 다시 한번 다소 성가시다는 점에 유의하십시오. 어쨌든 그림을 확실히 하기 위해 몇 가지 예시를 들어보겠습니다.





예제 83.5.3 (ℤ[1/6]의 소 아이디얼).


ℤ를 원소 6에서 벗어나 국소화한다고, 즉 ℤ[1/6]을 생각해봅시다. 앞서 살펴본 것처럼,




	
	ℤ[1/6]={n2x3y∣n∈ℤ,x,y∈ℤ≥0}.
	





분모가 오직 2와 3의 거듭제곱만을 갖는 유리수들로 이루어져 있습니다. (5)⊂ℤ[1/6]이 소 아이디얼임에 주목하십시오: 즉 ℤ[1/6]의 원소 중 분자가 5로 나누어떨어지는 것들입니다. 마찬가지로 (7), (11), (13), … 그리고 심지어 (0)도 ℤ[1/6]의 소 아이디얼을 이룹니다.




하지만 (2)와 (3)은 더 이상 소 아이디얼에 대응하지 않습니다. 실제로 ℤ[1/6]에서는 (2)=(3)=(1), 즉 환 전체가 됩니다.








예제 83.5.4 (ℤ(5)의 소 아이디얼).


ℤ를 소수 (5)에서 국소화한다고 합시다. 앞서 살펴본 것처럼,




	
	ℤ(5)={mn∣m,n∈ℤ,5∤n}.
	





분모가 5로 나누어떨어지지 않는 유리수들로 이루어져 있습니다. 이는 정역이므로, (0)은 여전히 소 아이디얼입니다. 소 아이디얼이 하나 더 있습니다: (5), 즉 분자가 5로 나누어떨어지는 원소들입니다.




다른 소 아이디얼은 없습니다: 만약 p≠5인 유리 소수라면, 다시 (p)=(1), 즉 환 전체가 됩니다.










83.6 몫환의 소 아이디얼


여기까지 온 김에, 몫 A/I의 소 아이디얼은 (국소화에 대한 이전 절에서와 마찬가지로) A의 소 아이디얼로 해석할 수 있다는 점을 언급하겠습니다. 만약 그 문제를 풀어봤다면 오래전 문제 4D에서 이를 기억하실 수도 있겠지만, 우리의 목적상 실제로 관심 있는 것은 소 아이디얼뿐입니다.





명제 83.6.1 (A/I의 소 아이디얼).


A가 환이고 I가 (반드시 소 아이디얼일 필요는 없는) 임의의 아이디얼이라면, A/I의 소 (또는 극대) 아이디얼은 I의 초집합인 A의 소 (또는 극대) 아이디얼과 전단사 관계에 있습니다. 이 전단사는 포함 관계를 보존합니다.







증명.


몫 준동형사상 ψ:A↠A/I를 생각해봅시다. 임의의 소 아이디얼 𝔮⊆A/I에 대해, 그 원상 ψpre(𝔮)는 소 아이디얼입니다 (문제 5C에 의함). 역으로, I⊆𝔭⊆A인 임의의 소 아이디얼 𝔭에 대해, 𝔭(modI)를 살펴보면 A/I의 소 아이디얼을 얻습니다. 성가신 확인 과정을 거치면 이것이 원하는 전단사를 만들어냄을 알 수 있습니다. 이 또한 포함 관계를 보존하며 — 이로부터 극대 아이디얼에 대해서도 같은 명제가 성립합니다. ∎






예제 83.6.2 (ℤ/60ℤ의 소 아이디얼).


환 ℤ/60ℤ은 세 개의 소 아이디얼을 갖습니다:




	
	(2)
	={0,2,4,…,58}
	





	
	(3)
	={0,3,6,…,57}
	





	
	(5)
	={0,5,10,…,55}.
	





ℤ로 돌아가보면, 이들은 60ℤ={…,−60,0,60,120,…}의 초집합인 세 개의 소 아이디얼에 대응됩니다.










83.7 국소화는 몫과 교환됩니다


대표적인 예: (ℂ[x,y]/(xy))[1/x]≅ℂ[x,x−1].




여기까지 온 김에, 몫환에서의 국소화를 계산할 수 있게 해주는 가환대수학의 유용한 결과 하나를 언급하겠습니다. 이는 놀라울 정도로 직관적이지 않습니다. 소절 85.4.2에 도달하기 전까지는 이것에 신경 쓸 이유가 없을 것이며, 따라서 이는 우리가 순수하게 대수적인 사실을 (그리고 실제로) 이렇게 일찍 진술할 수 있다는 점을 강조하기 위해서만 미리 배치된 것입니다. 물론 당장은 이것이 필요하지 않겠지만 말입니다.




다음과 같은 몫환이 있다고 합시다




	
	A/I=ℂ[x,y]/(xy)
	





그리고 이 환을 원소 x에서 벗어나 국소화하려고 한다고 합시다. (엄밀히 말하자면, 실제로는 몫환의 원소인 x(modxy)에서 벗어나 국소화하는 것이지만, 그냥 이를 x라고 부르겠습니다.) 표기법조차 금세 어색해진다는 것을 알게 될 것입니다:




	
	(ℂ[x,y]/(xy))[1/x]
	
	(83.1)





이는 생각하기 어려운데, 여기 등장하는 원소들이 몫의 일부이기 때문입니다: 예를 들어




	
	1(modxy)x(modxy)
	





이것을 어떻게 생각해야 할까요? 여기 관여하는 영인자들만으로도 이미 불편함을 느끼실 수 있습니다.




하지만 사실 국소화를 먼저 해도 된다는 것이 밝혀지는데, 이 경우 답은 다음과 같습니다




	
	ℂ[x,y,1/x]/(xy)
	
	(83.2)





그리고 이는 ℂ[x,x−1,y]/(y)≅ℂ[x,x−1]가 됩니다.




이는 자명해 보일 수 있지만, 여러분이 예상하는 것만큼 명백하지는 않습니다. 여기에는 표기법상의 눈속임이 존재합니다:


	•

(83.1)에서, 표기 (xy)는 ℂ[x,y]의 아이디얼을 나타냅니다 — 즉, 집합 xyℂ[x,y]입니다.




	•

(83.2)에서 표기 (xy)는 이제 ℂ[x,x−1,y]의 아이디얼을 나타냅니다 — 즉, 집합 xyℂ[x,x−1,y]입니다.






그러니 정리의 진술을 적는 것조차 형편없어 보일 수밖에 없습니다.




일반적으로, 우리가 말하고자 하는 것은 만약 아이디얼 I를 갖는 환 A가 있고 S가 A의 어떤 곱셈적 부분집합이라면,




	
	통속적으로 말하면: “S−1(A/I)=(S−1A)/I”.
	





라는 것입니다. 하지만 여기에는 두 가지 잘못된 점이 있습니다:


	•

주된 문제는 위에서 보았듯이 I가 S−1A의 아이디얼이 아니라는 것입니다. 이는 대신 S−1I를 사용함으로써 해결되는데, 이는 x∈I이고 s∈S인 원소 xs들로 이루어져 있습니다. 앞서 보았듯이 실제로는 이러한 구별이 보통 감춰지는데, 대개 I=(a1,…,an)⊆A라고 쓰기 때문이며, 이 경우 새로운 아이디얼 S−1I⊆A는 정확히 같은 방식으로 (a1,…,an)이라고 표기할 수 있습니다. 다만 이제는 S−1A의 부분집합으로 간주될 뿐입니다.




	•

두 번째 문제는 엄밀히 말하면 S 역시 A/I의 부분집합이 아니라는 것입니다. 하지만 이는 몫 사상 A↠A/I 아래에서의 S의 상을 대신 사용함으로써 쉽게 해결됩니다.




사실 이는 앞선 예시에서 이미 본 바 있습니다: ℂ[x,y]/(xy)를 국소화하려고 했을 때, 실제로는 원소 x(modxy)에서 국소화하고 있었지만, (언제나처럼) 그냥 이를 x라고 표기했습니다.









그리하여 이 모든 말, 말, 말 끝에, 우리는 다음의 흉측한 결과를 얻습니다:





정리 83.7.1 (국소화는 몫과 교환됩니다).


S를 환 A의 곱셈 집합이라 하고, I를 A의 아이디얼이라 합시다. S¯를 사영 사상 A↠A/I 아래에서의 S의 상이라 합시다. 그러면




	
	S¯−1(A/I)≅S−1A/S−1I
	





여기서 S−1I={xs∣x∈I,s∈S}입니다.







증명.


생략합니다; 정말로 궁금하다면 Atiyah-Macdonald가 이런 종류의 내용에 대한 적절한 참고문헌입니다. ∎





표기법이 매우 지저분합니다. 하지만 실제로 계산을 할 때는, 대신 다음과 같이 씁니다




	
	(ℂ[x,y,z]/(x2+y2−z2))[1/x]≅ℂ[x,y,z,1/x]/(x2+y2−z2)
	





또는 (소 아이디얼에서 국소화하는 예시로는)




	
	(ℤ[x,y,z]/(x2+yz))(x,y)≅ℤ[x,y,z](x,y)/(x2+yz)
	





등등입니다 — 세부 사항을 일부 숨기는 우리의 “실생활” 표기법의 실용성은 실제로 우리의 직관을 오도하기보다는 오히려 이끌어 줍니다. 그러니 아마도 이 절의 교훈은, 몫환의 국소화를 계산할 때마다 잠시 의심을 접어 둔다면 대개 올바른 답을 얻을 수 있다는 것일지도 모릅니다.




이러한 사실들의 기하학적 해석은 나중에 SpecA/I를 다룰 때 살펴볼 것이며, 그때가 되면 더 자연스럽게 느껴질 것입니다.







83.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 83A.


A=ℤ/2016ℤ이라 하고, 원소 60∈A를 생각합시다. A[1/60], 즉 60을 제외한 A의 국소화를 계산하십시오.


풀이. A[1/60]=ℤ/7ℤ을 얻어야 합니다.










문제 83B (국소화의 단사성).


A를 환이라 하고, S⊆A를 곱셈 집합이라 합시다. 사상 A→S−1A가 단사가 되기 위한 필요충분조건을 구하십시오.


힌트. 영인자를 생각해 보십시오.




풀이. S가 영인자를 가지지 않을 때, 그리고 그때에만 성립합니다.










문제 83C (국소환에 대한 암시).


A를 환이라 하고, 𝔭를 소 아이디얼이라 합시다. A𝔭는 극대 아이디얼을 몇 개 가집니까?


힌트. 오직 하나입니다! 증명은 몇 장 뒤에 제시될 것입니다.










문제 83D.


A가 영이 아닌 환이고, A의 모든 소 아이디얼 𝔭에 대해 A𝔭가 정역이라고 하겠습니다. A는 반드시 정역이어야 합니까?


힌트. 아닙니다. 곱환을 사용하십시오.




풀이. A=ℂ×ℂ로 놓거나, 더 일반적으로 두 개 이상의 정역의 곱으로 놓으십시오.













장 84 아핀 스킴: 자리스키 위상


이제 층에 대해 잘 이해했으므로, 아핀 스킴을 정의할 수 있습니다. 이는 환달린 공간(ringed space)이 될 것이므로, 다음을 정의해야 합니다.


	•

점들의 집합,




	•

그 위의 위상, 그리고




	•

그 위의 구조층.






이 장에서는 처음 두 부분을 다루며, 장 85에서 마지막 부분을 다룹니다.




간단한 참고 사항: 장 86에는 아핀 스킴의 예시가 길게 나열되어 있습니다. 따라서 이 장에서 서술된 내용이 이해되지 않는다면, 장 86를 훑어보며 그곳의 예시들이 더 도움이 되는지 살펴보는 것도 시도해 볼 만합니다.





84.1 조금 더 예고하자면


SpecA의 구성이 무엇을 할 것인지 설명해 보겠습니다.




𝔸n의 경우, 점들의 집합으로 ℂn을, 함수의 환으로 ℂ[x1,…,xn]을 사용했으며, 그 후 ℂn의 점들의 집합이 ℂ[x1,…,xn]의 극대 아이디얼과 대응한다는 것을 언급했습니다. 아핀 스킴에서는 임의의 환 A를 취하여, A 자체만으로부터 전체 구조를 생성할 것입니다. 그 최종 결과를 SpecA, 즉 A의  스펙트럼이라 부릅니다. 앞서 만났던 아핀 대수다양체 𝒱(I)는 그저 Specℂ[𝒱(I)]=Specℂ[x1,…,xn]/I 가 될 것이지만, 이제는 어떤 아이디얼 I도 취할 수 있게 되어, 마침내 ”아핀 대수다양체” 장 끝의 표를 완성하게 됩니다.




이 점을 강조하자면:


아핀 대수다양체 V에 대해, 좌표환 ℂ[V]의 스펙트럼은 V입니다.



따라서 Spec을 대역 절단의 환을 취하는 연산의 반대 연산으로 생각할 수도 있는데, 이는 순전히 대수적으로 정의되어 아핀 대수다양체 자체의 내재적 성질(환 𝒪V)에만 의존하고 embedding에는 의존하지 않도록 되어 있습니다.




이러한 방식으로 아핀 스킴을 구성하면 세 가지 큰 일반화가 이루어질 것입니다:


	1.

더 이상 대수적으로 닫힌 체 ℂ 위에서 작업할 필요가 없으며, 심지어 체 위에서 작업할 필요조차 없습니다. 이는 가장 무난한 일반화가 될 것입니다: 이를 위해 현재의 그림을 크게 조정할 필요는 없을 것입니다.




	2.

우리는 근기(radical)가 아닌 아이디얼도 허용합니다: Specℂ[x]/(x2)는 우리가 그토록 오래 찾아왔던 이중점이 될 것입니다. 이는 ”두꺼운” 혹은 ”흐릿한” 점이라는 개념을 형식화할 수 있게 해 줄 것입니다.




	3.

우리의 아핀 스킴에는 이른바 비닫힌점이 존재할 것입니다: 이는 공간 어딘가에 떠다니고 있지만 어느 특정한 곳에도 있지 않은 것으로 시각화할 수 있는 점들입니다. (이들은 극대가 아닌 소 아이디얼에 대응할 것입니다.) 이것들은 익숙해지는 데 가장 오랜 시간이 걸리겠지만, 나아가면서 이러한 비닫힌점들이 실제로는 그 모습을 파악하고 나면 삶을 더 쉽게 만들어 준다는 것을 알게 될 것입니다.












84.2 점들의 집합


대표적인 예: Specℂ[x1,…,xn]/I.




환 A에 대한 첫 번째 놀라움:





정의 84.2.1.


집합 SpecA는 A의 소 아이디얼들의 집합으로 정의됩니다.







이는 다소 놀랍게 느껴질 수 있는데, SpecA에는 그저 극대 아이디얼만 있어야 한다고 추측했을 수도 있기 때문입니다. 그렇다면 나머지 아이디얼들은 무엇에 대응할까요? 답은, 이들이 이른바 비닫힌점 또는 생성점이 되어 공간 ”어딘가에” 있지만 어느 특정한 곳에도 있지 않다는 것입니다. (”비닫힌”이라는 이름은 다음 장에서 설명됩니다.)





비고 84.2.2.


여느 때와 마찬가지로 A 자체는 소 아이디얼이 아니지만, (0)은 A가 정역일 때만, 그리고 그럴 때에만 소 아이디얼입니다.








예제 84.2.3 (스펙트럼의 예시).



	(a)

Specℂ[x]는 모든 a∈ℂ에 대해 점 (x−a)를 포함하며, 이들은 우리가 기하학적으로 𝔸1로 생각하는 것에 대응합니다. 여기에 더하여 점 (0)도 포함되는데, 이는 어느 특정한 곳에도 있지 않은 ”비닫힌점”으로 생각됩니다.




	(b)

Specℂ[x,y]는 점 (x−a,y−b)(극대 아이디얼들)뿐만 아니라 다시 (0)도 포함하는데, 이는 “ℂ2의 어딘가에 있지만 특정할 수 없는 곳”으로 여겨지는 닫혀 있지 않은 점입니다. 또한 기약다항식 f(x,y)에 대응하는 닫혀 있지 않은 점들도 포함하는데, 예를 들어 (y−x2)는 “포물선 위의 일반점”입니다.




	(c)

k가 체라면, Speck는 하나의 점으로 이루어지는데, 이는 k의 유일한 극대 아이디얼이 (0)이기 때문입니다.













예제 84.2.4 (복소 아핀 대수다양체).


I⊆ℂ[x1,…,xn]를 아이디얼이라고 합시다. 명제 83.6.1에 의해, 집합




	
	Specℂ[x1,…,xn]/I
	





은 I를 포함하는 ℂ[x1,…,xn]의 소 아이디얼들로 이루어집니다: 다시 말해, 𝒱(I)의 모든 닫힌 기약 부분다양체마다 하나의 점을 가집니다. 따라서 (극대 아이디얼 (x1−a1,…,xn−an)에 대응하는) “기하적인 점”들 외에도, 각 대수다양체를 따라 닫혀 있지 않은 점들이 있습니다.







닫혀 있지 않은 점들은 여러분에게 익숙하지 않은 것들입니다: 극대가 아닌 소 아이디얼마다 하나씩 존재합니다(”기약 부분다양체”로 시각화됩니다). 저는 이들을 머릿속에서 파리처럼 시각화하기를 좋아합니다: 파리 소리를 들을 수 있으므로 방 안 어딘가에 떠 있다는 것은 알지만, 항상 움직이고 있기 때문에 정확히 어디에 있는지는 결코 알 수 없습니다. 그래서 소 아이디얼 (0)에 대응하는 Specℂ[x,y]의 일반점은 평면 전체에 떠 있고, 아이디얼 (y−x2)에 대응하는 점은 포물선을 따라 떠 있는 식입니다.

[image: [Uncaptioned image]]
[45]에서 가져온 이미지입니다.





비고 84.2.5 (소 극대 아이디얼이 아닌 아이디얼들이 왜 포물선 전체에 대응하지 않을까요?).


이에 대한 기하학적인 이유는 앞서 절 83.4에서 이미 살펴보았습니다: 환을 극대 아이디얼이 아닌 소 아이디얼에서 국소화하면 포물선의 어딘가에서 발산할 수 있지만 일반적으로는 그렇지 않은 함수들을 얻게 됩니다.








예제 84.2.6 (스펙트럼의 추가 예시).



	(a)

Specℤ는 모든 소수 p마다 하나의 점을 가지며, 여기에 더해 어딘가에 있지만 특정할 수 없는 일반점 하나를 가집니다.




	(b)

Specℂ[x]/(x2)는 (x)만을 소 아이디얼로 가집니다. 0=x⋅x이므로 아이디얼 (0)은 소 아이디얼이 아닙니다. 따라서 위상 공간으로서, Specℂ[x]/(x2)는 한 점으로 이루어집니다.




	(c)

Specℤ/60ℤ는 세 개의 점으로 이루어집니다. 그것들은 무엇입니까?















84.3 스펙트럼 위의 자리스키 위상


대표적인 예: 여전히 Specℂ[x1,…,xn]/I입니다.




이제 SpecA 위에 위상을 부여합니다. SpecA 위의 점들이 소 아이디얼이므로, 점 f를 SpecA 위의 함수로 여기는 유비를 계속 이어갑니다. 즉:





정의 84.3.1.


f∈A이고 𝔭∈SpecA라고 합시다. 그러면 𝔭에서 f의  값은 f(mod𝔭)로 정의되며, 이는 A/𝔭의 한 원소입니다. 이를 f(𝔭)로 표기합니다.








예제 84.3.2 (𝔸n에서의 소멸 궤적).


A=ℂ[x1,…,xn]이고, 𝔪=(x1−a1,x2−a2,…,xn−an)이 A의 극대 아이디얼이라고 합시다. 그러면 다항식 f∈A에 대하여,




	
	f(mod𝔪)=f(a1,…,an)
	





A/𝔪≅ℂ라는 동일시와 함께.








예제 84.3.3 (Specℤ 위의 함수).


A=ℤ를 생각합시다. 그러면 2019는 SpecA 위의 함수입니다. 점 (5)에서의 값은 4(mod5)이고; 점 (7)에서의 값은 3(mod7)입니다.







실제로 이후에 나오는 모든 내용에서 A를 ℂ[x1,…,xn]으로, SpecA를 𝔸n으로 바꾸면, 모든 것이 상당히 익숙해질 것입니다.





정의 84.3.4.


f∈A라고 합시다. f의  소멸 궤적을 다음과 같이 정의합니다:




	
	𝒱(f)={𝔭∈SpecA∣f(𝔭)=0}={𝔭∈SpecA∣f∈𝔭}.
	





더 일반적으로, 아핀의 경우와 마찬가지로, 아이디얼 I에 대한 소멸 궤적을 다음과 같이 정의합니다:




	
	𝒱(I)
	={𝔭∈SpecA∣f(𝔭)=0∀f∈I}
	





	
	
	={𝔭∈SpecA∣f∈𝔭∀f∈I}
	





	
	
	={𝔭∈SpecA∣I⊆𝔭}.
	





마지막으로, 𝒱(I) 꼴의 집합들을 닫힌 집합으로 선언함으로써 SpecA 위의  자리스키 위상을 정의합니다.







이제 유용한 위상적 개념 몇 가지를 정의합니다:





정의 84.3.5.


X를 위상 공간이라고 합시다. 점 p∈X가  닫힌 점이라는 것은 집합 {p}가 닫혀 있다는 것입니다.








질문 84.3.6 (필수).


점(즉 소 아이디얼) 𝔪∈SpecA가 닫힌 점인 것과 𝔪이 극대 아이디얼인 것이 동치임을 보이십시오.







정의 7.2.4에서 집합 S의 폐포(즉, S를 포함하는 가장 작은 닫힌집합)를 S¯로 표기했음을 기억하십시오. 그러므로 닫힌 점 p는 그 폐포가 단지 {p}인 점으로도 생각할 수 있습니다. 따라서 자리스키 위상은 우리가 예전의 ”기하학적” 점들을 단지 닫힌 점들로 다시 언급할 수 있게 해줍니다.





예제 84.3.7 (비닫힌 점, 계속).


A=ℂ[x,y]라 하고 𝔭=(y−x2)∈SpecA라 합시다. 이는 포물선 위의 ”일반점”입니다. 이 점은 닫혀 있지 않지만, 우리는 그 폐포를 계산할 수 있습니다:




	
	{𝔭}¯=𝒱(𝔭)={𝔮∈SpecA∣𝔮⊇𝔭}.
	





이 폐포는 점 𝔭뿐만 아니라 (x−2,y−4)와 (x−3,y−9) 같은 여러 극대 아이디얼 𝔮도 포함합니다. 다시 말해, 포물선의 ”일반점”의 폐포는 문자 그대로 실제로 포물선 위에 있는 모든 점들의 집합입니다(일반점도 포함).




이는 𝔭를 포물선 ”위 어딘가”에 떠 있지만 특별히 어디도 아닌 점으로 그려볼 수 있다는 것을 의미합니다. 그렇다면 폐포를 취했을 때 포물선 전체를 얻는다는 것이 이치에 맞습니다. 왜냐하면 𝔭는 그 점들 중 ”어느 것이든 될 수 있었기” 때문입니다.







[image: 도표]




예제 84.3.8 (y축의 일반점은 x축 위에 있지 않다).


다시 A=ℂ[x,y]라 합시다. SpecA의 x축인 𝒱(y)를 생각해봅시다. 그다음 y축 위의 일반점인 𝔭=(x)를 생각해봅시다. 다음을 관찰하십시오




	
	𝔭∉𝒱(y).
	





이를 기하학적으로 말하면, y축 위의 일반점은 x축 위에 놓여 있지 않다는 것입니다.







이제 우리는 단어 하나를 더 도입합니다:





정의 84.3.9.


위상 공간 X는 다음 두 조건 중 어느 하나라도 성립하면  기약이라 합니다:


	•

공간 X는 두 개의 진 닫힌 부분집합의 합집합으로 쓸 수 없습니다.




	•

X의 임의의 두 공집합이 아닌 열린집합은 교차합니다.






X의 부분집합 Z(보통 닫힌 것)는 부분공간으로서 기약일 때 기약이라 합니다.








연습문제 84.3.10.


위의 두 조건이 실제로 동치임을 보이십시오. 또한, 한 점의 폐포는 항상 기약임을 보이십시오.







이는 우리가 아핀 다양체에 대해 정의했던 ”기약”의 유사 개념이지만, 이제는 위상적 정의입니다. 다만 실제로 이 정의는 자리스키 위상을 가진 공간에서만 유용합니다. 실제로 임의의 두 공집합이 아닌 열린집합이 교차한다면(그리고 점이 하나보다 많다면), 그 공간은 분명 하우스도르프가 아닙니다! 우리의 예전 아핀 다양체에서와 마찬가지로, 직관적으로는 𝒱(xy)(두 직선의 합집합)는 기약이어서는 안 됩니다.





예제 84.3.11 (가약 공간과 기약 공간).



	(a)

닫힌집합 𝒱(xy)=𝒱(x)∪𝒱(y)는 가약입니다.




	(b)

평면 전체 Specℂ[x,y]는 기약입니다. 사실 이것이 참인 이유는 (일반점에 막 익숙해지는 중이라면 반직관적이지만) 단순합니다: 일반점 (0)이 모든 열린집합에 속하므로, 임의의 두 열린집합은 교차합니다.












그래서 실제로 일반점은 우리가 다음 부분을 일종의 편법으로 통과하게 해줍니다:





명제 84.3.12 (정역의 스펙트럼은 기약이다).


A가 정역이면, SpecA는 기약입니다.







증명.


그저 (0)이 소 아이디얼이고, 모든 열린집합에 속한다는 점만 주목하십시오. ∎





이는 ℂ[x1,…,xn]/I가 아핀 다양체로서 기약인 것은 정확히 I가 소 아이디얼일 때였던 예전의 고전적 결과와 비교해봐야 합니다. 이번에는 일반점이 실제로 우리를 위해 그 일을 대신 처리해줍니다: 일반점이 평면 어디에나 떠 있는 것이 허용된다는 사실이 추가적인 노력을 전혀 들이지 않고도 𝔸2가 기약이어야 한다는 발상을 포착하게 해줍니다.





비고 84.3.13.


놀랍게도, 이 명제의 역은 거짓입니다: 우리는 Specℂ[x]/(x2)가 오직 한 점만을 가짐을 보았으므로, 이는 분명 기약입니다. 하지만 A=ℂ[x]/(x2)는 정역이 아닙니다. 따라서 이는 ”비근기” 행태를 허용함으로써 생기는 기이함 중 하나입니다.







이 시점에서 여러분은 무언가를 눈치챘을지도 모릅니다:





정리 84.3.14 (점들은 기약 닫힌집합과 전단사 관계에 있다).


X=SpecA를 생각해봅시다. 모든 기약 닫힌집합 Z에 대해, Z={𝔭}¯가 되는 점 𝔭가 정확히 하나 존재합니다. (특히 X의 점들은 X의 닫힌 부분집합과 전단사 관계에 있습니다.)







증명의 아이디어.


점 𝔭는 닫힌집합 𝒱(𝔭)에 대응하며, 이것이 기약임을 보일 수 있습니다. ∎





이는 닫혀 있지 않은 점을 그리는 더 나은 방법을 제공합니다: 이러한 점들은 (한 점 이상으로 이루어진) 임의의 기약 닫힌집합을 따라 놓인 일반점들입니다.




이 지점에서,111말장난은 의도한 것이 아닙니다 일반점의 진짜 정의를 드려도 좋을 것 같습니다.





정의 84.3.15.


위상 공간 X가 주어졌을 때,  일반점 η는 그 폐포가 전체 공간 X인 점입니다.







따라서 우리에게는, A가 정역일 때 SpecA는 일반점 (0)을 가집니다.





표기의 남용 84.3.16.


매우 주의 깊은 독자라면 제가 Specℂ[x,y]에서 (y−x2)를 “포물선을 따라가는 일반점”이라고 부르는 데 있어 약간 부주의하다는 것을 알아챘을지도 모릅니다. 실제로 일어나는 일은, 𝒱(y−x2)가 닫힌집합이고, 위상 부분공간으로서 일반점 (y−x2)를 가진다는 것입니다.










84.4 크룰 차원


놀랍게도, 위상만으로도 차원을 부여하기에 충분합니다. 아핀 스킴의 경우:





정의 84.4.1.


A를 가환환이라 합시다. 소 아이디얼의 사슬 𝔭0⊊𝔭1⊊⋯⊊𝔭n⊆A를 생각합시다. 여기서 n을 길이라고 부릅니다. 가능한 모든 n의 상한을 A의  크룰 차원이라고 부릅니다.




크룰 차원은 A가 영환인 경우를 제외하면 항상 음이 아니며, 영환인 경우에는 관습적으로 −1 또는 −∞가 사용됩니다.







이 정의는 여러분의 직관과 일치할 것입니다.





예제 84.4.2 (크룰 차원의 예시).



	(a)

ℂ[x1,…,xn]은 크룰 차원 n을 가지며, 다음의 사슬이




	
	(0)⊊(x1)⊊(x1,x2)⊊⋯⊊(x1,…,xn)
	





길이 n을 가집니다. 이는 Specℂ[x1,…,xn]이 𝔸n에 대응한다는 우리의 기대와 일치합니다.




	(b)

ℂ[x,y]/(y−x2)은 크룰 차원 1을 가지며, 다음의 사슬이




	
	(y−x2)⊊(x,y)
	





길이 1을 가집니다. 기하학적으로, 우리는 (x,y)를 원점으로, (y−x2)를 포물선 자체로 생각합니다.




	(c)

ℤ는 크룰 차원 1을 가집니다.




	(d)

ℤ/(60)은 크룰 차원 0을 가집니다; 이는 그저 세 점일 뿐입니다.












이는 위상 공간 X에 대해 더 일반적으로 할 수 있습니다: 공간의 크룰 차원은 기약 닫힌 부분공간의 사슬 Z0⊊Z1⊊⋯⊊Zn의 상한입니다. 이 정의는 X가 자리스키 위상을 가지는 상황에서만 사용하고 싶을 것입니다: 특히 X=SpecA인 경우, 이는 그저 환 A 자체의 크룰 차원일 뿐입니다.







84.5 근기에 관하여


ℂn에서 고전적 대수기하학을 공부했을 때, 우리는 힐베르트 영점정리(정리 77.3.4)가 근기 아이디얼과 아핀 다양체 사이의 전단사를 제공하기 위해 등장하는 것을 보았습니다; 증명이 자명하지 않았기 때문에 우리는 이를 생략했습니다.




그러나 점이 (ℂn의 튜플이 아니라) 소 아이디얼 인 스킴의 경우, 대응되는 결과는 실제로 쉬워집니다: A=ℂ[x1,…,xn]인 경우에도, (극대 아이디얼뿐만 아니라) 소 아이디얼을 추가하는 것이 오히려 증명을 단순화하는데, 이는 근기(radical)가 소 아이디얼과 잘 어울리기 때문입니다.




우리는 여전히 다음 결과를 가집니다.





명제 84.5.1 (𝒱(I)=𝒱(I)).


환 A의 임의의 아이디얼 I에 대해 𝒱(I)=𝒱(I)가 성립합니다.







증명.


우리는 I⊇I를 가집니다. 따라서 자동으로 𝒱(I)⊆𝒱(I)가 성립합니다.




반대로, 𝔭∈𝒱(I)이면 I⊆𝔭이므로, I⊆𝔭=𝔭입니다 (명제 77.3.3에 의해). ∎





앞선 소견에서 핵심 결과를 암시했으며, 이제 이를 증명합니다.





정리 84.5.2 (근기는 소 아이디얼들의 교집합).


I를 환 A의 아이디얼이라 합시다. 그러면




	
	I=⋂𝔭⊇I𝔭.
	











증명.


이는 가환대수학에서 유명한 명제이며, 여기서는 완결성을 위해서만 증명합니다. 이 증명이 “대부분의 작업을 수행”합니다.




I⊆𝔭이면 I⊆𝔭=𝔭임에 유의하십시오. 따라서 I⊆⋂𝔭⊇I𝔭입니다.




반대로, x∉I라고 가정합시다. 이는 1,x,x2,x3,⋯∉I임을 의미합니다. 그러면 국소화 (A/I)[1/x]를 고려하는데, 이는 영환이 아닙니다. 다른 모든 환과 마찬가지로 이는 어떤 극대 아이디얼을 가집니다(크룰 정리). 이는 (A/I)[1/x]의 소 아이디얼들, A/I의 소 아이디얼들, 그리고 A의 소 아이디얼들 사이의 통상적인 전단사에 의해, I를 포함하지만 x는 포함하지 않는 A의 어떤 소 아이디얼 𝔭가 존재함을 의미합니다. 따라서 원하는 대로 x∉⋂𝔭⊇I𝔭입니다.




여기서 핵심 아이디어는, x∈A에 대해, 어떤 양의 유한 정수 n에 대해 xn=0인 것과 A[1/x]=0인 것이 동치라는 것입니다.




즉, 다시 말해서,




	
	x∈(0)
	





	
	⇔어떤 양의 정수 n에 대해 xn=0
	





	
	⇔A[1/x]=0
	





	
	⇔모든 소 아이디얼 𝔭에 대해 x∈𝔭입니다
	





	
	⇔x∈⋂𝔭𝔭.
	








I가 (0)이 아닐 때는, 대신 환 A/I를 고려하십시오. ∎





기하학적으로 말하면, 이 정리는 다음을 말합니다:


SpecA/I 위의 정칙 함수 f에 대해, 그러면




	
	어떤 양의 정수 n에 대해 fn=0입니다⇔f는 SpecA/I의 모든 점에서 소멸합니다.
	







이에 대해, 위의 증명은 다음과 같이 읽힙니다:




	
	f∈(I)
	





	
	⇔어떤 양의 정수 n에 대해 fn∈I입니다
	





	
	⇔(A/I)[1/f]=0
	





	
	⇔Spec(A/I)[1/f]는 공집합입니다
	





	
	⇔모든 𝔭∈SpecA/I에 대해, f는 𝔭에서 소멸합니다
	





	
	⇔f∈⋂𝔭∈SpecA/I𝔭.
	








절 86.7에서 A=k[x], I=(x2), f=x인 예시로 증명을 직접 따라가 보는 것도 좋을 것입니다. 이때 SpecA/I의 상을 “흐릿한” 점으로, f를 모든 점에서 값이 영인 영이 아닌 함수로 염두에 두십시오.





비고 84.5.3 (크룰 정리의 한 변형).


이 증명에서 더 긴 방향은 본질적으로 임의의 x∈A에 대해, x를 포함하지 않는 A의 극대 아이디얼이 존재한다는 것을 말하고 있습니다. ”짧은” 증명은 위에서처럼 (A/I)[1/x]에 크룰 정리를 적용하는 것이지만, (원래 크룰 정리의 증명을 그대로 따라 하여) 초른 보조정리를 사용해 직접 증명할 수도 있습니다.








예제 84.5.4 (ℤ에서 (2016)=(42)).


환 ℤ에서, (2016)을 포함하는 서로 다른 소수들이 (2), (3), (7)이므로 (2016)=(42)임을 알 수 있습니다.







기하학적으로, 이는 I를 설명하는 좋은 방법을 제공합니다: 이는 𝒱(I) 전체에서 소멸하는 모든 함수들의 집합입니다. 실제로 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	I=⋂𝔭⊇I𝔭=⋂𝔭∈𝒱(I)𝔭=⋂𝔭∈𝒱(I){f∈A∣f(𝔭)=0}.
	








이제 다음을 서술할 수 있습니다:





정리 84.5.5 (근기 아이디얼은 닫힌집합에 대응함).


I와 J를 A의 아이디얼이라 하고, 공간 SpecA를 고려합시다. 그러면




	
	𝒱(I)=𝒱(J)⇔I=J.
	





특히, 근기 아이디얼은 정확히 SpecA의 닫힌 부분집합들에 대응합니다.







증명.


𝒱(I)=𝒱(J)이면, I=⋂𝔭∈𝒱(I)𝔭=⋂𝔭∈𝒱(J)𝔭=J이므로 원하는 대로입니다.




반대로, I=J라고 가정합시다. 그러면 𝒱(I)=𝒱(I)=𝒱(J)=𝒱(J)입니다. ∎





이를 앞서 다루었던, 기약 닫힌 부분집합이 소 아이디얼에 대응한다는 정리와 비교해 보십시오!







84.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


장 86는 직관을 기르기 위한 아핀 스킴의 많은 예시를 담고 있으므로, 아직 이해되지 않는 부분이 있더라도 이 문제들을 시도하기 전에 미리 읽어보는 것이 도움이 될 수 있습니다.





문제 84A (Specℚ[x]).


Specℚ[x]의 점과 위상을 서술하십시오.


힌트. 갈루아 켤레.










문제 84B (곱 환).


SpecA×B의 점과 위상을 SpecA와 SpecB를 이용하여 서술하십시오.








문제 84C (아르틴 환을 실제로 생각하는 방법).


A를 뇌터 환이라 합시다. 다음이 모두 동치임을 증명하십시오:


	(i)

A는 아르틴 환입니다, 즉 (문제 4H에서 정의된 바와 같이) 내림 사슬 조건을 만족합니다.




	(ii)

A는 크룰 차원이 0이거나 A는 영환입니다.




	(iii)

SpecA는 유한하고 이산적입니다.




	(iv)

SpecA는 유한합니다.
















장 85 아핀 스킴: 층


이제 X=SpecA 위에 층 𝒪X를 정의하여 이를 환 달린 공간으로 만듦으로써 정의를 완성합니다. 이는 첫 번째 절에서 신속하게 다룹니다.




이전과 마찬가지로, 우리의 목표는 다음과 같습니다:


층 𝒪X는 아핀 다양체 위의 정칙 함수들의 층과 일치하므로, A가 임의의 환일 때에도 SpecA에 우리의 기하학적 직관을 적용할 수 있습니다.






하지만 이어지는 여러 장에 걸쳐, 우리가 내린 정의를 실제로는 잊어버리도록 독자를 설득하는 데 시간을 쏟을 것입니다. 이는 실용적으로 볼 때, 층의 절편들이 정의를 직접 사용해서가 아니라 다른 결과들을 사용해서 가장 잘 계산되기 때문입니다.




그 과정에서 관련된 이론도 조금 전개할 것입니다: 줄기를 계산하면서 국소환의 정의를 알게 될 것이고, 절편을 계산하면서 특별 열린집합에 대해 알게 될 것입니다.




다시 한번 상기시켜 드립니다: 장 86에는 더 많은 구체적인 예시가 있습니다. 이 장의 어떤 부분에서 막힌다면 그곳을 살펴보는 것도 나쁘지 않은 방법입니다.





85.1 구조층의 쓸모없는 정의


대표적인 예: 여전히 ℂ[x1,…,xn]/I입니다.




이제 SpecA에 자리스키 위상을 부여하였으므로, 남은 일은 그 위에 층 𝒪SpecA를 놓는 것뿐입니다. 이를 위해 이전과 마찬가지로 ”정칙 함수”라는 개념이 필요합니다.




이미 국소화를 갖추고 있으므로 이는 쉽게 할 수 있습니다.





정의 85.1.1.


먼저, ℱ를 ”전역적으로 유리적인” 함수들의 전층이라고 합시다: 즉, ℱ(U)를 다음의 국소화로 정의합니다




	
	ℱ(U)={fg∣f,g∈A그리고g(𝔭)≠0∀𝔭∈U}=(A∖⋃𝔭∈U𝔭)−1A.
	





이제 SpecA 위의 구조층을 정의합니다. 그것은




	
	𝒪SpecA=ℱsh
	





즉, 방금 정의한 ℱ의 층화입니다.








연습문제 85.1.2.


이를 V가 복소 다양체일 때의 𝒪V에 대한 정의와 비교하여, 이들이 본질적으로 일치함을 확인하십시오.







그리하여 우리는 아핀 스킴의 완전한 정의와 함께 성인기로의 이행을 완수하였습니다.




정말로 호환 가능한 배아(germ)를 좋아한다면, 정의를 다음과 같이 풀어 쓸 수 있습니다:





정의 85.1.3.


A를 환이라 합시다. 그러면 SpecA는 다음과 같이 설정함으로써 환 달린 공간이 됩니다




	
	𝒪SpecA(U)={(f𝔭∈A𝔭)𝔭∈U국소적으로 몫인}.
	





즉, 이는 수열 (f𝔭)𝔭∈U로 이루어지며, 각 f𝔭∈A𝔭이고, 모든 점 𝔭에 대해 열린 근방 U𝔭와 f,g∈A가 존재하여 모든 𝔮∈U𝔭에 대해 f𝔮=fg∈A𝔮가 성립합니다.







이제 우리는 이 정의를 기본적으로 잊어버릴 것입니다, 왜냐하면 실제로는 이를 결코 사용하지 않을 것이기 때문입니다. 다음 두 절에서 다음을 보여드리겠습니다:


	•

줄기 𝒪SpecA,𝔭가 단지 A𝔭일 뿐이라는 것과,




	•

임의의 열린집합 U에 대해 절편 𝒪SpecA(U)는 U=D(f)가 특별 열린집합인 특수한 경우에만 초점을 맞춤으로써 계산될 수 있다는 것입니다.






이 두 결과는 우리의 모든 목적에 충분할 것이므로, 이 정의를 사용하지 않아도 될 것입니다. (그래서 이 절에는 예시가 없습니다.)







85.2 특별 열린집합의 가치 (또는: 실제로 절편을 계산하는 방법)


대표적인 예: Specℂ[x]에서 D(x)는 구멍 뚫린 직선입니다.




이제 특별 열린집합의 중요성을 정말로 강조해보겠습니다. 정의는 이전과 유사합니다:





정의 85.2.1.


f∈A라 합시다. 그러면 D(f)는 f(𝔭)≠0인 𝔭들의 집합으로,  특별 열린집합입니다.







특별 열린집합은 서로 이어지는 세 가지 절대적으로 중요한 성질을 가지고 있습니다.





85.2.1 자리스키 위상의 기저


첫 번째는 위상적 관찰입니다:





정리 85.2.2 (특별 열린집합은 기저를 이룹니다).


특별 열린집합 D(f)는 자리스키 위상의 기저를 이룹니다: 임의의 열린집합 U는 특별 열린집합들의 합집합입니다.







증명.


U를 열린집합이라 하고, 닫힌집합 V(I)의 여집합이라고 합시다. 그러면 다음을 확인해보십시오.




	
	U=⋃f∈ID(f).∎
	












85.2.2 절단은 계산 가능합니다


두 번째 결정적인 사실은 특별 열린집합 위의 절단을 명시적으로 계산할 수 있다는 것입니다.





정리 85.2.3 (D(f)의 절단은 f를 제외한 국소화입니다).


A를 환이라 하고 f∈A라 합시다. 그러면




	
	𝒪SpecA(D(f))≅A[1/f].
	











증명.


생략하지만, 정리 78.6.1과 유사합니다. ∎






예제 85.2.4 (구멍 뚫린 직선은 쌍곡선과 동형입니다).


”쌍곡선 효과”가 다시 나타납니다:




	
	𝒪Specℂ[x](D(x))=ℂ[x,x−1]≅ℂ[x,y]/(xy−1).
	











여담으로, SpecA=D(1) 자체가 특별 열린집합이므로 전역 절단을 복원할 수 있다는 점도 어딘가에 짚어두는 편이 좋겠습니다.





따름정리 85.2.5 (A는 전역 절단의 환입니다).


SpecA의 전역 절단의 환은 A입니다.







증명.


앞선 정리에 의해, 𝒪SpecA(SpecA)=𝒪SpecA(D(1))=A[1/1]=A입니다. ∎








85.2.3 그것들은 아핀입니다


𝒪X(D(f))=A[1/f]임을 알고 있습니다. 실제로 SpecA[1/f]를 그려보면, D(f)와 정확히 똑같이 생겼음을 발견하게 됩니다. 따라서 세 번째이자 마지막 중요한 사실은, D(f)가 실제로 SpecA[1/f]와 동형이라는 것입니다(원점을 제외한 직선이 쌍곡선과 동형인 것과 마찬가지입니다). 아직 스킴의 사상을 다루지 않았으므로 이를 엄밀하게 만들 수는 없지만, (당장은 아니어도) 나중에 유용하게 쓰일 것입니다.







85.2.4 고전적인 예시: 구멍 뚫린 평면


이제 층화를 한 번도 좋아하지 않았던 분들이 어떻게 층화를 잊어버릴 수 있는지 보여주는 고전적인 계산 예시를 들겠습니다.111이러한 관점이 매우 유용하다 보니, Vakil [VAK17, §4.1]과 같은 일부 문헌에서는 우리가 했던 것처럼 층화를 사용하는 대신, 𝒪SpecA(D(f))=A[1/f]를 요구함으로써 𝒪SpecA를 정의합니다. 그 발상은 다음과 같습니다:


특별 열린집합과 층 공리를 이용하면 실제로 임의의 절단 𝒪X(U)를 계산할 수 있습니다.






X=Specℂ[x,y]라 하고, 원점, 즉 점 𝔪=(x,y)를 생각해봅시다. 이 아이디얼은 극대 아이디얼이므로 닫힌점에 대응하며, 𝔪을 제외한 모든 점들로 이루어진 열린집합 U를 생각할 수 있습니다. 우리는 𝒪X(U)를 계산하고자 합니다.




[image: 도표]



안타깝게도 U는 특별 열린집합이 아닙니다. 하지만 U=D(x)∪D(y)로 씀으로써 어쨌든 계산할 수 있습니다: 편리하게도 D(x)∩D(y)=D(xy)입니다. 층 공리에 의해, 다음과 같은 당겨오기 정사각형을 얻습니다

𝒪X(U)𝒪X(D(x))=ℂ[x,y,x−1]𝒪X(D(y))=ℂ[x,y,y−1]𝒪X(D(xy))=ℂ[x,y,x−1,y−1].
다시 말해, 𝒪X(U)는 다음과 같은 쌍들로 이루어집니다




	
	f
	∈ℂ[x,y,x−1]
	





	
	g
	∈ℂ[x,y,y−1]
	





겹치는 부분에서 일치하는 것들입니다: D(x)∩D(y)에서 f=g. 그런데 f는 분모에 x가 몇 개 있는 다항식으로, g는 분모에 y가 몇 개 있는 다항식으로 표현할 수 있습니다. 이 둘이 일치한다면, 분모는 사실상 상수가 됩니다. 대략적으로 말하면,




	
	ℂ[x,y,x−1]∩ℂ[x,y,y−1]=ℂ[x,y].
	





결론적으로,




	
	𝒪X(U)=ℂ[x,y].
	





즉, 추가적인 함수는 얻지 못합니다.









85.3 구조층의 줄기


대표적인 예: Specℂ[x,y]의 𝔪=(x,y)에서의 줄기는 원점에서 정의된 유리함수입니다.




걱정하지 마십시오, 이번 것은 지난 절보다 쉽습니다.





85.3.1 이들은 국소화입니다



정리 85.3.1 (SpecA의 줄기는 A𝔭입니다).


A를 환이라 하고 𝔭∈SpecA라 합시다. 그러면




	
	𝒪SpecA,𝔭≅A𝔭.
	





특히 SpecA는 국소 환달린 공간입니다.







증명.


층화 과정이 줄기를 보존하므로, 우리의 정의에서 전역 유리함수들의 전층인 ℱ에 대해서만 확인하면 충분합니다. 증명은 정리 82.3.7과 기본적으로 동일합니다: 다음과 같이 배아(germ)들에 대한 자명한 사상 ℱ𝔭→A𝔭가 존재합니다




	
	(U,f/g∈ℱ(U))↦f/g∈A𝔭.
	





(왼쪽의 f/g는 ℱ(U)에 속하지만 오른쪽의 것은 A𝔭에 속함에 유의하십시오). 단사성과 전사성을 보이겠습니다:


	•

단사: (U1,f1/g1)과 (U2,f2/g2)가 f1/g1=f2/g2∈A𝔭를 만족하는 두 배아라고 합시다. 이는 A에서 어떤 h∉𝔭에 대해 h(f1g2−f2g1)=0임을 뜻합니다. 그러면 두 배아 모두 배아 (U1∩U2∩D(h),f1/g1)과 동일시됩니다.




	•

전사: U=D(g)라 합시다. ∎











예제 85.3.2 (x로 나누어떨어지지 않는 분모들).


이 예시는 이미 여러 번 보았으므로, 새로운 표기법으로만 적고 더 이상의 설명은 하지 않겠습니다: X=Specℂ[x]라면




	
	𝒪X,(x)=ℂ[x](x)={fg∣g(0)≠0}.
	












예제 85.3.3 (x나 y로 나누어떨어지지 않는 분모들).


X=Specℂ[x,y]라 하고 𝔪=(x,y)를 원점이라 합시다. 그러면




	
	ℂ[x,y](x,y)={f(x,y)g(x,y)∣g(0,0)≠0}.
	











더 많은 예시를 원한다면, 절 83.4에 있는 것들 중 아무거나 가져와서 그것들이 기하학적으로 무엇을 의미하는지 생각해 보십시오.







85.3.2 국소환의 동기: 배아는 값들을 담아내야 합니다


우리에게 익숙한 예시 X=Specℂ[x,y]로 돌아가서 𝔪=(x,y)를 원점이라고 합시다. 줄기는




	
	𝒪X,𝔪=ℂ[x,y](x,y)={f(x,y)g(x,y)∣g(0,0)≠0}.
	





이제 f=1xy+4와 같은 어떤 절편을 살펴봅시다. 이는 U=D(xy+4)의 절편입니다(또는 더 작은 열린집합의 절편일 수도 있지만, 편의를 위해 이것만 사용하겠습니다). 또한 U∋𝔪이므로, f는 𝔪에서의 배아를 줍니다.




한편, f는 𝔪에서 값도 갖습니다: 이는 f(mod𝔪)=14입니다. 그리고 일반적으로, 원점 𝔪에서 절편이 가질 수 있는 값들의 환은 ℂ[x,y]/𝔪≅ℂ입니다.




이제, 배아를 ”풍부화된 값”으로 생각할 수 있다는 관점을 제가 강조했던 것을 기억하실 것입니다. 그렇다면 점 𝔪에서의 절편 f의 배아를 안다면 — 즉 ”풍부화된 값”을 안다면 — 그 값 또한 계산할 수 있어야 한다는 것이 이치에 맞습니다. 이것이 의미하는 바는, 우리가 다음과 같은 사상을 가져야 한다는 것입니다




	
	A𝔪→A/𝔪
	





배아를 그에 대응하는 값으로 보내는 사상입니다.




실제로 가능하며, 이는 우리를 다음으로 이끕니다…









85.4 국소환과 잉여체: 싹과 값을 잇는 다리


대표적인 예: Specℂ[x,y]의 𝔪=(x,y)에서의 잉여체는 ℂ입니다.





85.4.1 국소화는 국소환을 줍니다


이 표기법은 이제 정말 끔찍해질 참이지만, 조금만 참아주십시오.





정리 85.4.1 (줄기는 국소환입니다).


A를 환이라 하고 𝔭를 임의의 소 아이디얼이라 합시다. 그러면 국소화 A𝔭는 정확히 하나의 극대 아이디얼을 가지며, 이는 다음과 같이 명시적으로 주어집니다




	
	𝔭A𝔭={fg∣f∈𝔭,g∉𝔭}.
	











따라서 아이디얼 𝔭A𝔭는 “𝔭에서 소멸하는 싹”이라는 개념을 포착합니다.222표기법 𝔭A𝔭는 실제로 f∈𝔭 (여기서 f↦f1에 의해 A𝔭의 부분집합으로 간주됩니다)이고 h∈A𝔭인 f⋅h의 집합을 뜻합니다. 저 개인적으로는 이것이 도움이 되기보다 혼란스럽다고 느껴서, 각주로 처리합니다.




증명은 잠시 후에 하겠습니다. 지금은 우리의 예시를 적절한 언어로 제시할 수 있도록 몇 가지 용어를 도입해봅시다.





정의 85.4.2.


정확히 하나의 극대 아이디얼 𝔪을 가지는 환 R을  국소환이라 부릅니다.  잉여체는 몫 R/𝔪입니다.








질문 85.4.3.


체는 국소환입니까?







따라서 우리가 발견하는 것은 다음과 같습니다:


줄기는 가능한 강화된 값들(싹)로 이루어져 있습니다; 잉여체는 (강화되지 않은) 값들의 집합입니다.







예제 85.4.4 (Specℂ[x,y]의 원점에서의 줄기).


다시 A=ℂ[x,y], X=SpecA, 𝔭=(x,y)로 설정하여 𝒪X,𝔭=A𝔭가 되도록 합시다. (국소환 A𝔭의 극대 아이디얼 𝔭A𝔭와의 혼동을 피하기 위해, 원점을 나타내는 데 𝔭로 표기를 바꾸었습니다.) 이미 여러 번 말했듯이, A𝔭는 원점에서 소멸하지 않는 유리함수들로 이루어져 있으며, 예를 들면 f=1xy+4와 같습니다.




유일한 극대 아이디얼 𝔭A𝔭는 무엇입니까? 답: 이는 원점에서 소멸하는 유리함수들로 이루어져 있습니다: 예를 들어 xx2+3y, 또는 3x+5y2, 또는 −xy4(xy+4)입니다. 이런 함수들로 나머지를 취하는 것을 허용하면, 잉여체 ℂ를 얻으며, f는 값 14를 가지게 됩니다. 그 이유는




	
	1xy+4−−xy4(xy+4)⏟원점에서 소멸합니다=14.
	








더 일반적으로, f가 𝔭를 포함하는 어떤 열린집합의 임의의 절단이라고 합시다. c∈ℂ를 값 f(𝔭), 즉 f(mod𝔭)라 합시다. 그러면 f−c는 원점 𝔭에서 소멸하는 또 다른 절단이 될 것이므로, 약속했던 대로 f≡c(mod𝔭A𝔭)입니다.







좋습니다, 이제 정리의 증명을 적어봅시다.




정리 85.4.1의 증명.


집합 I=𝔭A𝔭가 A𝔭의 아이디얼임을 확인할 수 있습니다. 더욱이, 1∉I이므로 I는 진 아이디얼입니다.




이것이 극대이며 유일함을 증명하려면, f∉I인 임의의 f∈A𝔭가 A𝔭의 단원임을 증명하면 충분합니다. 이는 I가 극대임을 함의합니다: 더 이상 추가할 비단원이 없기 때문입니다. 또한 이는 I가 유일한 극대 아이디얼임을 함의합니다: 어떤 진 아이디얼도 단원을 포함할 수 없으므로, I에 포함되기 때문입니다.




이는 사실 쉽습니다. I에 속하지 않는 A𝔭의 원소는 f,g∈A이고 f,g∉𝔭인 x=fg의 형태여야 합니다. 이러한 원소에 대해, x−1=gf∉𝔭 또한 성립합니다. 따라서 x는 단원입니다. 증명 끝. ∎





더욱 일반적으로:


층 ℱ가 “체 값을 가지는 함수”들로 이루어져 있다면, 줄기 ℱp는 아마도 p에서 소멸하는 싹들로 이루어진 극대 아이디얼을 가질 것입니다.







예제 85.4.5 (비대수기하학적 층에서의 국소환).


X=ℝ이고 ℱ(U)가 매끄러운 함수들인 예시로 돌아가서, p∈X일 때 줄기 ℱp를 생각해봅시다. 아이디얼 𝔪p를 s(p)=0을 만족하는 싹 (s,U)들의 집합으로 정의합시다.




그러면 𝔪p는 극대입니다: 다음과 같은 완전열이 있습니다




	
	0→𝔪p→ℱp→(s,U)↦s(p)ℝ→0
	





따라서 ℱp/𝔪p≅ℝ이며, 이는 체입니다.




0이 아닌 극대 아이디얼이 없음을 확인하는 일이 남아 있습니다. 이제 s∉𝔪p이면 s는 p의 어떤 열린 근방에서 0이 아니며, 그 위에서 함수 1/s를 구성할 수 있다는 점에 주목하십시오. 따라서 ℱp∖𝔪p의 모든 원소는 단원입니다. 그리고 다시 한번 𝔪p가 실제로 유일한 극대 아이디얼임을 알 수 있습니다!




따라서 다음 각 유형의 층의 줄기들 역시 국소환입니다.


	•

위상 공간 위의 연속 실/복소 함수 층




	•

임의의 다양체 위의 매끄러운 함수 층




	•

기타 등등















85.4.2 값 계산하기: 편리한 사각형


매우 꼼꼼한 독자라면 A=ℂ[x,y]이고 원점인 𝔭=(x,y)인 SpecA를 다룬 확장된 예제에서 다소 불편한 점을 눈치챘을 수 있습니다. f=1xy+4를 생각해 봅시다. 값이 14”이어야 한다”고 판단하기 위해 원래 환 A에서 f(modx,y)를 취했습니다. 하지만 사실 우리의 모든 계산은 환 A에서가 아니라 환 A𝔭에서 이루어졌습니다. 이것이 문제를 일으킬까요?




다행히도, 일반적인 환 A에서도 아무 문제가 없습니다.





정의 85.4.6.


몫 A𝔭/𝔭A𝔭, 즉 𝔭에서의 SpecA의 줄기의  잉여체를 κ(𝔭)로 표기하겠습니다.







그러면 다음은 정리 83.7.1(국소화는 몫과 교환됩니다)의 특수한 경우입니다:





정리 85.4.7 (배아-값 사각형).


A를 환이라 하고 𝔭를 소 아이디얼이라 합시다. 다음 도식은 가환합니다:

AA𝔭A/𝔭κ(𝔭)localizemod𝔭mod𝔭Frac(−)
특히, κ(𝔭)는 Frac(A/𝔭)로도 나타낼 수 있습니다.







그래서 예를 들어 A=ℂ[x,y]이고 𝔭=(x,y)이면, A/𝔭=ℂ이고 Frac(A/𝔭)=Frac(ℂ)=ℂ이며, 이는 우리가 예상한 바입니다. 실제로는 어떤 소 아이디얼 𝔭에 대해서도 Frac(A/𝔭)가 κ(𝔭)를 계산하는 더 쉬운 방법일 것입니다.









85.5 요약


지난 두 장을 요약하기 위해, A를 환이라고 합시다.


	•

X=SpecA를 A의 소 아이디얼들의 집합으로 정의합니다.


	–

극대 아이디얼은 우리에게 익숙한 ”닫힌점”이지만, 소 아이디얼은 ”일반점”입니다.









	•

아이디얼 I⊆A에 대해 𝒱(I)를 닫힌집합으로 선언함으로써 SpecA에 자리스키 위상을 부여합니다.


	–

특별 열린집합 D(f)들은 위상 기저를 이룹니다.




	–

기약 닫힌집합은 정확히 점들의 폐포입니다.









	•

마지막으로, 층 𝒪X를 정의했습니다. 정의를 다음과 같이 설정했습니다.


	–

𝒪X(D(f))=A[1/f]: 특별 열린집합 D(f)에서도 국소화를 얻습니다.




	–

𝒪X,𝔭=A𝔭: 줄기는 소 아이디얼에서의 국소화입니다.






D(f)가 기저이므로, 이 두 성질을 이용하면 임의의 열린집합 U에 대해 𝒪X(U)를 명시적으로 계산할 수 있으며, 따라서 층화(sheafification)를 이용한 정의에 의존할 필요가 없습니다.












85.6 함수는 값이 아니라 싹에 의해 결정됩니다


대표적인 예: Specℂ[x]/(x2) 위의 함수 0과 x.




이 장을 마치며 한 가지 경고의 말을 덧붙입니다. 임의의 환 달린 공간에서 단면은 그 싹에 의해 결정됩니다. 따라서 SpecA 위에서 함수 f∈A는 각 줄기 A𝔭에서의 싹에 의해 결정됩니다. 그러나 이제 f∈A가 각 점에서의 값 f(𝔭)=f(mod𝔭)에 의해 결정되는 것은 아닙니다.




유명한 예는 다음과 같습니다:





예제 85.6.1 (이중점에서, x의 모든 배수는 모든 점에서 영이 됨).


공간 Specℂ[x]/(x2)는 점을 오직 하나, 즉 (x)만 가집니다. 함수 0과 x(그리고 이에 관해서라면 2x, 3x, …도)는 모두 이 점에서 영이 됩니다. 이는 일반적으로 함수가 값에 의해 유일하게 결정되지는 않음을 보여줍니다.







다행히도, 이러한 종류의 “나쁜” 현상이 언제 일어나는지 명시적으로 특징지을 수 있습니다. 실제로, 우리는 모든 𝔭에 대해 f(𝔭)=g(𝔭)인 경우, 즉 동등하게 h=f−g가 모든 소 아이디얼 𝔭에서 영이 되는 경우가 언제인지 알고자 합니다. 이는 다음을 가지는 것과 동등합니다




	
	h∈⋂𝔭𝔭=(0)
	





영 아이디얼의 근기. 따라서 원형적인 예에서, 그 실패는 어떤 큰 n에 대해 xn=0이라는 사실에 의해 일어난 것입니다.





정의 85.6.2.


환 A에 대해, 영 아이디얼의 근기인 (0)을 A의  멱영근기라고 부릅니다. 멱영근기의 원소를  멱영원이라고 부릅니다. 0이 유일한 멱영원일 때, 즉 (0)=(0)일 때, A를  축소환이라고 말합니다.








질문 85.6.3.


정역은 축소환입니까?







그렇다면 위의 논의로부터 다음을 얻습니다:





정리 85.6.4 (멱영원만이 문제가 됨).


두 함수 f와 g가 SpecA의 모든 점에서 같은 값을 가지는 것은 f−g가 멱영원인 것과 동치입니다.







특히, A가 축소환일 때는, 𝔭∈SpecA에서의 값 f(𝔭)만으로도 f∈A를 결정하기에 충분합니다.







85.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제


장 86에는 직관을 기르기 위한 아핀 스킴의 예시가 많이 담겨 있으므로, 이 문제들을 시도하기 전에 미리 읽어보는 것이 도움이 될 것입니다.





문제 85A (스펙트럼은 준콤팩트입니다).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

임의의 환 A에 대해 SpecA가 준콤팩트임을 보이십시오.








문제 85B (구멍 뚫린 자이로톱, Aaron Pixton 전달).


자이로톱은 스킴 X=Specℂ[x,y,z]/(xz,yz)입니다. 닫힌점 𝔪=(x,y,z)를 제거하여 얻은 열린집합을 U라 합니다. 𝒪X(U)를 계산하십시오.


힌트. k[x,y]×k[z,z−1].




풀이. V=D(x)∪D(y)⊂U를 뚫린 평면이라 합시다. 그러면 그 여집합 D(z)는 뚫린 직선처럼 보입니다. 이때 V∩D(z)=∅이며, 다음 제한 사상들의 도식이 가환합니다

𝒪X(X)=A𝒪X(U)𝒪X(D(z))𝒪X(V)𝒪X(∅)=0

층 공리에 의해 실제로는 다음이 성립해야 합니다




	
	𝒪X(U)=𝒪X(D(z))×𝒪X(V).
	





𝒪X(D(z))=Az=k[x,y,z,z−1]/(xz,yz)≅k[z,z−1]입니다. 한편 Vakil의 §4.4.1에 나타난 바와 같이 𝒪X(V)=k[x,y]입니다. 따라서




	
	𝒪X(U)=k[x,y]×k[z,z−1].
	














문제 85C.


환 R이 국소환인 것과 다음 성질이 성립하는 것이 동치임을 보이십시오: 임의의 x∈R에 대해, x 또는 1−x가 단원입니다.








문제 85D.


R을 국소환이라 하고, 𝔪을 그 극대 아이디얼이라 합니다. R𝔪을 서술하십시오.


힌트. 이것은 R과 동형입니다!










문제 85E.


A를 환이라 하고, 𝔪을 극대 아이디얼이라 하십시오. 𝔪을 SpecA의 점으로 생각하십시오. κ(𝔪)≅A/𝔪임을 보이십시오.











장 86 막간: 아핀 스킴의 열여덟 가지 예시


앞의 두 장에서 다진 내용을 굳히기 위해, 이제 방대한 예시 목록을 제시합니다. 각 예시는 페이지 단위의 주황색 상자를 갖는 대신 자신만의 절을 갖습니다.




예시를 헤쳐 나가면서 발견하게 될 공통된 주제 하나는, 여러분의 기하학적 직관이 대수적 직관보다 더 나을 수 있다는 것입니다. 예를 들어 k[x,y]/(xy)를 공부하다 보면 ”기하학적으로는 이러이러한 것이 저러저러한 것처럼 보일 것으로 예상한다”고 말하게 되지만, 막상 대수적 표현을 적어보면 서로 같아 보이지 않는 두 표현을 발견하게 됩니다. 하지만 그 후 계산을 좀 해보면 결국 그것들이 동형사상이었음을 알게 됩니다. 그런 의미에서 이 장에서 여러분은 대수적 진술의 그림을 그리기 시작하는 법을 배우게 될 것입니다 — 정말 멋진 일입니다!




또 다른 예시로, 국소화에 대한 연구에서 나왔던 소 아이디얼에 관한 모든 보조정리가 이제 구체적인 형태를 띠기 시작할 것입니다: 다음과 같은 많은 예시를 보게 될 것입니다


	•

SpecA/I는 SpecA의 𝒱(I)처럼 보입니다,




	•

SpecA[1/f]는 SpecA의 D(f)처럼 보입니다,




	•

SpecA𝔭는 SpecA의 𝒪SpecA,𝔭처럼 보입니다.









이어지는 모든 내용에서 k는 임의의 체입니다. 또한 다음과 같은 색상 규약을 사용하겠습니다:


	•

스킴의 닫힌점은 파란색으로 그립니다.




	•

닫히지 않은 점은 빨간색으로 그리며, 그 ”자취”는 빨간색 점선으로 그립니다.




	•

줄기는 나타날 경우 초록색으로 그립니다.










86.1 예시: Speck, 하나의 점


이것은 쉽습니다: 임의의 체 k에 대해, X=Speck는 유일한 진 아이디얼 (0)에 대응하는 하나의 점을 가집니다. 여기에 위상을 부여하는 방법은 오직 하나뿐입니다.




층에 관해서는,




	
	𝒪X(X)=𝒪X,(0)=k.
	





이렇게 공간은 자신이 어느 체 위에 있고 싶은지를 기억하고 있습니다. 우리가 복소해석학자라면 한 점 위의 함수 집합은 ℂ이고, 정수론자라면 한 점 위의 함수 집합은 ℚ일 수도 있습니다.







86.2 Specℂ[x], 일차원 직선


스킴 X=Specℂ[x]는 우리가 사랑하는 일차원 직선입니다. 이것은 두 종류의 점으로 이루어집니다:


	•

각 복소수 a∈ℂ에 대응하는 닫힌점 (x−a), 그리고




	•

일반점 (0).






자리스키 위상에 관해서는, 모든 열린집합이 (0)을 포함하는데, 이는 그것이 어디에나 가깝다는 관념을 포착합니다: 여러분이 어디에 서 있든, 파리의 윙윙거리는 소리를 여전히 들을 수 있습니다! 이 공간의 기약성에 걸맞게 열린집합들은 거대합니다: 진 닫힌집합들은 유한개의 닫힌점으로 이루어집니다.




여기 그림이 있습니다: 마땅히 더 나은 자리가 없어서, 점 (0)은 직선 바로 위에 빨간색으로 떠다니고 있습니다.

[image: 도표]



”𝔭에서의 값”이라는 개념은 예상대로 작동합니다. 예를 들어 f=x2+5는 ℂ[x]의 전역 절단입니다. 이것을 𝔭=x−3에서 평가하면, f(𝔭)=f(mod𝔭)=x2+5(modx−3)=14(modx−3)을 얻습니다. 실제로




	
	κ(𝔭)≅ℂ
	





이며, 이는 모든 줄기가 잉여체 ℂ를 가짐을 의미합니다.




	
	ℂ[x]/𝔭≅ℂx↦3에 의해
	





이므로, 우리가 단지 x=3을 대입하고 있는 것임을 알 수 있습니다.




물론, (x−3)에서의 줄기는 더 많은 정보를 담고 있습니다. 이 경우 그것은 ℂ[x](x−3)입니다. 이는 점 (x−3) 근처에 서 있다면, 분모에 x−3이 나타나지 않는 한 유리 함수는 모두 문제없다는 것을 의미합니다. 그래서 x2+8(x−1)(x−5)는 x=3 근처의 싹의 좋은 예시입니다.




일반점 η=(0)을 고려하면 상황은 더 흥미로워집니다.




줄기 𝒪X,η는 무엇일까요? 그것은 ℂ[x](0)=ℂ(x)가 되어야 하는데, 이는 다시 유리 함수들의 집합입니다. 그리고 이것이 바로 예상하신 바입니다. 예를 들어, x2+8(x−1)(x−5)는 확실히 “대부분의” 복소수에서 유리 함수를 나타냅니다.




전역 단면 f=x2+5를 η에서 계산하면 무슨 일이 일어날까요? 그저 f(η)=x2+5를 얻을 뿐입니다 — 0으로 나눈 나머지를 취하는 것은 별다른 효과가 없습니다. 잘 들어맞게도, 이는 다항식 f를 일반적인 복소수에서 계산할 수 있으려면 실제로 다항식(또는 유리 함수) 전체가 필요하다는 것을 의미합니다. 이를 잉여체가 ℂ(x)라는 관점에서 생각할 수 있습니다:




	
	κ((0))=Frac(ℂ[x]/(0))≅Fracℂ[x]=ℂ(x).
	











86.3 Specℝ[x], 복소 켤레가 붙은 일차원 직선(영점 정리를 두려워하지 마십시오)


겉모습과는 달리, 이는 실제로 예상보다 훨씬 더 Specℂ[x]와 거의 똑같이 보입니다. 명심해야 할 핵심은 이제 (x2+1)이 하나의 점이며, 이를 대략 ±i로 생각할 수 있다는 것입니다. 그러므로 ℝ이 대수적으로 닫혀 있지 않다는 사실은 거의 문제가 되지 않습니다 — 어쨌든 ℂ가 그 속을 비쳐 보이기 때문입니다. 하지만 이번에는 실수 계수 다항식만을 고려하므로, ”켤레”인 +i와 −i를 구별하지 않습니다. 달리 말하면, a+bi와 a−bi를 하나의 점으로 접어 넣은 것입니다: (x+i)와 (x−i)가 합쳐져 x2+1을 이룹니다.




명확히 하자면, 점에는 세 가지 종류가 있습니다:


	•

각 실수 a에 대한 (x−a)




	•

a2<4b일 때의 (x2−ax+b), 그리고




	•

다시, 생성점 (0).






아이디얼 (x−a)와 (x2−ax+b)는 각각 닫힌 점입니다: ℝ[x]와의 몫은 둘 다 체입니다 (각각 ℝ와 ℂ).




우리는 Specℂ[x]를 1차원 직선으로 그려왔으므로, Specℝ[x]도 같은 방식으로 그려질 것입니다.

[image: 도표]



이것의 좋은 점 하나는 영점 정리가 고전적인 다양체에서보다 덜 무섭다는 것입니다. 간단히 말하면, 함수 x2+1은 Specℝ[x]의 한 점, 바로 (x2+1) 자체에서 소멸합니다! (그래서 어떤 의미에서는 우리가 자동으로 대수적 폐포를 다루고 있는 셈입니다.)




오래전에 우리가 약한 영점 정리에 대해 큰 소동을 벌였던 것을 기억하실지 모르겠습니다. 예를 들어 문제 77C에서였습니다: 만약 I가 ℂ[x1,…,xn]의 진 아이디얼이었다면, 모든 f∈I에 대해 f(a1,…,an)=0이 되는 어떤 점 (a1,…,an)∈ℂn이 존재했습니다. 스킴을 사용하면 이는 더 이상 문제가 되지 않습니다: 만약 I가 환 A의 진 아이디얼이라면, 어떤 극대 아이디얼이 그것을 포함하며, 따라서 𝒱(I)는 SpecA에서 공집합이 아닙니다.




이번에는 줄기가 예상과 다르게 생겼다는 점을 언급하는 것이 좋겠습니다. 몇 가지 예시가 여기 있습니다:




	
	κ((x2+1))
	≅ℝ[x]/(x2+1)≅ℂ
	





	
	κ((x−3))
	≅ℝ[x]/(x−3)≅ℝ
	





	
	κ((0))
	≅Frac(ℝ[x]/(0))≅ℝ(x)
	





“복소” 점들 위의 잉여체가 더 크다는 것에 주목하십시오: 그 점들 위의 함수는 ℂ에서 값을 취합니다.







86.4 Speck[x], 임의의 바탕체 위에서


일반적으로, k¯가 k의 대수적 폐포라면, Speck[x]는 모든 갈루아 켤레들이 함께 붙여진 Speck¯[x]처럼 보입니다. 그러므로 우리는 이제 거의 “대수적으로 닫혀있다”는 가정이 필요하지 않을 것입니다: 우리는 다항식 아이디얼을 다루고 있으므로, 어쨌든 모든 원소가 암묵적으로 그 안에 존재하기 때문입니다.







86.5 Specℤ, 1차원 스킴


Specℤ의 좋은 점은 이것 역시 1차원 스킴이라는 점에서 기본적으로 Speck[x]처럼 생겼다는 것입니다. 이는 두 종류의 소 아이디얼을 갖습니다:


	•

모든 유리 소수 p에 대한 (p),




	•

그리고 생성점 (0).






그러므로 그림은 거의 변하지 않습니다.

[image: 도표]
이번에는 η=(0)이 줄기 ℤ(0)=ℚ를 가지므로, “유리 함수”는 문자 그대로 유리수입니다! 따라서 2019는 (2)에서 이중근을, (5)에서 근을, (19)에서 단순극을 가지는 함수입니다. 만약 이를 𝔭=(7)에서 계산하면, 4(mod7)을 얻습니다. 일반적으로, 잉여체는 여러분이 짐작하는 대로입니다:




	
	κ((p))=ℤ/(p)≅𝔽p
	





각 소수 p에 대해, 그리고 κ((0))≅ℚ.




줄기는 닫힌 점에서의 잉여체보다 더 큽니다: 예를 들어




	
	𝒪Specℤ,(3)≅{mn∣3∤n}
	





3에서 극점이 없는 유리수들로 구성됩니다. 일반점에서의 줄기는 ℤ(0)≅Fracℤ=ℚ입니다.







86.6 Speck[x]/(x2−7x+12), 두 점


만약 우리가 아핀 다양체를 다루고 있었다면, 답이 무엇인지 이미 알고 있었을 것입니다: x2−7x+12=0은 x=3과 x=4라는 해를 가지므로, 이것은 두 점을 가진 스킴이어야 합니다.




이것이 실제로 성립함을 확인하기 위해, 명제 83.6.1를 사용합니다: Speck[x]/(x2−7x+12)의 점들은 (x2−7x+12)를 포함하는 k[x]의 소 아이디얼에 대응해야 합니다. k[x]가 PID이므로, (x−3)과 (x−4) 단 두 개만 존재합니다. 이들 각각은 k[x]와의 몫이 체(구체적으로 k)이므로 극대 아이디얼이며, 따라서 약속했던 대로 Speck[x]/(x2−7x+12)는 정확히 두 개의 닫힌점을 가집니다.




각 점 위의 줄기는 k와 동형입니다. 전체 공간 X 위의 단면은 단지 (x−3)에서의 값과 (x−4)에서의 값, 이렇게 두 값을 선택하는 것일 뿐입니다.

[image: 도표]
그러므로 사실 이것은 다음과 같은 환론적 사실을 기하학적으로 사고하는 방식입니다




	
	k[x]/(x2−7x+12)≅k×k 에 의해f↦(f(3),f(4)).
	








또한 이것은 이 장에서 나오는 첫 번째 기약이 아닌 공간의 예시입니다: 실제로 X는 심지어 비연결입니다. 이에 따라 떠도는 일반점이 존재하지 않습니다: 공간이 이산적이므로, 모든 점이 닫힌점입니다.







86.7 Speck[x]/(x2), 이중점


이제 “이중점” 스킴에 대해 더 자세히 설명할 수 있습니다




	
	X2=Speck[x]/(x2)
	





이것이 매우 중요한 동기 부여 예시이기 때문입니다. 이것은 “한 점” 스킴 X1=Speck[x]/(x)=Speck와 어떻게 다릅니까? X2와 X1은 둘 다 정확히 한 점을 가지므로, 당연히 위상도 동일합니다.




차이점은 줄기(점이 하나뿐이므로 단면과 동등함)가 더 크다는 것입니다:




	
	𝒪X2,(x)=𝒪X2(X2)=k[x]/(x2).
	





따라서 이중점 위에서 함수를 명시하려면, 하나가 아니라 두 개의 매개변수를 명시해야 합니다: 다항식을 취하면




	
	f=a0+a1x+⋯∈k[x]
	





이를 이중점에서 평가하면 a0과 소위 “일계도함수” 둘 다를 기억하게 됩니다.




잉여체까지 완전히 내려가면 이중점과 단일점을 더 이상 구별할 수 없다는 점을 언급해야겠습니다. 왜냐하면 (x)에서의 Speck[x]/(x2)의 잉여체는




	
	Frac(A/(x))=Frack=k.
	





따라서 값들의 집합은 여전히 그저 k일 뿐입니다(이는 지난 장 끝에서 나온 “멱영원” 논의로 이어집니다); 그러나 “풍부해진” 값을 가진 줄기는 그 차이를 구별할 수 있습니다.







86.8 Speck[x]/(x3−5x2), 이중점과 단일점


앞의 두 예시를 나란히 놓아도 아무 문제가 없습니다: 스킴 X=Speck[x]/(x3−5x2)은 단일점 옆에 이중점이 있는 것으로 구성됩니다. 줄기들이 서로 다르다는 점에 주목하십시오: 이중점 위의 줄기가 더 큽니다.

[image: 도표]
이번에는 암묵적으로 다음과 같은 환 동형사상을 가집니다




	
	k[x]/(x3−5x2)≅k[x]/(x2)×k
	





f↦(f(0)+f′(0)x,f(5))에 의한 것입니다. 여기서 도함수는 형식적인 의미로 사용됩니다!







86.9 Specℤ/60ℤ, 세 점을 가진 스킴


환의 곱에 대한 기하학적 예시들이 계속 나타나는 것을 보아왔지만, 사실 정수에서 익숙한 중국인의 나머지 정리도 다르지 않습니다. (이 예시 X=Specℤ/60ℤ은 [VAK17, §4.4.11]에서 가져온 것입니다.)




명제 83.6.1에 의해, ℤ/60ℤ의 소 아이디얼은 (2), (3), (5)입니다. 하지만 이것을 Specℤ로부터 나온 것으로도 생각할 수 있습니다: 60은 (2)에서 이중근을 가지고, (3)과 (5)에서는 단일근을 가지는 함수였기 때문입니다.

[image: 도표]
사실, 제가 지금까지 환 동형사상을 주장해왔지만, 층이야말로 실제로 완전한 증명을 제공해줍니다. 이를 전역 단면의 관점에서 표현해 보겠습니다:




	
	ℤ/60ℤ
	=𝒪X(X)
	





	
	
	=𝒪X({(2)})×𝒪X({(3)})×𝒪X({(5)})
	





	
	
	=𝒪X,(2)×𝒪X,(3)×𝒪X,(5)
	





	
	
	=ℤ/4ℤ×ℤ/3ℤ×ℤ/5ℤ.
	





따라서 X=SpecA에 대해 𝒪X(X)=A라는 정리가 여기서 “핵심 작업”을 하고 있습니다; 층의 공리들이 여기서부터 중국인의 나머지 정리를 이끌어냅니다.




이와 관련하여, 이는 앞서 든 예를 생각하는 한 가지 방법을 제공합니다




	
	(ℤ/60ℤ)[1/5]≅ℤ/12ℤ.
	





실제로 Specℤ/60ℤ[1/5]는 특별열린집합 D(5)처럼 보여야 합니다: 이는 위 그림에서 점 (5)를 삭제한다는 것을 의미합니다. 그러면 ℤ/12ℤ가 남습니다.







86.10 Speck[x,y], 즉 이차원 평면


이 스킴은 이미 살펴본 적이 있습니다: 이는 평면으로 시각화됩니다. 세 가지 유형의 점이 있습니다:


	•

닫힌점 (x−a,y−b)는 평면의 개별 점들로 이루어져 있습니다.




	•

임의의 기약다항식 f에 대한 비닫힌점 (f(x,y))는 어떤 기약곡선을 따라 떠다닙니다. 이를 점이 떠다니는 점선 곡선을 그려서 나타냅니다.




	•

생성점 (0)은 평면 전체를 따라 떠다닙니다. 그림에서 이를 어디에 두어야 좋을지 알지 못하므로, 그냥 어딘가에 두고 점선 원을 그려 표시하겠습니다.









다음은 세 가지 유형의 점을 모두 나타낸 그림입니다.

[image: 도표]



또한 각 점 위의 줄기도 계산해 보겠습니다.


	•

(x−1,y+2) 위의 줄기는 g(1,−2)≠0을 만족하는 유리함수 f(x,y)g(x,y)들의 집합입니다.




	•

비닫힌점 (y−x2) 위의 줄기는 g(t,t2)≠0을 만족하는 유리함수 f(x,y)g(x,y)들의 집합입니다. 예를 들어 함수 xyx+y−2는 여전히 문제가 없습니다; 분모가 포물선 위의 점 (1,1)과 (−2,4)에서 영이 되기는 하지만, 이는 포물선의 ”생성점”(대략적으로 말하면 ”대부분의 점”)에서의 함수이기 때문입니다.




	•

(0) 위의 줄기는 유리함수의 분수체 k(x,y) 전체입니다.









전역 절단 f=x2+y2을 생각하고, 위의 각 점에서 그 값도 구해 보겠습니다.


	•

f(modx−1,y+2)=5이므로, f는 (x−1,y+2)에서 값 5를 가집니다.




	•

새로운 점은 포물선을 따라서도 f를 계산할 수 있다는 것입니다 — 이는 몫 k[x,y]/(y−x2)에서 특정한 값을 부여받습니다. 예를 들어 이를 f=x2+y2≡x2+x4(mody−x2)로 생각할 수 있습니다. 포물선의 생성점에서 f의 값을 안다면, 그로부터 포물선 위의 임의의 닫힌점에서의 값도 계산할 수 있음을 주목하십시오.




	•

생성점 (0)에서는 f(mod0)=f입니다. 따라서 다른 어떤 스킴에서와 마찬가지로 ”생성점에서 계산하기”는 아무런 변화도 주지 않습니다.












86.11 Specℤ[x], 이차원 스킴, 그리고 멈퍼드의 그림


우리는 Specℤ가 Speck[x]와 매우 비슷해 보인다는 것을 보았으며, 이제 Specℤ[x]가 Speck[x,y]와 매우 비슷해 보인다는 것을 확인하겠습니다.




이 스킴을 나타낸 유명한 그림이 멈퍼드의 ”붉은 책”에 실려 있는데, 앞서 우리가 그린 그림들과 다소 차이가 있기는 하지만 문화 보존의 취지로 여기에 실어 보겠습니다.

[image: [Uncaptioned image]]
멈퍼드는 점 𝔭를 나타내는 데 [𝔭]를 사용하는데, 우리는 그렇게 하지 않으므로 곳곳에 나타나는 대괄호는 무시해도 됩니다. 비닫힌점들은 솜뭉치 형태로 나타나 있습니다.




앞서와 마찬가지로 소 아이디얼에는 세 가지 유형이 있지만, 이번에는 모습이 다소 더 다르게 보일 것입니다:


	•

닫힌점은 이제 순서쌍 (p,f(x))이며, 여기서 p는 소수이고 f는 p를 법으로 하는 기약다항식입니다. 실제로 이들이 극대 아이디얼입니다: 몫 ℤ[x]/(p,f)는 𝔽p의 어떤 유한 확장이 됩니다.




	•

이제 서로 다른 두 가지 ”일차원” 비닫힌점이 있습니다:


	–

각 유리 소수는 점 (p)를 주고, 그리고




	–

각 기약 다항식 f는 점 (f)를 줍니다.






실제로, ℤ[x]를 각각으로 나눈 몫이 정역임에 주목하십시오.




	•

ℤ[x]는 정역이므로, 언제나 그렇듯 (0)이 전체 공간에 대한 우리의 일반점입니다.






제가 다르게 하고 싶었던 부분이 하나 있는데, 𝒱(3)과 𝒱(7)에는 점 (3,x2+1)이 있어야 하는데, 이는 그림에서 닫힌 점으로 그려지지 않고 오히려 점선 타원으로 그려져 있습니다. 이는 위상적인 의미에서는 옳지 않습니다: 𝔪=(3,x2+1)이 극대 아이디얼이므로, 이는 실제로 스킴 내의 하나의 닫힌 점이기 때문입니다. 하지만 이것이 ”두 개”인 것처럼 여겨질 수 있는 이유는, 𝔪에서의 잉여체인 ℤ[x]/(3,x2+1)이 이차원 𝔽3 벡터 공간이기 때문입니다.







86.12 Speck[x,y]/(y−x2), 포물선


명제 83.6.1에 의해, k[x,y]/(y−x2)의 소 아이디얼들은 (y−x2)의 상위집합인 k[x,y]의 소 아이디얼들에 대응하며, 이는 곧 닫힌집합 𝒱(y−x2) 안에 포함된 Speck[x,y]의 점들에 대응합니다. 게다가, 𝒱(y−x2) 위의 부분공간 위상은 Speck[x,y]/(y−x2) 위의 위상과 일치합니다.





[image: 도표]





이는 훨씬 더 일반적으로 성립합니다:





연습문제 86.12.1 (지루한 확인).


I가 환 A의 아이디얼이라면, SpecA/I가 위상 공간으로서 SpecA의 닫힌 부분집합 𝒱(I)와 위상동형임을 보이십시오.







그래서 이것이 ”닫힌 매장”이라는 개념입니다: Speck[x,y]의 닫힌 부분집합이었던 포물선 자체가 하나의 스킴입니다. 사상이라는 개념을 실제로 정의하고 나면, 이에 대해 더 많은 것을 말할 수 있을 것입니다.




다만 이 스킴 위의 층은 포물선 위의 함수들만을 기억할 뿐입니다: 즉 줄기들이 말하자면 ”물려받아지지” 않습니다. 이를 확인하기 위해, 원점에서의 줄기를 계산해 봅시다: 정리 83.7.1에 따르면 그것은




	
	k[x,y](x,y)/(y−x2)≅k[x,x2](x,x2)≅k[x](x)
	





원점에서의 아핀 직선 Speck[x]의 줄기와 같습니다. 직관적으로 놀랍지 않은데, 원점 근처의 포물선 위 어떤 점을 보더라도 그것은 본질적으로 직선처럼 보이며, 그 위의 함수들도 마찬가지이기 때문입니다.




일반점 위의 줄기는 Frac(k[x,y]/(y−x2))입니다: 즉 y=x2이라는 동일시를 갖는 유리함수들입니다. 이 역시 놀랍지 않습니다.




마지막으로, y↦x2을 보내는 동형사상 k[x,y]/(y−x2)≅k[x]가 존재하므로, 포물선이 실제로 Speck[x]와 동형일 것이라 예상됩니다. 그림으로 보면, 이는 포물선을 ”펴는” 것처럼 보입니다. 일반적으로, 두 환 A와 B가 동형일 때 SpecA와 SpecB가 ”같아야” 한다고 기대하고 싶은데 (그렇지 않다면 우리는 경악할 것입니다), 이후에 실제로 그러함을 보게 될 것입니다.







86.13 Specℤ[i], 가우스 정수 (일차원)


정수의 경우에서 이 발상을 좀 더 가지고 놀아볼 수 있습니다.




	
	ℤ[i]≅ℤ[x]/(x2+1)
	





임에 주목하십시오. 이는 이것이 Specℤ[x] 안의 ”일차원” 닫힌집합임을 의미합니다. 이러한 방식으로, 원소들이 가우스 소수인 스킴을 얻게 됩니다.




어떤 닫힌 점이 다른 것보다 ”더 큰지”는 잉여체를 봄으로써 알 수 있습니다. 예를 들어 점 (2+i)의 잉여체는




	
	κ((2+i))=ℤ[i]/(2+i)≅𝔽5
	





하지만 점 (3)의 잉여체는




	
	κ((3))≅ℤ[i]/(3)≅𝔽9
	





이는 이차 𝔽3-확대입니다.







86.14 긴 예제: Speck[x,y]/(xy), 두 축


이것은 기약이 아닌 스킴의 첫 번째 예가 될 것입니다.





86.14.1 그림


이전과 마찬가지로, 위상적으로 이는 Speck[x,y]의 닫힌집합 𝒱(xy)처럼 보입니다. 그림은 다음과 같습니다:

[image: 도표]
상황이 잘 맞는지 확인하기 위해:





질문 86.14.1 (건전성 확인).


(y+3)이 실제로 𝒱(x) 안에 놓인 Speck[x,y]/(xy)의 극대 아이디얼임을 확인하십시오.







아이디얼 (0)은 더 이상 소 아이디얼이 아니므로, 이 공간의 점이 아닙니다. 오히려 이번에는 두 개의 비폐점, 즉 아이디얼 (x)와 (y)가 있으며, 이들은 두 축 각각을 감싸며 떠다니는 모습으로 시각화할 수 있습니다. 이 공간은 두 개의 진부분 닫힌집합의 합집합 𝒱(x)∪𝒱(y)로 쓸 수 있으므로 가약(reducible)입니다. (위상 공간으로서는 여전히 연결되어 있습니다.)







86.14.2 y-축 버리기


특수 열린집합 U=D(x)를 생각해 봅시다. 이는 𝒱(x), 즉 y-축을 삭제하는 것에 해당합니다. 따라서 D(x)는 원점을 삭제한 Speck[x]와 “같아야” 하며, 특히 절단면으로 k[x,x−1]를 얻어야 한다고 예상합니다. 실제로,




	
	𝒪Speck[x,y]/(xy)(D(x))
	≅(k[x,y]/(xy))[1/x]
	





	
	
	≅k[x,x−1,y]/(xy)≅k[x,x−1,y]/(y)≅k[x,x−1].
	





여기서 (xy)=(y)는 x가 단원(unit)이라는 사실로부터 따라 나옵니다. 모든 것이 계획대로입니다.







86.14.3 몇몇 점 위의 줄기


점 𝔪=(x+2) 위의 줄기를 계산해 봅시다. 이 점은 x-축 위의 점 (−2,0)으로 생각할 수 있습니다. (좀 더 편하게 느끼고 싶다면, 𝔪∋y(x+2)=2y이므로 y∈𝔪이고, 따라서 𝔪=(x+2,y)로도 쓸 수 있음에 주목하십시오.) 줄기는 다음과 같습니다.




	
	𝒪Speck[x,y]/(xy),𝔪=(k[x,y]/(xy))(x+2).
	





하지만 저는 이 국소화에서 y가 영원(zero element)이 된다고 주장합니다. 실제로 y1=0x=0입니다. 따라서 전체가 다음으로 붕괴됩니다.




	
	𝒪Speck[x,y]/(xy),𝔪=k[x](x+2)
	





이는 어차피 Speck[x]에서 (x+2)의 줄기입니다. 이는 예상된 결과입니다. 두 직선으로 이루어진 공간이 있지만 원점에서 떨어진 곳에 서 있다면, 줄기는 그 멀리 떨어진 점에서의 이상한 거동을 포착하지 못합니다. 그것은 오직 𝔪 근처에서 일어나는 일에만 관심이 있으므로, 그곳에서는 그냥 아핀 직선처럼 보입니다.





비고 86.14.2.


(k[x,y]/(xy))(x+2)는 k[x,y](x+2)/(xy)와 같지 않다는 점에 주목하십시오. 여기서는 순서가 중요합니다. 실제로 후자는 영환(zero ring)인데, x와 y가 모두, 따라서 xy도 단원이기 때문입니다.







(x-축을 감싸며 떠다니는) 일반점 (y)도 비슷한 이야기를 들려줄 것입니다. 그 위의 줄기를 살펴보면, “거의 모든” 점들이 y-축의 존재를 인식하지 못하는 것과 마찬가지로, 이 줄기 역시 그것을 인식하지 못한다는 것을 알게 될 것입니다. 실제로 줄기를 계산해 보면:




	
	𝒪Speck[x,y]/(xy),(y)=(k[x,y]/(xy))(y).
	





다시 y1=0x=0이므로, 이는 그냥




	
	𝒪Speck[x,y]/(xy),(y)≅k[x](0)≅k(x).
	





이는 우리가 예상했던 바입니다 (이는 Speck[x]에서 (0) 위의 줄기와 동일합니다).







86.14.4 원점 위의 줄기 (까다로운 경우)


원점 (x,y) 위의 줄기는 흥미로우며, 가군의 국소화를 이야기하지 않고는 완전히 탐구할 수 없는 개념들을 담고 있습니다. 국소화는 다음과 같이 주어집니다.




	
	(k[x,y]/(xy))(x,y)
	





따라서 원소들은 다음과 같아야 합니다.




	
	c+(a1x+a2x2+…)+(b1y+b2y2+…)c′+(a1′x+a2′x2+…)+(b1′y+b2′y2+…)
	





여기서 c′≠0입니다.




이 특성화가 만족스럽지 않게 느껴질 수도 있습니다. 다음은 기하학적 직관입니다. 전역 절단면 환은 다음과 같이 쓸 수 있습니다.




	
	k[x,y]/(xy)=c+(a1x+a2x2+…)+(b1y+b2y2+…)
	





이는 모든 전역 절단면이 x-다항식과 y-다항식의 합이라는 뜻입니다. 하지만 이는 단순한 환의 곱 k[x]×k[y]는 아닙니다. 상수항이 공유되기 때문입니다. 그러므로 이는 k[x]와 k[y]에서 상수항이 일치하는 다항식 쌍으로 생각하는 것이 더 낫습니다.




범주론을 좋아하신다면, 이는 결국 다음과 같은 올곱(fibered product)입니다.




	
	k[x,y]/(xy)≅k[x]×kk[y]
	





사상은 x와 y를 0으로 보내는 k[x]→k와 k[y]→k입니다. 이런 식으로 k[x,y]/(xy)를 대체로 두 성분으로 분해할 수 있습니다.




우리는 줄기에 대해서도 정말로 똑같이 할 수 있어야 합니다. 우리는 다음과 같이 말하고 싶습니다.




	
	𝒪Speck[x,y]/(xy),(x,y)≅k[x](x)×kk[y](y).
	





한국어로 번역하면: “전형적인” 배아는 3+xx2+7+4+y3y2+y+7처럼 생겨야 하며, x 부분과 y 부분이 서로 분리되어 있어야 합니다. 동등하게, 줄기는 원점에서 일치하는 x-배아와 y-배아의 쌍들로 이루어져야 합니다.




실제로 이는 참입니다! 놀랍게 느껴질 수도 있지만, 우리가 왜 이것을 예상하는지 살펴봅시다. 다음 배아를 생각해 봅시다.




	
	11−(x+y).
	





숨을 참고 보면, 이를 기하급수 1+(x+y)+(x+y)2+… 로 전개할 수 있다고 상상해볼 수 있습니다. xy=0 이므로, 이는 그저 1+x+x2+x3+⋯+y+y2+y3+… 가 됩니다. 이는 (쓰인 그대로는) 말이 되지 않지만, 그럼에도 다음의 추측을 시사합니다




	
	11−(x+y)=11−x+11−y−1
	





실제로 참임을 검증할 수 있는 것입니다.





질문 86.14.3.


이 항등식이 성립하는지 확인하십시오.







물론 이는 단 하나의 간단한 예시를 위한 계산치고는 상당히 많습니다. 이를 일반화할 방법이 있을까요? 있습니다: 핵심 주장은 “국소화는 극한과 교환한다”는 것입니다. 원한다면 지금 그 명제를 직접 유도해 볼 수 있지만, 여기서는 그렇게 하지 않겠습니다.









86.15 Speck[x,x−1], 구멍 뚫린 직선(또는 쌍곡선)


이는 Speck[x]의 D(x)처럼, 즉 원점이 제거된 직선처럼 보여야 합니다. 대안적으로는 다음과 같이 쓸 수도 있습니다




	
	k[x,x−1]≅k[x,y]/(xy−1)
	





그래서 이 스킴은 쌍곡선으로도 그려질 수 있습니다.




먼저, 1차원 그림은 다음과 같습니다.

[image: 도표]
사실 이 스킴은 Speck[x,y]/(xy)를 다루면서 D(y)를 살펴보았을 때 이미 본 적이 있습니다. 어쨌든, 이제 (x−3)에서의 줄기를 계산해 봅시다; 그것은




	
	𝒪Speck[x,x−1],(x−3)≅k[x,x−1](x−3)≅k[x](x−3)
	





x−1는 어차피 k[x](x−3) 안에 있기 때문입니다. 그러므로 다시 한 번, 원점을 제거하는 것이 더 멀리 떨어진 점 (x−3)에서의 줄기에는 영향을 미치지 않음을 알 수 있습니다.




앞서 언급했듯이, k[x,x−1]는 k[x,y]/(xy−1)와 동형이므로, 같은 곡선을 시각화하는 또 다른 방법은 쌍곡선을 그리는 것입니다(이것이 납작해지면 구멍 뚫린 직선이 된다고 상상할 수 있습니다). k[x,y]/(xy−1)가 실제로 정역이기 때문에 생성점 (0)이 하나 존재하며, 이와 더불어 (x+2,y+1/2)=(x+2)=(y+1/2)와 같은 점들도 존재합니다.

[image: 도표]






86.16 Speck[x](x), 직선의 원점을 확대한 모습


우리는 이미 𝒪SpecA,𝔭≅A𝔭임을 알고 있습니다: 따라서 A𝔭는 𝔭에서의 줄기여야 합니다. 이 예시에서는 SpecA𝔭 또한 이 줄기와 비슷하게 그려져야 함을 보게 될 것입니다.




앞서 우리는 Speck[x]의 그림을 그리는 방법을 살펴보았습니다. 여러분은 원점 (x) 위의 줄기(stalk) 그림도 그릴 수 있는데, 농업을 좋아한다면 (x) 위에 자라나는 풀이나 다른 식물로 상상해 볼 수도 있습니다. 이 경우, Speck[x](x)는 아핀 직선에서 그 줄기를 뽑아냈을 때 나타나는 모습처럼 보일 수 있습니다.




[image: 도표]



k[x](x)는 국소환이므로(소 아이디얼의 국소화이므로), 이 공간에는 닫힌 점이 하나뿐입니다: 극대 아이디얼 (x)입니다. 그러나 놀랍게도, 점이 하나 더 있습니다: “생성” 점 (0)입니다. 따라서 Speck[x](x)는 두 점으로 이루어진 공간이지만, 이산 위상을 갖지는 않습니다: (x)는 닫힌 점이지만 (0)은 그렇지 않습니다. (이 때문에 이 공간은 다양한 종류의 연습문제에 좋은 반례가 됩니다.)




그러므로 위상적으로 일어나는 일은, (x)로 확대해 들어갈 때 “모든 점에 가까웠던” 생성점 (0)이 점 (x) 위에 떠 있는 채로 그대로 남는다는 것입니다.




유일한 닫힌 점 (x) 위의 줄기는 이전과 동일하다는 점에 주목하십시오:




	
	(k[x](x))(x)≅k[x](x).
	





실제로, 일반적으로 R이 극대 아이디얼 𝔪을 갖는 국소환이면 R𝔪≅R입니다. 어차피 𝔪에 속하지 않는 모든 원소 x∉𝔪는 가역원이었기 때문입니다. 따라서 그림에서 줄기는 동일하게 그려집니다.




마찬가지로, (0) 위의 줄기도 뽑아내기 전과 동일합니다:




	
	(k[x](x))(0)=Frack[x](x)=k(x).
	





더 일반적으로:





연습문제 86.16.1.


A를 하나의 환이라 하고, 𝔮⊆𝔭를 소 아이디얼이라 합시다. 𝔮를 A𝔭의 소 아이디얼로 볼 때, A𝔮≅(A𝔭)𝔮임을 확인하십시오.







그러므로 이렇게 확대해 들어갈 때, 닫힌 점이 아닌 점들 위에서도 모든 줄기는 그대로 유지됩니다.







86.17 Speck[x,y](x,y), 평면의 원점을 확대한 모습


Speck[x,y], 즉 2차원 평면의 원점 위에 있는 줄기를 뽑아내면 상황이 더욱 놀라워집니다. Speck[x,y](x,y)의 점들은 (x,y)에 포함되는 k[x,y]의 소 아이디얼들이어야 합니다; 기하학적으로 이들은 (x,y) 자체와 원점을 지나는 생성점들입니다. 예를 들어, k[x,y](x,y)에는 포물선 (y−x2)에 대응하는 생성점이 존재하고, 직선에 대응하는 또 다른 생성점 (y−x)도 존재하는 식입니다.




그리하여 우리는 맨 아래에 놓인 유일한 닫힌 점 (x,y)와, 그 위에 떠 있는 온갖 “1차원” 생성점들 — 직선, 포물선, 그 밖에 무엇이든 — 을 갖게 됩니다. 마지막으로, 2차원 상에 떠 있는 생성점 (0)이 있는데, 이 점의 폐포는 공간 전체와 같습니다.

[image: 도표]






86.18 Speck[x,y](0)=Speck(x,y), 일반점 위의 줄기


평면의 일반점은 줄기로 그저 Speck(x,y)를 가집니다: 이는 체의 스펙트럼이므로 단일 점입니다. 이 줄기는 Speck[x,y]에 심어졌을 때와 비교하여 그대로 유지됩니다; 함수들은 정확히 x와 y의 유리 함수들입니다.







86.19 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 86A.


Specℤ[1/55]의 그림을 그리고, 위상을 서술하며, 각 점에서의 줄기를 계산하십시오.








문제 86B.


Specℤ(5)의 그림을 그리고, 위상을 서술하며, 각 점에서의 줄기를 계산하십시오.








문제 86C.


A=(k[x,y]/(xy))[(x+y)−1]라 합시다. SpecA의 그림을 그리십시오. 이것이 위상 공간으로서 연결되어 있지 않음을 보이십시오.








문제 86D.


A=k[x,y](y−x2)라 합시다. SpecA의 그림을 그리십시오.











장 87 국소 환 달린 공간의 사상


국소 환 달린 공간의 정의를 설정했으니, 이제 이들 사이의 사상을 정의할 준비가 거의 되었습니다. 이 장 전체에서, 여러분의 환 달린 공간을 우리가 그토록 공들여 정의한 아핀 스킴이라고 상상하십시오. 하지만 임의의 국소 환 달린 공간이라는 일반적인 설정에서 작업해도 달라지는 것은 없습니다.





87.1 단면을 통한 환 달린 공간의 사상


(X,𝒪X)와 (Y,𝒪Y)를 환 달린 공간이라 합시다. 이들 사이에 함수 π:X→Y가 있다는 것이 무엇을 의미하는지 정의하고자 합니다.111표기상의 함의: 환 달린 공간의 경우, f가 흔히 단면을 나타내는 데 쓰이므로 π는 사상을 나타내는 데 사용될 것입니다. 먼저 이 사상이 연속이어야 한다는 조건을 요구하지만, 이것만으로는 충분하지 않습니다. 그 위에는 층이 있기 때문입니다!




자, 여러분은 우리가 초급 환 달린 공간에 대해 했던 것을 기억할지도 모릅니다. U⊆Y의 열린집합 위에 함수가 있을 때마다, 우리는 πpre(U)⊆X 위에도 이에 대응하는 함수가 있기를 원했습니다. 초급 환 달린 공간의 경우, 이는 합성을 통해 이루어졌는데, 층의 원소들이 실제로 복소수 값을 갖는 함수였기 때문입니다:




	
	π♯ϕ다음과 같이 정의되었습니다ϕ∘π.
	





그 결과, 모든 열린집합 U에 대해 사상 𝒪Y(U)→𝒪X(πpre(U))를 얻었습니다.

[image: 도표]



이제 일반적인 국소 환 달린 공간의 경우, 단면은 그저 임의의 환일 뿐이며, 그다지 잘 다뤄지지 않을 수도 있습니다. 그래서 해결책은 π♯의 데이터를 사상의 정의의 일부로 포함시키는 것입니다.





비고 87.1.1.


예제 87.4.2에서 보게 되듯이, 대수적 다양체의 경우 사상이 위상 공간의 사상에 의해 유일하게 결정되는 상황과는 달리, 여기서는 π♯가 사상 π에 의해 반드시 유일하게 결정되는 것은 아닙니다. 따라서 π♯를 포함시키는 것이 필요합니다.








정의 87.1.2.


(X,𝒪X)→(Y,𝒪Y)의  환 달린 공간의 사상은 쌍 (π,π♯)로 구성되는데, 여기서 π:X→Y는 (위상 공간의) 연속 사상이고, π♯는 환 준동형사상의 선택으로 구성됩니다




	
	π♯U:𝒪Y(U)→𝒪X(πpre(U))
	





모든 열린집합 U⊆Y에 대해, 제한 도식이

𝒪Y(U)𝒪X(πpre(U))𝒪Y(V)𝒪X(πpre(V))
V⊆U에 대해 가환하도록 합니다.








표기의 남용 87.1.3.


(π,π♯):(X,𝒪X)→(Y,𝒪Y)를 그냥 π:X→Y로 줄여 쓰겠습니다. 비록 이 표기가 위상 공간에 대한 표기와 정확히 동일하다는 사실에도 불구하고 말입니다.







명백한 항등 사상이 존재하며, 따라서 우리는 동형사상 등도 범주론적인 방식으로 정의할 수 있습니다.







87.2 줄기를 통한 환 달린 공간의 사상


놀랍지 않게도, 우리가 국소화를 사랑하게 된 지금, 단면은 줄기보다 다루기 더 번거롭습니다. 그러므로 모든 열린집합 U에서 π♯U를 명시하는 대신, 줄기를 통해 그렇게 할 수 있다면 더 나을 것 같습니다(줄기는 열린집합보다 수가 적으므로, 이렇게 하면 많은 수고를 덜 수 있습니다!).




먼저 우리가 실제로 줄기의 사상을 얻는다는 것을 관찰하는 것부터 시작합시다.





명제 87.2.1 (유도된 줄기 사상).


π:X→Y가 π(p)=q를 보내는 환 달린 공간의 사상이라면, 우리는 사상을 얻습니다




	
	πp♯:𝒪Y,q→𝒪X,p
	





π(p)=q일 때마다 그러합니다.







이는 국소 환 달린 공간의 사상을, 위상 공간 위의 연속 사상에 더해, π(p)=q인 각 경우마다 q에서의 각 싹을 p에서의 싹으로 대응시키는 배정으로 그릴 수 있음을 의미합니다.

[image: 도표]
다시, 이를 당겨오기 그림과 비교해 봅시다. 이는 대략, 함수 f가 q에서 어떤 풍부한 값을 가진다면, π♯(f)는 p에서 그에 대응하는 풍부한 값을 배정받아야 한다는 것을 말하고 있습니다. q와 p에서의 줄기가 일반적으로 서로 다른 환일 수 있으므로 이 유비가 완벽하지는 않지만, 적어도 환 준동형사상(그 배정)은 있어야 합니다.




증명.


(s,U)가 q에서의 싹이라면, (π♯(s),πpre(U))는 p에서의 싹이며, 이는 제한과의 호환성 덕분에 잘 정의된 사상입니다. ∎





우리는 이미 다음과 같은 의미에서 유일성을 명백히 가지고 있습니다.





명제 87.2.2 (줄기를 통한 사상의 유일성).


환 달린 공간의 사상 (π,π♯):(X,𝒪X)→(Y,𝒪Y)와 그에 대응하는 줄기의 사상 π♯p를 생각합시다. 그러면 π♯는 π♯p에 의해 유일하게 결정됩니다.







증명.


단면 s∈𝒪Y(U)가 주어졌을 때, 다음과 같이 놓습니다




	
	t=π♯U(s)∈𝒪X(πpre(U))
	





π♯ 아래에서의 상을 나타냅니다.




각 p∈πpre(U)에 대해 tp를 알고 있는데, 이는 정의에 의해 π♯p(t)와 같기 때문입니다. 즉, t의 모든 싹을 알고 있습니다. 따라서 t를 알고 있습니다. ∎





그러나 모든 줄기 사상의 선택이 π♯U로 이어지는 것은 아님이 분명해 보입니다: 일종의 “연속성” 또는 “호환성”이 필요합니다. 실제로 명시적인 진술을 적어볼 수 있습니다: U 위의 호환 가능한 싹들의 수열은 각각 πpre(U) 위의 호환 가능한 싹들의 수열로 대응되어야 합니다. 지금은 이에 대한 형식적인 진술을 제시하지 않는데, 그 진술이 다루기 번거롭고, 곧 실제 사례에서 (더 이해가 잘 되는 형태로) 보게 될 것이기 때문입니다.





비고 87.2.3 (동형사상은 줄기에 의해 결정됩니다).


증명하지는 않겠지만 알아두면 좋은 사실이 하나 있습니다: 환 달린 공간의 사상 (π,π♯):(X,𝒪X)→(Y,𝒪Y)가 동형사상인 것은 π가 위상동형사상이고, 게다가 각 p∈X에 대해 π♯p가 동형사상인 것과 동치입니다.










87.3 국소 환 달린 공간의 사상


한편, 우리의 줄기들이 국소환이라는 사실을 보았는데, 이는 실제로 값에 대해 이야기할 수 있게 해줍니다. 그래서 우리는 값의 개념이 보존되도록 보장하기 위해 호환성 조건을 하나 더 추가하고자 합니다. 이제 앞의 그림에서 p와 q에서의 줄기는 서로 다를 수 있으므로, κ(p)와 κ(q)는 서로 다른 체일 수도 있습니다.





정의 87.3.1.


국소 환 달린 공간의 사상이란 다음과 같은 추가 성질을 만족하는 환 달린 공간의 사상 π:X→Y를 말합니다: π(p)=q일 때마다, 줄기에서의 사상 또한 잘 정의된 환 준동형사상을 유도합니다.




	
	π♯p:κ(q)→κ(p).
	











그래서 우리는 π♯p가 잉여체에서 체 준동형사상을 유도할 것을 요구합니다222이는 문제 5B에 의해 자동으로 단사임을 의미합니다.. 특히, π♯(0)=0이므로, 이는 매우 중요한 무언가를 의미합니다:


국소 환 달린 공간의 사상에서, 어떤 싹이 q에서 소멸하는 것은 대응하는 싹이 p에서 소멸하는 것과 동치입니다.







연습문제 87.3.2 (이른바 “국소환 준동형사상”).


이것이 다음을 요구하는 것과 동치임을 보이십시오




	
	(π♯p)img(𝔪Y,q)⊆𝔪X,p
	





즉 쉽게 말하면, q에서의 싹의 값이 영인 것은 p에서 대응하는 싹의 값이 영인 것과 동치입니다.







저는 (π♯)img(𝔪Y,q)⊆𝔪X,p라는 이 표현을 그다지 좋아하지 않는데, 많은 기호들 뒤에 기하학적 직관—즉 “한 점에서의 값”이라는 개념이 어떤 식으로든 보존되기를 원한다는 것—을 숨기기 때문입니다.




이 시점에서 우리는 스킴의 정의를 서술할 수 있으며, 앞으로 몇 개의 절 동안은 실제로 사용하지 않겠지만 여기서 그것을 제시하겠습니다.





정의 87.3.3.


스킴이란 모든 점이 아핀 스킴과 동형인 열린 근방을 갖는 국소 환 달린 공간을 말합니다. 스킴의 사상이란 그저 국소 환 달린 공간의 사상입니다.







특히, SpecA는 스킴입니다 (열린 근방이 공간 전체가 되는 경우입니다!). 그러니 이제 그것들부터 살펴보도록 합시다.







87.4 아핀 스킴 사이의 사상의 몇 가지 예


좋습니다, 지난 몇 절 동안 예시가 부족했던 점에 대해 사과드립니다. 이제 만회해 보도록 하겠습니다. 여기서는 모든 움직이는 부분들이 실제로 작동하는 모습을 볼 수 있습니다.





87.4.1 한 점 스킴



예제 87.4.1 (Specℝ은 잘 작동합니다).


X=Specℝ→Specℝ=Y인 사상은 오직 하나뿐입니다. 실제로 이들은 점이 하나인 공간이며, 사상 ℝ=𝒪Y(Y)→𝒪X(X)=ℝ를 명시하는 방법은 오직 하나뿐인데, ℝ의 체 자기동형사상은 (항등사상) 하나밖에 없기 때문입니다.








예제 87.4.2 (Specℂ의 공포담).


놀랍게도 X=Specℂ→Specℂ=Y인 사상은 여러 개 존재합니다! 실제로 이들은 점이 하나인 공간이므로, 다시금 우리는 사상 ℂ=𝒪Y(Y)→𝒪X(X)=ℂ를 명시하는 것으로 귀착됩니다. 그러나 항등사상 외에도 복소켤레 또한 성립하며, 이른바 ℂ의 “야생 자기동형사상” 몇 가지 역시 성립합니다.







이러한 동작은 명백히 끔찍하므로, 예시를 위해 일부 예시들은 방금 본 공포담을 피하기 위해 ℂ 대신 ℝ을 사용합니다. 그러나 나중에 환 준동형사상이 ℂ를 고정하도록 강제하는 “ℂ 위의 스킴”을 이용한 간단한 해결책이 있습니다.





예제 87.4.3 (Speck와 Speck′).


일반적으로, k와 k′이 체라면, 사상 Speck→Speck′은 체 준동형사상 k′→k와 전단사 대응됨을 알 수 있는데, 명시해야 할 것이 그것밖에 남지 않기 때문입니다.










87.4.2 상수 사상의 예



예제 87.4.4 ((y−3)로 가는 상수 사상).


우리는 스킴 사상을 분석합니다




	
	X=Specℝ[x]→𝜋Specℝ[y]=Y
	





이는 X의 모든 점을 𝔪=(y−3)∈Y로 보냅니다. 상수 사상은 위상이 아무리 이상하더라도 항상 연속이므로, 이 덕분에 우리는 그저 단면에만 주의를 집중할 수 있습니다.




이 예시는 충분히 간단해서, 저는 줄기가 더 간단하다고 생각함에도 불구하고 단면으로도 처리할 수 있습니다. U를 Y의 임의의 열린집합이라 하면, 우리는 다음과 같은 사상을 명시해야 합니다




	
	π♯U:𝒪Y(U)→𝒪X(πpre(U)).
	





U가 (y−3)을 포함하지 않으면, πpre(U)=∅이므로 𝒪X(∅)=0은 영환이고 아무것도 할 필요가 없습니다.




반대로 U가 (y−3)을 포함한다면 πpre(U)=X이므로, 이번에는 다음과 같은 사상을 명시하고자 합니다




	
	π♯U:𝒪Y(U)→𝒪X(X)=ℝ[x]
	





이는 제한 사상을 만족합니다. 임의의 U에 대해, 원소 y는 ℝ[x]의 단원으로 보내져야 함에 주목하십시오. (y)를 포함하지 않는 U의 부분집합에 대해서는 1/y 역시 단면이기 때문입니다. 좀 더 자세히 설명하면, W=U∩D(y)라 두어 (y)∉W가 되도록 하면, 다음과 같습니다




	
	π♯W(y)=π♯U(y)그리고π♯W(y)π♯W(1/y)=1.
	





사실 임의의 실수 c≠3에 대해, y−c는 ℝ[x]의 단원으로 사상되어야 합니다. 이는 y↦3∈ℝ[x]인 경우에만 가능합니다.




우리는 y↦3을 통해 ℝ[y]↦ℝ[x]를 명시했으므로, 그것이 우리가 필요로 했던 모든 환 준동형사상을 결정합니다.







하지만 우리는 줄기를 사용할 수도 있었습니다. 우리는 다음과 같은 사상을 명시하고자 했습니다




	
	ℝ[y](y−3)=𝒪Y,(y−3)→𝒪X,𝔭
	





모든 소 아이디얼 𝔭에 대해, 호환되는 싹을 호환되는 싹으로 보내는 것입니다…그런데 잠깐, (y−3)은 모든 싹을 쏟아내고 있습니다. 따라서 𝒪SpecY,(y−3)의 모든 개별 싹은 SpecX의 모든 점 위에서 (호환되는) 싹을 산출해야 하며, 이는 전역 단면 전체의 데이터에 해당합니다. 그러므로 우리는 실제로는 다음을 명시하려는 것입니다




	
	ℝ[y](y−3)=𝒪Y,(y−3)→𝒪X(X)=ℝ[x].
	





앞서 보았듯이 이는 y↦3을 요구하는데, 임의의 c≠3에 대해 y−c가 ℝ[x]의 단원이기 때문입니다.





예제 87.4.5 ((y2+1)로 가는 상수 사상은 존재하지 않음).


모든 것을 (y2+1)로 보내는 상수 사상 X=Specℝ[x]→Specℝ[y]=Y가 존재하는지 살펴봅시다. 앞선 예시를 그대로 따라 하면, 우리가 원하는 것은 다음과 같습니다




	
	𝒪Y(U)→𝒪X(X)=ℝ[x].
	





우리는 y와 1/y가 갈 곳이 없음을 알게 됩니다. 지난번과 같은 논증에 의해 y−c는 ℝ[x]의 단원이어야 하는데, 이번에는 임의의 실수 c에 대해서 그러합니다.




이번에도 줄기는, 심지어 잉여체만으로도, 이를 보여줍니다. 예를 들어 우리는 다음과 같은 체 준동형사상이 필요할 것입니다




	
	ℂ=κ((y2+1))→κ((x))=ℝ
	





그러나 그런 것은 존재하지 않습니다.







여러분은 이미 다음을 눈치챘을지도 모릅니다





예제 87.4.6 (일반점은 더 작은 점을 밀어낸다).


이야기를 바꾸어, 사상 Specℂ[x]→Specℂ[y]를 생각해 봅시다. 우리는 𝔪이 ℂ[x]의 극대 아이디얼(닫힌점)이라면, 이것이 결코 ℂ[y]의 일반점 (0)으로 보내질 수 없다고 주장합니다.




그렇지 않다면, 우리는 국소 환 준동형사상을 얻게 될 것입니다




	
	ℂ(y)≅𝒪Specℂ[y],(0)→𝒪Specℂ[x],𝔪≅ℂ[x]𝔪
	





이는 특히 우리가 잉여체 사이의 사상을 갖는다는 것을 의미합니다




	
	ℂ(y)→ℂ[x]/𝔪≅ℂ
	





그런데 이는 불가능합니다. 그러한 체 준동형사상은 전혀 존재하지 않기 때문입니다(왜 그럴까요?).







마지막 예시는 일반적으로 좋은 직관을 줍니다. ”더 일반적인” 점은 ”덜 일반적인” 점보다 더 큰 줄기를 갖는 경향이 있으며, 따라서 그런 점들을 밀어냅니다.







87.4.3 사상 t↦t2


이제 우리는 t↦t2라는 사상으로 생각할 만한 것을 살펴봅니다.





예제 87.4.7 (사상 t↦t2).


우리는 다음과 같은 사상을 살펴봅니다




	
	π:X=Specℂ[x]→Specℂ[y]=Y
	





점에서 다음과 같이 정의됩니다:




	
	π((0))
	=(0)
	





	
	π((x−a))
	=(y−a2).
	





원하신다면 이 사상이 연속인지 확인해 보실 수 있습니다. 저는 놀랍게도 점에서의 이러한 행동만으로도 실제로 π♯를 읽어낼 수 있다고 주장합니다. 그 이유는 우리가 다음과 같은 요구 사항을 부과했기 때문입니다: 절단 s가 𝔮∈Y에서 소멸하는 것은 π♯X(s)가 𝔭∈X에서 소멸하는 것과 동치이며, 여기서 π(𝔭)=𝔮입니다. 그러면 이제:


	•

절단 y∈𝒪Y(Y)를 생각해 봅시다. 이는 오직 (y)∈Specℂ[y]에서만 소멸합니다. 그러면 그 상 π♯Y(y)∈𝒪X(X)는 정확히 (x)∈Specℂ[x]에서 소멸해야 하므로, 어떤 정수 n≥1에 대해 π♯Y(y)=xn입니다.




	•

절단 y−4∈𝒪Y(Y)를 생각해 봅시다. 이는 오직 (y−4)∈Specℂ[y]에서만 소멸합니다. 그러면 그 상 π♯Y(y−4)∈𝒪X(X)는 정확히 (x−2)∈Specℂ[x]와 (x+2)∈Specℂ[x]에서 소멸해야 합니다. 따라서 π♯Y(y)−4는 어떤 a≥1과 b≥1에 대해 (x−2)a(x+2)b로 나누어떨어집니다.






따라서 절단들의 최상위 사상 π♯Y에서 y↦x2이며, 그러므로 모든 절단의 사상에서도 (또한 모든 줄기에서도) 마찬가지입니다.







위의 예는 t2을 어떤 다항식 f(t)로 바꾸어도 마찬가지로 성립하며, 그러면 (x−a)는 (y−f(a))로 사상됩니다. y의 상은 다항식 g(x)여야 하며, 이는 임의의 c∈ℂ에 대해 g(x)−c가 f(x)−c와 같은 근을 가진다는 성질을 만족해야 합니다. 다시 말하면, f와 g는 같은 값을 가지므로, f=g입니다.





비고 87.4.8 (일반점 줄기의 압도적 위력).


또한 지적하고 싶은 점은, 일반점에서의 줄기만으로도 다항식을 읽어낼 수 있다는 것입니다: 예를 들어, 앞선 예에서는




	
	ℂ(y)≅𝒪Specℂ[y],(0)→𝒪Specℂ[x],(0)≅ℂ(x)y↦x2.
	





이것이 일반점이 그토록 강력한 이유의 일부입니다. 우리는 다항식의 경우, “일반적인” 점에서 무슨 일이 일어나는지 알면 전체 사상을 알아낼 수 있으리라 기대합니다. 이 직관은 참입니다: 일반점에서의 각 배아가 어디로 가는지 아는 것만으로 전체 사상을 알기에 충분합니다.










87.4.4 산술적 예



예제 87.4.9 (Specℤ[i]→Specℤ).


이제 스킴의 사상 π:Specℤ[i]→Specℤ를 구성하겠습니다. 점 위에서는 다음과 같이 작동합니다




	
	π((0))
	=(0)
	





	
	π((p))
	=(p)
	





	
	π((a+bi))
	=(a2+b2)
	





여기서 a+bi는 가우스 소수입니다: 예를 들어 π((2+i))=(5)이고 π((1+i))=(2)입니다. 앞서와 마찬가지로 지금 줄기에서 유도되는 사상을 알아낼 수도 있겠지만, 잠시 후 그 수고를 덜어 줄 큰 정리를 다루겠습니다.












87.5 큰 정리


우리는 국소환 공간의 사상에 대한 전체 데이터를 명시하면서 SpecA→SpecB의 몇 가지 예를 손으로 다루어 보았습니다. 사실 그렇게 많은 데이터를 명시할 필요가 없었으며, 그 과정의 상당 부분을 자동화할 수 있다는 것이 밝혀집니다:





명제 87.5.1 (아핀 재구성).


π:SpecA→SpecB를 스킴의 사상이라 합시다. ψ:B→A를 전역 절단을 취하여 얻어지는 환 준동형사상이라 합시다, 즉




	
	ψ=π♯B:𝒪SpecB(SpecB)→𝒪SpecA(SpecA).
	





그러면 우리는 ψ만 가지고 π를 복원할 수 있습니다; 실제로 π는 다음과 같이 명시적으로 주어집니다




	
	π(𝔭)=ψpre(𝔭)
	





그리고




	
	π♯𝔭:𝒪Y,π(𝔭)→𝒪X,𝔭 에 의해f/g↦ψ(f)/ψ(g).
	











이것이 아핀 스킴의 큰 기적입니다. 그 정의에 담긴 엄청난 양의 데이터에도 불구하고, 우리는 아핀 스킴 사이의 사상을 최상위 수준의 단 하나의 환 준동형사상으로 압축할 수 있습니다.




증명.


이는 두 부분을 필요로 합니다.


	•

우리는 사상들이 점에서 일치하는지 확인해야 합니다; 놀랍게도 이것이 더 어려운 절반입니다. 이것이 어떻게 작동하는지 보기 위해, 𝔮=π(𝔭)라 합시다. 핵심 사실은 함수 f∈B가 𝔮에서 소멸하는 것은 π♯B(f)가 𝔭에서 소멸하는 것과 동치라는 것입니다(왜냐하면 π♯B는 국소 환의 준동형사상이어야 하기 때문입니다). 따라서,




	
	π(𝔭)
	=𝔮={f∈B∣f∈𝔮}
	





	
	
	={f∈B∣f 에서 소멸합니다𝔮}
	





	
	
	={f∈B∣π♯B(f) 에서 소멸합니다𝔭}
	





	
	
	={f∈B∣π♯B(f)∈𝔭}={f∈B∣ψ(f)∈𝔭}
	





	
	
	=ψpre(𝔭).
	








	•

우리는 또한 줄기에서의 사상이 같은지도 확인하고 싶습니다. 𝔭∈SpecA, 𝔮∈SpecB이고, (위의 두 경우 모두에서) 𝔭↦𝔮라 합시다.




우리의 원래 π에서, 사상 π♯𝔭:B𝔮→A𝔭를 생각해 봅시다. 우리는 이것이 각 f∈B를 ψ(f)∈A로 보낸다는 것을 압니다. 이는 𝔮에서 각 전역 절단 f∈B의 배아를 취함으로써 얻어집니다. 따라서 이것은 필요한 대로 f/g를 ψ(f)/ψ(g)로 보내야 합니다, 왜냐하면 환 준동형사상이기 때문입니다. ∎










이 모든 것은 하나의 훌륭한 발상을 시사합니다: 만약 ψ:B→A가 임의의 환 준동형사상이라면, 우리는 방금 발견한 증명의 조각들을 이용하여 스킴의 사상을 구성할 수 있어야 합니다. 우리가 해야 할 유일한 추가 작업은 자리스키 위상에서 연속인 사상을 얻는지, 그리고 적절한 π♯를 얻을 수 있는지 확인하는 것입니다.




이렇게 하여 우리는 아핀 스킴에 관한 거대하고 중요한 정리를 얻습니다.





정리 87.5.2 (SpecA→SpecB는 그저 B→A입니다).


이 두 구성은 환 준동형사상 B→A와 SpecA→SpecB 사이의 전단사를 줍니다.







증명.


각 π:SpecA→SpecB를 취해 환 준동형사상 ψ를 얻는 방법을 살펴보았습니다. 명제 87.5.1은 이 사상이 단사임을 보여줍니다. 따라서 이것이 전사임을, 즉 모든 ψ가 어떤 π로부터 나온다는 것을 확인하기만 하면 됩니다.




ψ:B→A가 주어지면, 명제 87.5.1을 그대로 따라 하고 모든 것이 잘 정의됨을 확인함으로써 (π,π♯):SpecA→SpecB를 정의합니다. 세부 사항은 다음과 같습니다:


	•

각 소 아이디얼 𝔭∈SpecA에 대해, π(𝔭)=ψpre(𝔭)∈SpecB로 둡니다 (이는 문제 5C에 의해 역시 소 아이디얼입니다).




연습문제 87.5.3.


결과로 얻어지는 사상 π가 자리스키 위상에서 연속임을 보이십시오.






	•

이제 줄기 위에서도 사상을 정의하고자 하므로, 각 π(𝔭)=𝔮에 대해 다음과 같이 둡니다




	
	B𝔮∋fg↦ψ(f)ψ(g)∈A𝔭.
	





이는 g∉𝔮⟹ψ(g)∉𝔭이므로 성립합니다. 또한 f∈𝔮⟹ψ(f)∈𝔭이므로, 이것이 실제로 국소환 준동형사상임을 알 수 있습니다 (B𝔮의 극대 아이디얼을 A𝔭의 극대 아이디얼로 보냅니다).




f/g가 열린집합 U⊆B 위의 절단이라면(즉 g가 U의 소 아이디얼들에서 소멸하지 않는다면), ψ(f)/ψ(g)는 πpre(U) 위의 절단임을 관찰하십시오(즉 ψ(g)가 πpre(U)의 소 아이디얼들에서 소멸하지 않습니다). 따라서 B 위의 양립 가능한 싹들은 필요한 대로 A 위의 양립 가능한 싹들로 보내집니다.






마지막으로, 결과로 얻어지는 π는 전역 절단에서 π♯B=ψ를 만족하며, 이로써 증명이 완성됩니다. ∎





이것은 범주론을 이용해 간결하게 요약될 수 있습니다:





따름정리 87.5.4 (범주론적 해석).


환의 반대 범주 𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀op는 아핀 스킴의 범주 𝖠𝖿𝖿𝖲𝖼𝗁와 “동치”이며, Spec이 함자 역할을 합니다.







이는 예를 들어 A≅B일 때마다 자연스럽게 SpecA≅SpecB임을 의미합니다.




이 정리가 중요하다는 것을 확실히 인식할 수 있도록, 대수기하학 참고문헌에 대해 읽던 중 MathOverflow에서 발견한 재미있는 댓글을 소개합니다333From https://mathoverflow.net/q/2446/70654.:


그[Hartshorne]는 아핀 스킴의 범주가 환의 범주와 쌍대라는 것을 제가 보기에 전혀 언급하지 않습니다. 저는 스킴의 정의 근처에 큰 글씨로 그것이 쓰여 있기를 기대했습니다. 어떻게 그것을 빠뜨릴 수 있습니까?









87.6 스킴 사상의 추가 예시


이제 큰 망치를 손에 넣었으니, 몇 절 전에 했던 것보다 훨씬 더 간략하게 예시들을 논할 수 있습니다. 여러 가지를 마구 던지기 전에, ℂ→ℂ가 자명하지 않은 체 자기동형사상을 갖는다는 앞서 본 이상한 현상을 없애줄 또 다른 정의를 하나 소개하고자 합니다:





정의 87.6.1.


S를 스킴이라고 합시다.  S 위의 스킴(scheme over S) 또는  S-스킴은 스킴 X와 사상 X→S의 짝입니다. S-스킴의 사상은 스킴 사상 X→Y로서 다음 도식이 XYS 이 가환하도록 하는 스킴 사상 X→Y를 말합니다. 종종 S=Speck인 경우, X를 간단히 k 위의 스킴 또는 k-스킴이라 부르겠습니다.








예제 87.6.2 (Speck[…]).


어떤 아이디얼 I에 대해 X=Speck[x1,…,xn]/I이면, X는 자연스럽게 k-스킴이 됩니다; 명백한 준동형사상 k↪k[x1,…,xn]/I가 있으므로 이것이 사상 X→Speck를 줍니다.








예제 87.6.3 (Specℂ[x]→Specℂ[y]).


ℂ-스킴으로서, 사상 Specℂ[x]→Specℂ[y]는 다음 도식이 가환하는 준동형사상 ψ:ℂ[y]→ℂ[x]와 일치합니다.

ℂ[x]ℂ[y]ℂψ
이 가환하도록 하는 환 준동형사상 ψ:ℂ[y]→ℂ[x]와 일치합니다. “ℂ 위”라는 조건이 이전의 병리적 현상을 없애줌을 알 수 있습니다: ψ는 ℂ를 보존하도록 요구됩니다. 따라서 이 사상은 y의 상, 즉 ℂ[x] 안의 다항식의 선택에 의해 결정됩니다. 예를 들어 ψ(y)=x2이면 우리가 처음 본 예시를 다시 얻습니다. 이는 이러한 사상들이 다항식에 대응해야 한다는 직관과 일치합니다.








예제 87.6.4 (Spec𝒪K).


이는 앞서 나온 Specℤ[i]를 일반화한 것입니다. K가 수체이고 𝒪K가 정수환이라면, (유일한) 환 준동형사상 ℤ↪𝒪K로부터 자연스러운 사상 Spec𝒪K→Specℤ가 존재합니다. 각 유리 소수 (p)∈ℤ 위에서, p가 분해되는 소 아이디얼들을 얻게 됩니다. (아쉽게도 아직 분기를 포착할 방법은 없습니다.)










87.7 비아핀 스킴에 관하여 조금


마침내 우리가 오랫동안 원했던 동형사상을 (소절 85.2.3에서 처음 언급된) 서술할 수 있습니다:





정리 87.7.1 (특수 열린집합은 아핀 스킴과 동형입니다).


A를 환이라 하고 f를 그 원소라 합시다. 그러면




	
	SpecA[1/f]≅D(f)⊆SpecA.
	











증명.


성가신 확인이지만 아직 포함되지 않았습니다. (점의 수준에서 소 아이디얼의 전단사는 이미 살펴보았습니다.) ∎






따름정리 87.7.2 (열린 부분집합은 스킴입니다).



	(a)

아핀 스킴의 공집합이 아닌 열린 부분집합은 그 자체로 스킴입니다.




	(b)

(아핀이든 아니든) 임의의 스킴의 공집합이 아닌 열린 부분집합은 그 자체로 스킴입니다.













증명.


(a) 부분은 본질적으로 이미 완료되었습니다.






질문 87.7.3.


정리 85.2.2를 앞선 명제와 결합하여 (a)를 이끌어내십시오.







그러면 (b) 부분은, U가 열린집합이고 p가 U의 한 점일 때, p에서 아핀 열린 근방 SpecA를 취한 다음, (a)에서와 같이 U∩SpecA를 SpecA의 특수 열린 부분집합들로 덮음으로써 따라 나옵니다. ∎






이제 소절 85.2.4을 다시 살펴봅시다 (ℂ가 k로 대체된다는 점만 다릅니다). 그것이 Speck[x,y]의 열린 부분집합 U임을 이미 살펴보았으므로, 이는 스킴입니다.





질문 87.7.4.


실제로 U가 둘 다 아핀인 두 열린집합으로 덮일 수 있음을 보이십시오.







하지만 이제 정말로 두 개의 특수 열린집합이 필요하다는 것을 보이겠습니다.





명제 87.7.5 (유명한 예시: 구멍 뚫린 평면은 아핀이 아닙니다).


Speck[x,y]에서 (x,y)를 제거하여 얻은 구멍 뚫린 평면 U=(U,𝒪U)는 어떤 아핀 스킴 SpecB와도 동형이 아닙니다.







직관적으로 말하면, 𝒪U(U)=k[x,y]이지만 U는 평면이 아니기 때문입니다.




증명.


우리는 이미 𝒪U(U)=k[x,y]임을 알고 있으며 이를 잘 다룰 수 있습니다. 예를 들어, y∈𝒪U(U)는 마치 x축처럼 보이는 곳에서 소멸하는 전역 절단입니다. 마찬가지로, x∈𝒪X(X)는 마치 y축처럼 보이는 곳에서 소멸하는 전역 절단입니다. 특히, U의 어떤 점도 둘 다에서 소멸하지 않습니다.




이제 모순을 이끌어내기 위해 동형사상이 존재한다고 가정합시다




	
	ψ:SpecB→U.
	





전역 절단에 대한 사상을 취함으로써 (정의의 일부),




	
	k[x,y]=𝒪U(U)→ψ♯𝒪SpecB(SpecB)≅B.
	





그러면 𝒪U(U)의 전역 절단 x와 y는 B에서 상 a와 b를 가져야 하며; 이로부터 환 동형사상 B≅k[a,b]가 존재함이 따라 나옵니다.




[image: 도표]



이제 SpecB에서, 𝒱(a)∩𝒱(b)는 단 하나의 점, 즉 극대 아이디얼 𝔪=(a,b)를 포함하는 닫힌집합입니다. 따라서 SpecB에는 a와 b 모두에서 소멸하는 점이 정확히 하나 존재합니다. 스킴의 사상이 값을 보존하도록 요구했기 때문에 (국소 환달린 공간에 대한 큰 소동이 바로 그 때문입니다), 이는 U에도 x와 y 모두에서 소멸하는 점이 하나 있어야 함을 의미합니다. 하지만 그런 점은 없습니다 — 우리가 삭제한 것이 바로 원점이었습니다. ∎








87.8 여기서 어디로 갈 것인가


이 장으로 스킴의 정의를 위한 긴 준비 과정이 마무리됩니다. 지금으로서는 안타깝게도 이것이 제가 시간을 낼 수 있는 한계입니다. 그러므로, 스킴이 실제로 “현실 세계”에서 어떻게 사용되는지 직접 보고 싶다면, 다른 곳을 찾아보아야 합니다.




제가 기꺼이 추천하는 좋은 참고문헌은 [GAT03]이며; 더 어려운 (그리고 유명한) 것으로는 [VAK17]이 있습니다. 더 자세한 언급은 Appendix A를 참고하십시오.







87.9 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 87A.


아핀 스킴 X=SpecR이 주어졌을 때, 스킴의 사상 X→Specℤ가 유일하게 존재함을 보이고, 이것이 X의 점들을 어디로 보내는지 설명하십시오.


힌트. 𝖠𝖿𝖿𝖲𝖼𝗁≃𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀이라는 사실을 이용하십시오.




풀이. ℤ가 𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀의 시작 대상이므로, Specℤ는 𝖠𝖿𝖿𝖲𝖼𝗁의 끝 대상이 됩니다. 𝔭는 체 𝒪X,𝔭/𝔪X,𝔭의 표수로 보내집니다.










문제 87B.


Specℤ[x]에서 점 𝔪=(2,x)를 제거하여 얻은 열린 부분집합은 어떤 아핀 스킴과 동형입니까?











부 XXI 집합론 I: ZFC, 순서수, 그리고 기수


	88 막간: 코시의 함수 방정식과 초른의 보조정리

	89 선택공리를 포함한 체르멜로-프렝켈

	90 순서수

	91 기수






장 88 막간: 코시의 함수 방정식과 초른의 보조정리


이것은 초른의 보조정리에 관한 비공식적인 장으로, Napkin의 마지막 부분들에서 다룰 내용에 대한 개요를 제공합니다. 흐름의 연속성을 잃지 않고 건너뛸 수 있습니다.




올림피아드 수학의 세계에는 다음과 같은 유명한 함수 방정식이 있습니다:




	
	f:ℝ→ℝf(x+y)=f(x)+f(y).
	





그 해가 무엇인지는 다들 알고 있습니다! 명백한 해의 족으로 f(x)=cx가 있습니다. 그리고 또한 어… 음… 불연속인 해들의 족도 있습니다 (웅얼웅얼) 병적인 (중얼중얼) 선택공리 (웅얼).




초른의 보조정리라 불리는 것도 있습니다. 이것은 선택공리와 동치이기 때문에 무섭게 들리는데, 선택공리 역시 그냥 무섭습니다.




이 글에서는 이것들이 들리는 것만큼 그렇게 무섭지 않다는 것을 보이면서 그 무서움을 걷어내 보려고 합니다.





88.1 괴물을 하나 만들어 봅시다


”나쁜” f를 한번 구성할 수 있는지 보고 무슨 일이 일어나는지 살펴봅시다.




척도 조정을 통해, 일반성을 잃지 않고 f(1)=1이라고 가정합시다. 그러면 모든 정수 n에 대해 f(n)=n이며, 여기서부터 다음을 쉽게 보일 수 있습니다




	
	f(mn)=mn.
	





따라서 f는 모든 유리수에 대해 결정됩니다. 그리고 그 다음엔 막히게 됩니다.




이 중 어느 것도, 예컨대 f(2)를 결정하는 데는 쓸모가 없습니다. 유리수들을 하루 종일 더하고 빼봐야, 이를테면 2는 전혀 등장하지 않을 것입니다.




뭐, 어차피 판을 뒤엎어 보려는 것이니, 다음과 같이 놓아 봅시다




	
	f(2)=2015
	





안 될 이유가 뭐 있겠습니까? 같은 귀납법에 의해 f(n2)=2015n을 얻고, 그러면




	
	f(a+b2)=a+2015b.
	





여기서 a와 b는 유리수입니다. 자, 지금까지는 좋습니다 – 지금 쓰여진 대로라면 이것은 완벽하게 좋은 해입니다. 다만 우리가 f를 실수 전체 중 아주 작은 부분에 대해서만 정의했다는 점만 빼면 말입니다.




뭐, 이런 일은 하루 종일 계속할 수 있습니다:




	
	f(a+b2+c3+dπ)=a+2015b+1337c−999d.
	





완벽하게 모순 없이 성립합니다.




이제 어떻게 계속해 나가야 할지 대략 감이 잡힐 것입니다. 그저 이전의 몇몇과 ”독립적인” 새로운 실수들을 계속 집어넣으면서, 우리가 원하는 아무 값에나 대응시키면 됩니다. 이것이 충분히 작동할 것처럼 느껴집니다. . .




잠시 후 ”독립적”이라는 것이 무엇을 뜻하는지 설명하겠습니다만(이미 짐작하셨을 수도 있습니다), 지금 당장은 더 큰 문제가 있습니다: 아무리 많은 수를 집어넣어도, 결코 끝나지 않을 것처럼 보인다는 점입니다. 먼저 두 번째 문제부터 다뤄봅시다.







88.2 유한 귀납법 복습


귀납법을 사용할 때는 1, 2, 3, … 이런 식으로 세어 나갈 수 있습니다. 예를 들어 다음과 같은 ”문제”가 있다고 합시다:


n개의 열린 구간의 교집합이 ∅이거나 열린 구간임을 증명하십시오.



이는 귀납법으로 쉽게 증명할 수 있습니다: n=2일 때 성립하고, 더 큰 경우에도 마찬가지로 쉽습니다.




하지만 이로부터 무한히 많은 열린 구간이 어떤 열린 구간에서 교차한다고 결론지을 수는 없습니다. 실제로 이것은 거짓입니다: 다음 구간들을 생각해 봅시다




	
	(−1,1),(−12,12),(−13,13),(−14,14),…
	





이 무한 구간 집합은 단 한 점 {0}에서 교차합니다!




이 이야기의 교훈은 귀납법으로는 무한에 도달할 수 없다는 것입니다. 아쉬운 일인데, 왜냐하면 우리는 괴물을 만드는 데 귀납법을 사용하고 싶었기 때문입니다. 결국 우리가 하고 있는 일이 바로 하나씩 더해 나가는 것이기 때문입니다.







88.3 초한 귀납법


그런데 알고 보면 가능합니다만, 새로운 수의 개념, 이른바 순서수가 필요합니다. 저는 이를 장 90의 첫 두 절에서 완전한 형태로 정의합니다(궁금한 독자는 그 두 절로 바로 건너뛰어도 좋습니다), 하지만 이 장에서는 아직 그 완전한 정의가 필요하지 않습니다.




제가 하고 싶은 말은 이것입니다: 모든 자연수 다음에




	
	0,1,…,
	





저는 ω라는 새로운 수를 놓겠습니다. 이는 모든 자연수보다 큰 첫 번째 순서수입니다. 그 뒤에는 다음과 같이 불리는 수들이 더 있습니다




	
	ω+1,ω+2,…
	





그리고 마침내 ω⋅2라는 수가 나옵니다.




목록은 계속됩니다:




	
	0,
	1,2,3,…,ω
	





	
	
	ω+1,ω+2,…,ω+ω
	





	
	
	ω⋅2+1,ω⋅2+2,…,ω⋅3
	





	
	
	⋮
	





	
	
	ω2+1,ω2+2,…
	





	
	
	⋮
	





	
	
	ω3,…,ω4,…,ωω…,ωωω…
	





그림으로 표현하면 대략 이렇게 보입니다:

[image: [Uncaptioned image]]
이미지 출처 [5]

(이 도식은 초기 구간만 보여줄 뿐이며, ωωω+1000과 같이 더 큰 순서수들이 여전히 존재한다는 점에 유의하십시오).




아무튼, 자연수가 모든 유한 집합을 ”지배하는” 것과 같은 방식으로, 순서수는 다음과 같은 의미에서 모든 집합을 지배합니다. 본질적으로 선택 공리를 가정하면, 모든 집합 S에 대해 S보다 큰 어떤 순서수 α가 존재한다는 결론이 따라 나옵니다(이 ”크다”는 의미는 이후 장에서야 정확히 다루겠습니다).




그런데 알고 보면(그리고 직관적으로도 알 수 있듯이) 순서수가 아무리 커지더라도 무한 하강 사슬은 존재하지 않습니다. 즉, 어떤 순서수(예를 들어 2ω+4)에서 시작해서 아래로 내려가면, 0에 도달하기까지 유한한 횟수의 도약만 할 수 있습니다. (이를 확인하려면 2ω+4에서 시작하는 사슬을 직접 적어 보십시오.) 따라서 귀납법과 재귀법은 여전히 그대로 작동합니다:





정리 88.3.1 (초한 귀납법).


명제 P(−)가 주어졌을 때, 다음을 가정합시다


	•

P(0)이 참이고, 그리고




	•

모든 α<β에 대해 P(α)가 참이면, P(β)도 참입니다.






그러면 P(β)는 참입니다.







마찬가지로, 모든 α<β에 대해 xα의 값을 알고 있다면 xβ를 정의하는 재귀를 수행할 수 있습니다.




일반적인 귀납법이나 재귀법과의 차이점은, 우리가 종종 ”xn+1=…를 정의한다”와 같은 방식만을 사용한다는 것입니다. 하지만 이것으로는 모든 α에 대해 xα를 정의하기에 충분하지 않습니다. 이를 확인하려면, 우리의 일반적인 귀납법을 사용해서 사다리를 얼마나 높이 오를 수 있는지 시도해 보십시오.




답: ω에는 도달할 수 없습니다! 이는 어떤 자연수 n에 대해서도 n+1의 형태가 아니기 때문입니다 – 우리의 유한 귀납법은 ω보다 작은 순서수까지만 도달하게 해줍니다. 마찬가지로, 단순한 +1은 이미 모든 n에 대해 ω+n을 가지고 있더라도 순서수 ω⋅2에 도달하게 해주지 않습니다. 이러한 순서수들을  극한 순서수라고 부릅니다. α+1의 형태인 순서수는  후행자 순서수라고 부릅니다.




그래서 초한 귀납법이나 재귀법은 매우 흔히 세 가지 경우로 나뉩니다. 귀납법의 표현으로는 다음과 같은 모습입니다


	•

(영 사례) 먼저, P(0)을 해결합니다.




	•

(후행자 사례) P(α)로부터 P(α+1)을 얻을 수 있음을 보입니다.




	•

(극한 사례) λ가 극한 순서수일 때, 모든 α<λ에 대해 P(α)가 주어지면 P(λ)가 성립함을 보입니다.






마찬가지로, 초한 재귀도 종종 경우들로 나뉩니다.


	•

(기저 경우) 먼저, x0을 정의합니다.




	•

(후행자 경우) xα로부터 xα+1을 정의합니다.




	•

(극한 경우) 모든 α<λ에 대해 xα로부터 xλ를 정의합니다. 여기서 λ는 극한 순서수입니다.






두 상황 모두에서, 유한 귀납법은 처음 두 경우만 다루지만, 세 번째 경우를 다룰 수 있다면 우리는 장벽 ω를 훌쩍 넘어설 수 있습니다.







88.4 함수 방정식 마무리하기


우리 문제를 푸는 것으로 돌아갑시다.




Sn을 n번째 단계에서 우리가 가진 ”기저” 숫자들의 집합이라 합시다. 우리 예시에서는 다음과 같을 수 있습니다




	
	S1={1},S2={1,2},S3={1,2,3},S4={1,2,3,π},…
	





그리고 모든 실수를 표현할 수 있을 때까지 Si를 계속 쌓아나가고 싶습니다. 완전성을 위해, S0=∅이라고 선언하겠습니다.




먼저, ”독립적”이라는 것을 더 정확히 할 필요가 있습니다. 직관적으로, 이 구성이 작동하는 이유는




	
	a+b2+c3+dπ
	





유리수 a, b, c, d(모두 0인 경우를 제외하고)에 대해 절대로 0이 되지 않기 때문입니다. 일반적으로, 숫자들의 집합 X는 다음 조합이




	
	c1x1+c2x2+⋯+cmxm=0
	





c1=c2=⋯=cm=0이 아닌 한 유리수 ℚ에 대해 절대 발생하지 않을 때 ”독립적”이라고 합니다. 여기서 xi∈X는 서로 다릅니다. X가 무한집합이더라도 저는 오직 유한합만을 취할 수 있음에 주의하십시오! (이 개념에는 이름이 있습니다: X가 ℚ 위에서 선형독립이기를 원하는 것입니다. 이에 대한 자세한 내용은 벡터 공간 장을 참고하십시오!)




언제 멈춰야 할까요? 우리는 모든 실수가 독립적인 숫자들을 이용해 표현될 수 있을 만큼 큰 집합 S어떤 것을 가졌을 때 멈추고 싶습니다. (이 개념에도 이름이 있습니다: ℚ-기저라고 불립니다.) 그러한 집합을 생성한다고 부릅시다. 생성하는 집합에 도달하면 멈춥니다.




여전히 귀납할 수 있다는 발상은 괜찮아 보입니다: Sα가 생성하지 않는다고 가정합시다. 그러면 Sα와 독립적인 어떤 숫자, 이를테면 2015π 같은 것이 존재합니다. 그러면 그것을 추가하여 Sα+1을 얻습니다. 그리고 계속해 나갑니다.




안타깝게도, 앞서 말했듯이 Sα에서 Sα+1로 갈 수 있는 것(후행자 경우)만으로는 충분하지 않습니다. 극한 경우도 다뤄야 합니다. 하지만 우리가 쓸 수 있는 트릭이 있는 것으로 밝혀졌습니다. 양의 정수 n마다 하나씩, 모든 집합 S0, S1, S2, …를 모두 구성했다고 가정하고, 그중 어느 것도 생성하지 않는다고 합시다. 다음으로 구성하고 싶은 것은 Sω입니다. 어떻게든 ”도약”해야 합니다. 이를 위해, 이제 다음과 같은 무한합집합을 취합니다




	
	Sω=정의S0∪S1∪S2∪….
	





이 집합의 원소들 역시 독립적입니다(왜 그럴까요?).




짜잔! ”존재하는 모든 집합의 합집합을 취한다”는 단순한 트릭으로, 우리는 첫 번째 극한 순서수 ω까지의 장애물을 방금 뛰어넘었습니다. 그런 다음 다시 한번 원소들을 계속 집어넣기만 하면 Sω+1, Sω+2, …를 구성할 수 있습니다. 그러다 다음 장애물인 S2ω를 뛰어넘어야 할 때가 되면, 이전의 모든 집합들을 ”합집합하는” 같은 트릭을 다시 사용하면 됩니다.




따라서 우리는 이 과정을 다음과 같이 공식화할 수 있습니다:


	1.

S0=∅이라 합시다.




	2.

후행자 단계 Sα+1에서는, Sα에 임의의 원소를 추가하여 Sα+1을 얻습니다.




	3.

극한 단계 Sλ에서는, 합집합 ⋃γ<λSγ를 취합니다.






우리가 결국 멈추게 될 것임을 어떻게 알 수 있을까요? 사실 이 과정은 실수들을 많이 소모합니다. 특히, (선택공리를 가정하면) 순서수들은 ℝ의 크기보다 커집니다. 따라서 멈추지 않는다면 우리는 말 그대로 모든 단 하나의 실수를 다 써버린 지점에 도달하게 됩니다. 그때가 되면 원소들이 결코 독립적일 수 없으므로, 이는 명백히 불가능합니다!




따라서 초한 재귀에 의해, 우리는 결국 생성하는 어떤 Sγ에 도달합니다: 원소들은 모두 독립적이지만, 모든 실수가 이를 이용해 표현될 수 있습니다. 끝!







88.5 초른의 보조정리


이제 초른의 보조정리가 무엇인지 말씀드릴 수 있습니다: 이는 우리가 어떤 부분순서집합에서든 같은 일을 할 수 있게 해줍니다.




위의 예시를 다음과 같이 생각할 수 있습니다: 독립인 원소들의 모든 집합을 고려해 봅시다. 이들은 포함관계에 의해 부분순서집합을 이루며, 우리가 한 일은 말 그대로 사슬을 타고 올라간 것입니다




	
	S0⊊S1⊊S2⊊….
	





한 번에 한 단계씩만 나아간 것이 아니므로 이는 완전한 등반이라고는 할 수 없습니다: Sω까지 올라가기 위해서는 ”도약”을 해야 했고 그 후 다시 등반을 이어갔습니다. 하지만 핵심 아이디어는 부분순서집합의 맨 꼭대기에 이를 때까지 올라가는 것입니다; 앞선 경우에서는 생성집합에 도달했을 때가 그에 해당합니다.




같은 방법이 임의의 부분순서집합 ℙ에 대해서도 그대로 적용됩니다. 용어를 몇 가지 정의해 봅시다. 전체 부분순서집합 ℙ의  국소 최댓값이란 자신보다 진정으로 큰 다른 원소가 존재하지 않는 원소입니다. (대부분의 저자들은 이를 ”극대 원소”라고 부르지만, 저는 ”국소 최댓값”이 더 정확한 용어라고 생각합니다.)




이제  길이 γ인 사슬이란 α<γ인 모든 α에 대해 p0<p1<p2<…를 만족하는 원소 pα들의 집합입니다. (사슬이 마지막 원소를 갖는 것은 γ가 ω+3과 같은 후속 순서수인 경우, 오직 그 경우에 한함을 관찰하십시오.) 사슬의  상계란 사슬의 모든 원소보다 크거나 같은 원소 p~입니다; 특히 γ가 후속 순서수라면 사슬의 마지막 원소를 취하는 것만으로 충분합니다.




이러한 언어로 표현하면, 초른의 보조정리는 다음과 같이 서술됩니다





정리 88.5.1 (초른의 보조정리).


ℙ를 공집합이 아닌 부분순서집합이라 하십시오. 모든 사슬이 상계를 가진다면, ℙ는 국소 최댓값을 가집니다.







길이가 후속 순서수와 같은 사슬은 항상 상계를 가지지만, 극한의 경우에는 이것이 성립하지 않습니다. 따라서 초른의 보조정리의 가정은 정확히 우리가 pω 및 다른 극한 순서수들을 정의하기 위해 ”도약”할 수 있게 해주는 것입니다. 그리고 초른의 보조정리의 증명은 간단합니다: 후속 단계에서는 부분순서집합을 계속 타고 올라가고, 극한 단계에서는 초른의 조건을 이용해 도약하여, 이렇게 정말로 긴 사슬을 만들어 나갑니다. 하지만 결국 멈춰야 합니다, 그렇지 않으면 말 그대로 ℙ의 원소가 바닥납니다. 그리고 유일하게 가능한 멈춤 지점은 국소 최댓값입니다.




앞서의 풀이를 초른의 보조정리의 언어로 표현하고자 한다면, 다음과 같이 말할 수 있습니다:




증명.


독립인 실수들의 집합을 원소로 갖는 부분순서집합을 살펴봅시다. 모든 사슬 S0⊊S1⊊…는 상계 ⋃Sα를 가집니다 (이것이 실제로 그 부분순서집합의 원소임을 확인해야 합니다). 따라서 초른의 보조정리에 의해, 국소 최댓값 S가 존재합니다. 그러면 S는 반드시 생성집합이어야 합니다, 그렇지 않다면 여기에 원소를 하나 더 추가할 수 있을 것이기 때문입니다. ∎





그러니 사실상 초른의 보조정리는 제가 앞서 설명한 등반 작업 전체를 부호화하고 있는 것입니다. 이는 모든 상투적인 절차를 담아내는 깔끔한 작은 패키지이며, 무엇을 확인해야 하는지 정확히 알려줍니다.





[image: [Uncaptioned image]]
이미지 출처: [GOO09]






마지막으로 여러분이 궁금해할 만한 것 하나: 선택공리는 어디에 쓰이는 것일까요? 아이디어는 이렇습니다, 어떤 사슬에 대해서든 p~가 여러 개 있을 수 있고, 그중 하나를 골라야 합니다. 무한히 많은 횟수에 걸쳐 임의의 선택을 하고 있으므로, 선택공리가 필요합니다. (사실, 정리 88.3.1에서처럼 기수를 논하기 위해서도 선택공리가 필요합니다.) 하지만 정말로 특별할 것은 없습니다.







88.6 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 88A.


f:(0,∞)→ℝ가 f(1)=1, f(π)=227, 그리고




	
	f(x+y)=f(x)+f(y)
	





모든 x,y>0에 대해 (다음 식)을 만족한다고 합시다. π≈3.14159265358979임이 주어졌을 때, 0<r<1이고 f(r)>9000인 실수 r의 예를, 계산기 없이 증명과 함께 구하십시오.


힌트. ε=π−3.141592653<10−9라 하십시오. f(ε)를 구하십시오.




풀이. ε=π−3.141592653<10−9라 하십시오. 그러면




	
	227=f(π)=f(3.141592653)+f(ε)=3.141592653+f(ε).
	





따라서,




	
	f(ε)=227−3.141592653=22−21.9911485717>0.0087>10−3.
	





그러므로




	
	f(108ε)=108f(ε)>105>9000
	





그리고 필요한 대로 108ε<1입니다.










문제 88B.


f:(0,∞)→ℝ가 다음을 만족한다고 합시다




	
	f(x+y)=f(x)+f(y)
	





모든 x,y>0에 대해. 다음 각 진술이 참인지 거짓인지 표시하십시오.


	1.

함수 f는 코시 함수 방정식을 계속 만족하면서 항상 f:ℝ→ℝ로 확장될 수 있습니다.




	2.

만약 f가 앞선 진술에서처럼 확장된다면, f는 반드시 홀함수여야 합니다.




	3.

모든 x>0에 대해 f(x)≥0이면, f는 선형입니다.




	4.

f가 강증가함수이면, f는 선형입니다.




	5.

함수 f는 (0,∞)에서 ℝ로 가는 전단사가 아닙니다.




	6.

f가 단사이지만 선형이 아닐 수 있습니다.




	7.

f가 전사이지만 선형이 아닐 수 있습니다.




	8.

f가 상수가 아니면서 모든 x∈ℝ에 대해 f(x)∈ℚ일 수 있습니다.




	9.

f가 상수가 아니면서 모든 0이 아닌 x∈ℝ에 대해 f(x)∉ℚ일 수 있습니다.







풀이. 모든 명제는 참입니다.

첫 번째 명제는 다음을 통해 f를 단순히 확장함으로써 따라옵니다




	
	x↦{f(x)x>00x=0−f(−x)x<0.
	





두 번째 명제는 임의의 가법 함수 ℝ→ℝ에 대해 참입니다. 실제로 f(0)=f(0)+f(0)⟹f(0)=0이며, 기함수성은 이로부터 따라옵니다.

세 번째와 네 번째 명제는 https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%27s_functional_equation#Properties_of_nonlinear_solutions_over_the_real_numbers로부터 따라옵니다.

다섯 번째 명제는 다소 단순합니다. 만약 f가 전사였다면, f(a)=0인 a>0이 존재해야 합니다. 하지만 그렇다면 f(2a)=f(a)+f(a)=0이므로, f는 단사가 아닙니다.

나머지를 위해, 하멜 기저를 고정합니다




	
	E={eα∣α∈S≔{0,1,2,…}…}.
	





여기서 S는 순서수들로 이루어진 비가산 집합입니다. 일반성을 잃지 않고, e0=1이고 모든 α∈S에 대해 eα>0이라 합시다. 그러면 f는 각 α∈S에 대한 f(eα)의 값에 의해 유일하게 결정됩니다.


	•

여섯 번째 명제를 위해, f(e0)=e1, f(e1)=e0, 그리고 그 외의 모든 α≥2에 대해 f(eα)=eα라고 합시다.




	•

일곱 번째 명제가 가장 복잡합니다. S가 무한하므로, 2-대-1 사상 ψ:S→S를 구성하는 것이 가능한데, 이는 공역의 모든 원소가 정의역의 정확히 두 원소의 상이 됨을 의미합니다. 그러면 α≠β에 대해 ψ(α)=ψ(β)=γ이면, f(eα)=eγ, f(eβ)=−eγ로 설정합니다.




	•

여덟 번째 명제를 위해, 모든 α∈S에 대해 f(eα)=1이라 합시다.




	•

아홉 번째 명제를 위해, 모든 α∈S에 대해 f(eα)가 선형독립인 무리수라고 합시다.















문제 88C (투키의 보조정리).


ℱ를 공집합이 아닌 집합족이라 합시다. 임의의 집합 A에 대해, 집합 A가 ℱ에 속하는 것과 A의 모든 유한 부분집합이 ℱ에 속하는 것이 동치라고 가정합시다.




극대 집합 Y∈ℱ가 존재함을 증명하십시오 (즉, Y가 ℱ의 다른 어떤 집합에도 포함되지 않음을 의미합니다).











장 89 선택공리를 포함한 체르멜로-프렝켈


[LEI14]의 3.1절에 이에 대한 좋은 설명이 있습니다.





89.1 궁극의 함수방정식


추상수학에서는 구조를 가져야 할 성질로 정의하는 경우가 많습니다. 예를 들어 군은 이러이러한 공리를 만족하는 집합과 이항연산이고, 거리 공간은 이러이러한 공리를 만족하는 집합과 거리 함수입니다.




그러나 이러한 정의들은 이전의 정의에 의존합니다. [LEI14]의 생생한 예시를 보면:


	•

벡터 공간은 다음을 만족하는 아벨 군입니다…




	•

아벨 군은 다음을 만족하는 이항연산을 가집니다…




	•

집합 위의 이항연산은…




	•

집합은 …






등등입니다.




어딘가에서는 멈춰야 하는데, 무한한 정의의 목록은 좋지 않기 때문입니다. 멈추는 지점은 결국 성질로 ”정의된” 집합이 됩니다. 여기서 요령은 집합이 무엇인지 실제로 정의하지 않으면서도, 이러한 집합들이 특정 성질을 만족한다고 가정한다는 점입니다. 이것이 바로 𝖹𝖥𝖢 공리입니다. 대략적으로 𝖹𝖥𝖢는 궁극의 함수방정식으로 생각할 수 있습니다.




이 공리들이 무엇인지 말하기 전에, 주의할 점들을 먼저 이야기해야 합니다.







89.2 칸토어의 역설


직관적으로 집합은 순서 없는 원소들의 모임입니다. 두 집합은 같은 원소를 공유하면 같습니다:




	
	{x∣x깃털 없는 두 발 동물입니다}={x∣x사람입니다}
	





(공룡에 관한 문제는 잠시 접어두겠습니다).




또 다른 예로, 아무 대상도 포함하지 않는 공집합 ∅이 있습니다. 집합 {1,2,3}을 가질 수도 있고, 자연수의 집합 ℕ={0,1,2,…}을 가질 수도 있습니다. (집합론의 목적상 0은 보통 자연수로 간주됩니다.) 집합은 심지어 {ℤ,ℚ,ℕ}처럼 다른 집합을 포함할 수도 있습니다. 다 괜찮아 보이지 않습니까?




문제는 이 정의가 사실 충분히 좋지 않다는 것인데, 그 이유는 다음과 같습니다. ”집합은 대상들의 임의의 모임이다”라고만 말한다면, 모든 집합의 집합인 정말로 큰 집합 V를 생각할 수 있습니다. 여기까지는 문제가 없지 않습니까? V∈V라는 기이한 상황이 생기겠지만, 뭐 별일 아닙니다.




불행하게도 이 V의 존재는 즉시 역설로 이어집니다. 고전적인 것은 러셀의 역설입니다. 저는 대신 다소 더 간단한 것을 제시하겠습니다: V가 자기 자신을 포함할 뿐만 아니라, 모든 부분집합 S⊆V가 그 자체로 V의 원소입니다(즉 S∈V). 𝒫(V)가 V의  멱집합(즉 V의 모든 부분집합)을 나타낸다고 하면, 다음과 같은 포함관계를 얻습니다




	
	𝒫(V)↪V.
	





이는 좋지 않은데, 그 이유는:





보조정리 89.2.1 (칸토어의 대각선 논법).


임의의 집합 X에 대해, 단사 사상 ι:𝒫(X)↪X를 구성하는 것은 불가능합니다.








증명.


모순을 이끌어내기 위해 ι가 존재한다고 가정하십시오.






연습문제 89.2.2.


ι가 존재하면 전사 사상 j:X↠𝒫(X)가 존재함을 보이십시오. (이는 보기보다 쉬운데, 그냥 ”ι를 뒤집으면” 됩니다.)







이제 j가 존재할 수 없다고 주장합니다.




먼저 아이디어를 전달하기 위해 j에 대한 그림을 그려 보겠습니다:




	
	x1x2x3x4x5…x1↦𝑗𝟎1101…x2↦𝑗1𝟏011…x3↦𝑗01𝟎01…x4↦𝑗100𝟏0…x5↦𝑗0111𝟏…⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋱
	





여기서, 각 j(x)⊆X에 대해, 해당 원소가 j(x) 안에 있다는 것을 뜻하기 위해 “1”이라고 쓰고, 그렇지 않으면 “0”이라고 쓰겠습니다. 따라서 j(x1)={x2,x3,x5…}입니다. (X가 비가산일 수 있으므로 여기서 첨자는 정수가 아니라 순서수입니다. 전문가라면 제가 X의 정렬을 암묵적으로 가정했음을 눈치챌 수 있겠지만, 이 그림은 어디까지나 동기 부여를 위한 것이므로 이 점에 대해서는 깊이 다루지 않겠습니다.) 그런 다음 대각선을 읽어내어 새로운 집합을 얻을 수 있습니다. 우리 예시에서, 대각선은 집합 A={x2,x4,x5…}를 지정합니다. 그런 다음 이것을 “뒤집어” 집합 B={x1,x3,…}를 얻습니다.




형식적 증명으로 돌아갑시다. 위에서 동기를 부여했듯이, 우리는 다음과 같이 정의합니다




	
	B={x∣x∉j(x)}.
	





구성에 의해, B⊆X는 j의 상(image)에 속하지 않으며, 이는 j가 전사라고 가정했던 것과 모순됩니다. ∎






이제 여러분이 집합론자가 아니라면, 아마도 “뭐, 특정 집합들은 볼 수 없나 보다”라고 하며 그냥 넘어갈 수 있을 것입니다. 하지만 여러분이 집합론자라면, 이는 여러분을 걱정스럽게 만듭니다. 왜냐하면 이것이 집합을 그저 “대상들의 모임”으로 정의할 수 없다는 것을 의미한다는 것을 깨닫게 되기 때문입니다. 그렇게 하면 모든 것이 폭발해 버립니다. 무언가 더 필요합니다.







89.3 집합론의 언어


우리는 “대상들의 모임”이라는 비형식적 서술 외에 집합을 지칭할 방법이 필요합니다.




그래서 우리가 할 일은 다음과 같습니다. 우리는 논리 진술을 작성하는 방법인 형식적 집합론의 언어를 정의하는 것으로 시작하겠습니다. 먼저 우리가 흔히 쓰는 논리 연산자들을 도입할 수 있습니다:


	•

∀는 “모든  에 대해”를 의미합니다




	•

∃는 “존재한다”를 의미합니다




	•

=는 “같다”를 의미합니다




	•

X⟹Y는 “X이면 Y이다”를 의미합니다




	•

A∧B는 “A이고 B”를 의미합니다




	•

A∨B는 “A이거나 B”를 의미합니다




	•

¬A는 “A가 아니다”를 의미합니다.









우리는 집합론을 다루고 있으므로, 추가할 연산자는 단 하나, 즉 포함 관계 ∈뿐입니다. 그리고 (당분간은) 이것이 우리가 사용할 전부입니다.




그렇다면 “집합 {1,2}”와 같은 것을 어떻게 표현할까요? 요령은 우리가 실제로 어떤 집합을 “구성”하지 않고, 대신 다음과 같이 간접적으로 지칭한다는 것입니다:




	
	∃S:x∈S⇔((x=1)∨(x=2)).
	





이는 다음과 같이 읽습니다: “x=1 또는 x=2일 때, 그리고 그때에만 x가 S 안에 있는 그러한 S가 존재한다”. 우리는 더 이상 집합 그 자체를 대상으로 지칭할 필요가 없습니다 — 이제 우리에게는 집합이 정확히 무엇을 포함하는지에 대한 공식을 씀으로써 집합을 “생성”하는 방법이 생겼습니다. 이는 기계가 파싱할 수 있는 것입니다.




그렇다면 집합이 아닌 1과 2 같은 것들은 어떻게 해야 할까요? 답은 다음과 같습니다:


집합의 원소들은 그 자체로 집합입니다.



우리는 모든 것을 집합으로 만들 것입니다. 자연수는 집합이 될 것입니다. 순서쌍도 집합이 될 것입니다. 함수도 집합이 될 것입니다. 나중에 1과 같은 것을 어떻게 집합으로 부호화하는지 정확히 알려드리겠습니다. 지금은 집합이 단지 대상만을 담는 것이 아니라 다른 집합들도 담는다는 것만 알아두시면 됩니다.




이제 어떤 것이 집합인지 아닌지에 대해 이야기하는 것이 말이 됩니다: ∃x는 “x는 집합이다”를 의미하고, ∄x는 “x는 집합이 아니다”를 의미합니다. 다시 말해, 우리는 어떤 것이 집합인지 판별하는 문제를 그것이 존재하는지의 문제로 바꾸어 말한 것이며, 이는 우리의 형식적 언어에서 다루기 더 쉽게 만들어 줍니다. 이는 우리의 공리 체계가 다음을 증명할 수 있게 허용하지 않으면서도, 많은 것들이 존재함을 보일 수 있는 방법을 반드시 찾아야 함을 의미합니다




	
	∃S∀x:x∈S.
	





왜냐하면 만약 우리가 이 논리식을 증명한다면, 처음에 우리를 이 토끼굴로 빠뜨린 원인이었던 그 “나쁜” 집합을 갖게 되기 때문입니다.







89.4 𝖹𝖥𝖢의 공리들


이 공리들에 대해 특별히 자세히 다루고 싶지는 않습니다; 관심이 있다면 다음을 읽으십시오:


	•

https://blog.evanchen.cc/zfc1/




	•

https://blog.evanchen.cc/zfc2/






다음은 공리들에 대한 훨씬 더 간결한 설명으로, 집합론 언어로 된 대응 문장도 함께 포함합니다. ∀, ∃ 등을 해석하는 연습을 해볼 가치가 있으며, 형식적 문장을 공리의 자연어 서술과 비교함으로써 그렇게 할 수 있습니다.




먼저, 가장 쉬운 두 공리입니다:


	•

Extensionality는 ∀x∀y((∀a(a∈x⇔a∈y))⟹x=y)라는 문장이며, 이는 두 집합 x와 y가 같은 원소를 가지면 x=y임을 말합니다.




	•

EmptySet은 ∃a:∀x¬(x∈a)라는 문장입니다; 이는 원소가 없는 집합이 존재함을 말합니다. Extensionality에 의해 이 집합은 유일하므로, 이를 ∅으로 표기합니다.









다음 두 공리는 새로운 집합을 만드는 기본적인 방법을 제공합니다.


	•

두 원소 x와 y가 주어지면, 그 두 원소만을 포함하는 집합 a가 존재합니다. 기계 코드로 표현하면, 이는 Pairing이라는 문장이며 다음과 같이 씁니다




	
	∀x∀y∃a∀z,z∈a⇔((z=x)∨(z=y)).
	





Extensionality에 의해 이 집합 a는 유일하므로, a={x,y}로 씁니다.




	•

집합 a가 주어지면, a의 원소들의 합집합을 만들 수 있습니다. 예를 들어, a={{1,2},{3,4}}이면, U={1,2,3,4}는 하나의 집합입니다. 형식적으로, 이는 Union이라는 문장입니다:




	
	∀a∃U∀x[(x∈U)⇔(∃y:x∈y∈a)].
	





U는 Extensionality에 의해 유일하므로, 이를 ∪a로 표기합니다.




	•

우리는  멱집합 𝒫(x)를 구성할 수 있습니다. 형식적으로, PowerSet 문장은 다음을 말합니다




	
	∀x∃P∀y(y∈P⇔y⊆x)
	





여기서 y⊆x는 ∀z(z∈y⟹z∈x)의 축약입니다. Extensionality가 P의 유일성을 보장하므로, 이를 𝒫(x)로 표기합니다.




	•

Foundation은 무한히 하강하는 연쇄가 존재하지 않음을 말합니다




	
	x0∋x1∋x2∋….
	





이는 우리가 귀납을 사용할 수 있게 해주므로 중요합니다. 특히, 어떤 집합도 자기 자신을 포함하지 않습니다.




	•

Infinity는 ω={0,1,…}가 하나의 집합임을 함의합니다.






이것들은 모두 여러분이 이미 익숙한 것들이므로, 그 직관을 유지하십시오. 다음 것은 덜 직관적입니다:


	•

제한된 분리 스키마는 다음을 말합니다: 집합 X가 주어지고, 어떤 논리식 ϕ(x)가 있다면, X의 원소들을 걸러내어 다음과 같은 부분집합을 얻을 수 있습니다




	
	Y={x∈X∣ϕ(x)}.
	





형식적으로, 논리식 ϕ가 주어지면:




	
	∀X∃Y∀y(y∈Y⇔y∈X∧ϕ(y)).
	










이러한 걸러내기는 오직 이미 주어진 집합에 대해서만 할 수 있음에 유의하십시오. 따라서 {x∣x집합입니다}를 만드는 것은 유효하지 않습니다. 우리는 이 점에 감사해야 하는데, 이것이 칸토어의 역설을 피할 수 있게 해주기 때문입니다.





표기의 남용 89.4.1.


엄밀히 말하면, 가능한 모든 논리식 ϕ에 대해 하나씩 존재하는 무한히 많은 문장 Comprehensionϕ가 있음에 유의하십시오. 표기를 남용하여, 모든 ϕ에 대한 무한히 많은 공리 Comprehensionϕ를 Comprehension으로 줄여 표기하겠습니다.







Replacementϕ라 불리는 마지막 스키마가 하나 있습니다. X가 집합이고 ϕ(x,y)가 어떤 논리식이어서, 모든 x∈X에 대해 ϕ(x,y)가 참이 되는 유일한 y가 전체 영역 안에 존재한다고 합시다: 예를 들어 “y=x∪{x}”는 이를 만족합니다. (사실상, ϕ는 X 위에서 함수 f를 정의하는 셈입니다.) 그러면 정확히 이러한 상들로 이루어진 집합 Y가 존재합니다: (즉 fimg(X)는 하나의 집합입니다).





표기의 남용 89.4.2.


표기를 남용하여, 모든 ϕ에 대한 무한히 많은 공리 Replacementϕ를 Replacement로 줄여 표기하겠습니다.








비고 89.4.3.


여기서 “모든 x∈X에 대해, ϕ(x,y)가 참이 되는 유일한 y가 전체 영역 안에 존재한다”는 것은 무엇을 의미할까요? 논리식 ϕ가 주어졌을 때, Replacementϕ가 공리가 되기 위해 그 진술이 참인지를 우리는 어떻게 판단할 수 있을까요?




일반적으로는 판단할 수 없다는 것이 밝혀집니다. 하지만 우리는 그것이 필요하지 않습니다! 이 문제를 우회하기 위해, 모든 ϕ(x,y)에 대해, 공리 Replacementϕ는 다음을 말합니다




	
	”ϕ가 함수를 정의한다”⟹∀X∃Y”Y=fimg(X)”.
	





다시 말해, ϕ가 함수라는 가정은 공리 Replacementϕ 자체에 “접혀 들어가” 있습니다.




이는 지금 당장은 그다지 중요하지 않겠지만, 나중에 모형 이론에서 중요해질 것인데, 그때 우리는 보조정리 92.5.1에서 모형 M이 Replacement를 만족한다는 것이 무엇을 의미하는지 서술할 것입니다.







우리는 선택 공리에 대한 논의를 잠시 미룹니다.







89.5 부호화


이제 이 허술한 집합의 우주를 갖추었으니, 수학을 다시 세우기 시작할 수 있습니다. 이는 다음 장인 순서수에 관한 장에서 더 자세히 보게 될 것입니다.





정의 89.5.1.


순서쌍 (x,y)는 다음과 같은 형태의 집합입니다




	
	(x,y)≔{{x},{x,y}}.
	











(x,y)=(a,b)인 것은 x=a이고 y=b인 것과 동치임에 유의하십시오. 순서 k-튜플은 재귀적으로 정의될 수 있습니다: 세 자리 튜플 (a,b,c)는 (a,(b,c))를 의미합니다.





정의 89.5.2.


함수 f:X→Y는 다음을 만족하는 순서쌍들의 모임으로 정의됩니다


	•

(x,y)∈f이면, x∈X이고 y∈Y입니다.




	•

모든 x∈X에 대해, (x,y)∈f인 y∈Y가 유일하게 존재합니다. 이 y를 f(x)로 표기합니다.













정의 89.5.3.


자연수는 다음과 같이 귀납적으로 정의됩니다




	
	0
	=∅
	





	
	1
	={0}
	





	
	2
	={0,1}
	





	
	3
	={0,1,2}
	





	
	
	⋮
	





모든 자연수의 집합은 ω로 표기됩니다.








표기의 남용 89.5.4.


네, 죄송합니다만, 집합론에서 0은 자연수로 간주됩니다. 이러한 이유로 저는 ℕ이 아니라 ω를 사용하고 있는데, 이 책의 다른 모든 부분에서는 명시적으로 0∉ℕ으로 두고 있기 때문입니다.







등등, 등등.







89.6 선택과 정렬순서


선택 공리는, 공집합이 아닌 집합들의 모임 Y가 주어졌을 때, Y의 각 원소로부터 하나의 원소를 “고르는” 함수 g:Y→∪Y가 존재한다는 것을 말합니다. 이는 모든 y∈Y에 대해 g(y)∈y임을 의미합니다. (전형적인 예시로는, Y가 무한히 많은 서랍을 포함하고, 각 서랍(즉 y)에 양말이 하나씩 들어 있다는 것입니다.)




형식적으로는, 다음 문장입니다




	
	∀Y(∅∉Y⟹∃g:Y→∪Y 인∀y∈Y(g(y)∈y).)
	





까다로운 부분은 그러한 함수 g를 우리가 상상할 수 있다는 것이 아니라, 실제로 이 함수 g가 실제로 하나의 집합이라는 것입니다.




자주 유용하게 쓰이는 동치인 서술 방식이 있습니다.





정의 89.6.1.


X의  정렬순서 <란, X 위의 무한 하강 사슬이 없는 강한 전순서입니다.







집합 위의 정렬순서는 매우 유용한데, 최소 원소를 고를 수 있기 때문입니다: 예를 들어 이는 귀납법을 수행할 수 있게 해줍니다.





예제 89.6.2 (정렬순서의 예시와 반례).



	(a)

자연수 ω={0,1,2,…}는 <에 의해 정렬순서를 이룹니다.




	(b)

정수 ℤ={…,−2,−1,0,1,2,…}는 <에 의해 정렬순서를 이루지 않는데, 무한 하강 사슬이 존재하기 때문입니다 (−1>−2>−3>…를 생각해 보십시오).




	(c)

양의 실수는 <에 의해 정렬되지 않는데, 이는 다시 감소하는 사슬 11>12>13>… 때문입니다.




	(d)

양의 정수는 나눗셈 연산 ∣에 의해 정렬되지 않습니다. 감소하는 사슬은 없지만, 비교할 수 없는 원소들이 존재합니다 (예를 들어 3∤5, 5∤3이고 3≠5).













정리 89.6.3 (정렬 정리).


선택공리를 가정하면, 모든 집합에 대해 어떤 정렬 순서를 놓을 수 있습니다.







사실, 정렬 정리는 실제로 선택공리와 동치입니다.







89.7 집합 대 클래스


대표적인 예: 모든 집합의 집합은 진클래스의 표준적인 예시입니다.




”클래스”를 언급하면서 𝖹𝖥𝖢에 대한 논의를 마무리합니다.




대략적으로 말하면, 일어난 ”나쁜 일”이란 우리가 어떤 집합 S, 즉 ”모든 집합의 집합”을 고려했는데, 그것이 너무 컸다는 것입니다. 즉,




	
	{x∣x집합입니다}
	





는 좋지 않습니다. 마찬가지로, 우리는 다음과 같은 집합을 구성할 수 없습니다




	
	{x∣x순서쌍입니다}.
	





칸토어 역설의 교훈은 우리가 원하는 아무 집합이나 만들 수는 없다는 것입니다. 우리는 그보다 더 조심해야 합니다.




그럼에도 불구하고, 어떤 집합이 주어지면 우리는 여전히 그것이 순서쌍인지 아닌지를 알 수 있습니다. 그러므로 편의상, 우리는  클래스를 ”모든 순서쌍의 클래스”와 같은 하나의 ”개념”으로 정의하겠습니다. 형식적으로, 클래스는 어떤 논리식 ϕ에 의해 정의됩니다: 그것은 그 논리식을 만족하는 집합들로 이루어집니다.




특히:





정의 89.7.1.


모든 집합의 클래스는 V로 표기되며, V={x∣x=x}로 정의됩니다. 이는  폰 노이만 전체라고 불립니다.







클래스가 집합이 아닐 때 이를  진클래스라고 하며, 예를 들면 다음과 같습니다:





정리 89.7.2 (모든 집합의 집합은 존재하지 않습니다).


V는 진클래스입니다.







증명.


그렇지 않다고 가정하면, V는 집합입니다. 그러면 V∈V인데, 이는 Foundation을 위반합니다. (사실, 앞서 보았듯이 Foundation이 없더라도 V는 집합일 수 없습니다). ∎






표기의 남용 89.7.3.


클래스 C가 주어지면, x가 C의 정의 성질을 가진다는 것을 나타내기 위해 x∈C라고 쓰겠습니다. 예를 들어, x∈V는 ”x는 집합이다”를 의미합니다.




이는 x가 V의 원소라는 것을 의미하지 않습니다 – V는 집합이 아니므로 이는 말이 되지 않습니다.










89.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 89A.


A와 B를 집합이라 합시다. A∩B와 A×B가 집합임을 보이십시오.








문제 89B.


모든 군의 클래스가 진클래스임을 보이십시오. (군의 정의를 순서쌍 (G,⋅)로 취할 수 있으며, 여기서 ⋅는 함수 G×G→G입니다.)








문제 89C.


정렬 정리로부터 선택공리가 따라 나옴을 보이십시오.








문제 89D.


사실 Replacement⟹Comprehension임을 증명하십시오.








문제 89E (대만 IMO 훈련 캠프에서).


각각 빨간색, 초록색, 파란색 중 하나인 모자를 쓴 무한히 많은 사람들을 생각해 봅시다. 각 사람은 자신을 제외한 모든 사람의 모자 색깔을 볼 수 있습니다. 동시에 각 사람은 자신의 모자 색깔을 추측합니다. 이들이 기껏해야 유한히 많은 사람만 자신의 색깔을 잘못 추측하도록 하는 전략을 세울 수 있음을 보이십시오.


힌트. 이것은 선택 공리의 응용입니다.




풀이. 두 모자 배치가 유한하게 많은 곳에서만 다를 경우 이를 동치로 간주하는 동치 관계를 정의합니다. 이제 각 동치류에 대해, 모두가 특정한 대표원에 미리 합의합니다. 마지막으로, 한 사람이 자신의 모자 색깔을 모르더라도 그룹이 어떤 동치류에 속하는지 판단할 수 있다는 점에 주목하십시오. 따라서 모두가 만장일치로 같은 대표원을 선택하게 되며, 증명 완료입니다.













장 90 순서수



90.1 미취학 아동을 위한 세기


미취학 시절, 우리는 다음과 같이 세는 법을 배웠습니다. 우리는 기호 1, 2, 3, 4, …의 집합을 정의했습니다. 그러면 선생님이 사과 세 개를 들고 이렇게 말하곤 했습니다:


“하나 . . . 둘 . . . 셋! 사과가 세 개 있습니다.”







[image: [Uncaptioned image]]
이미지 출처 [21]






여기서 암묵적인 정의는, 말한 마지막 숫자가 최종 답이라는 것입니다. 이는 무한 집합을 세려고 할 때 몇 가지 명백한 문제를 일으키지만, 유한한 세계에서조차도 이 세는 방법은 가장 단순한 집합에 대해 실패합니다: 다음 그림에는 사과가 몇 개 있습니까?





[image: [Uncaptioned image]]
이미지 출처 [24]






답: 0. 아무것도 말할 것이 없으며, 우리의 세는 방법은 가장 단순한 집합인 공집합에 대해 실패했습니다.







90.2 집합론자를 위한 세기


대표적인 예: ω+1={0,1,2,…,ω} 로 하면 될 것 같습니다.




나열된 숫자 중 마지막 것을 사용하는 대신, 저는 기호 0, 1, 2, …목록으로 시작하여, 말해지지 않은 첫 번째 숫자를 최종 답으로 삼는 방법을 제안합니다. 그리하여 사과 세 개를 세려면, 우리는 다음과 같이 말할 것입니다


“영 . . . 일 . . . 이! 사과가 세 개 있습니다.”



우리는 이러한 숫자를 순서수라고 부를 것입니다(엄밀한 정의는 나중에 다룹니다). 특히, 우리는 각 순서수를 우리가 말한 것들의 집합으로 정의할 것입니다:




	
	0
	=∅
	





	
	1
	={0}
	





	
	2
	={0,1}
	





	
	3
	={0,1,2}
	





	
	
	⋮
	





이런 방식으로 자연수를 써 내려갈 수 있습니다. 다음과 같은 것을 말해보며 재미를 느낄 수도 있습니다




	
	4≔{{},{{}},{{},{{}}},{{},{{}},{{},{{}}}}}.
	





이런 방식으로, 우리는 곧 모든 자연수를 써 내려가게 됩니다. 다음 순서수인 ω111지난 장에서 언급했듯이, ω가 집합이라는 것은 자명하지 않으며, 그 존재성은 일반적으로 Infinity 공리에 의해 상정됩니다. 는 다음과 같이 정의됩니다




	
	ω
	={0,1,2,…}
	
	





	다음으로





	
	ω+1
	={0,1,2,…,ω}
	
	





	
	ω+2
	={0,1,2,…,ω,ω+1}
	
	





	
	ω+3
	={0,1,2,…,ω,ω+1,ω+2}
	
	





	
	
	⋮
	
	





	그리고 이런 방식으로 ω+n을 정의하며, 결국에는 도달합니다





	
	ω⋅2=ω+ω
	={0,1,2…,ω,ω+1,ω+2,…}
	
	





	
	ω⋅2+1
	={0,1,2…,ω,ω+1,ω+2,…,ω⋅2}.
	
	





이런 방식으로 우리는 다음을 얻습니다




	
	0,
	1,2,3,…,ω
	





	
	
	ω+1,ω+2,…,ω+ω
	





	
	
	ω⋅2+1,ω⋅2+2,…,ω⋅3,
	





	
	
	⋮
	





	
	
	ω2+1,ω2+2,…
	





	
	
	⋮
	





	
	
	ω3,…,ω4,…,ωω
	





	
	
	⋮
	





	
	
	ωωω…
	








처음 몇 개의 순서수는 멋진 나선형으로 나타낼 수 있습니다.

[image: [Uncaptioned image]]




비고 90.2.1.


이렇게 생각하실 수도 있습니다. 그렇다면 대신 순서수를 다음과 같이 정의하면 어떨까요? 확실히 더 짧고 간단해 보입니다!




	
	0
	=∅
	





	
	1
	={0}
	





	
	2
	={1}
	





	
	3
	={2}
	





	
	
	⋮
	





	
	ω
	={0,1,2,…}
	





	
	ω+1
	={ω}
	





	
	
	⋮
	





일반적인 정의가 더 나은 이유는 몇 가지가 있습니다.


	•

위의 “대안적 정의”는 균일하지 않습니다 — α+1 형태의 순서수는 원소가 하나뿐인 집합으로 정의되는 반면, 다른 순서수들은 그것에 이르는 집합으로 정의됩니다.




	•

비교가 더 간단해집니다: 두 순서수 α와 β에 대해, α<β인 것과 α∈β인 것은 동치입니다.




	•

기수는 더 간단해질 것입니다: 집합 5의 크기는 정확히 5입니다.













비고 90.2.2 (여담).


숫자 ωωω…에는 ε0라는 이름이 있습니다; 이는 ωε0=ε0라는 성질을 가집니다. (보통 작은 값을 나타내는 데 쓰이는) “ε”를 사용하는 이유는, 이것이 아무리 거대해 보여도 실제로는 가산 집합이기 때문입니다. 이에 대해서는 나중에 더 다루겠습니다.










90.3 순서수의 정의


순서수에 대한 우리의 비형식적 설명은 하나의 사슬을 제공합니다




	
	0∈1∈2∈⋯∈ω∈ω+1∈….
	





순서수의 실제 정의를 제시하기 위해서는, 먼저 두 개의 보조 용어를 정의할 필요가 있습니다.





정의 90.3.1.


집합 x가  추이적(추이적)이라는 것은 z∈y∈x일 때마다 z∈x도 성립함을 의미합니다.








예제 90.3.2 (7은 추이적입니다).


집합 7은 추이적입니다: 예를 들어, 2∈5∈7⟹2∈7입니다.








질문 90.3.3.


이것이 다음과 동치임을 보이십시오: y∈x일 때마다 y⊆x입니다.







또한, ”정렬순서”의 정의를 상기해 봅시다: 무한 하강 사슬이 없는 강한 선형 순서입니다.





예제 90.3.4 (∈은 ω⋅3 위에서의 정렬순서입니다).


ω⋅3에서, 우리는 다음과 같은 순서를 가집니다




	
	0∈1∈2∈⋯∈ω∈ω+1∈⋯∈ω⋅2∈ω⋅2+1∈….
	





이 순서는 무한 하강 사슬을 갖지 않습니다. 실제로, 전형적인 하강 사슬은 다음과 같이 보일 수 있습니다




	
	ω⋅2+6∋ω⋅2∋ω+2015∋ω+3∋ω∋1000∋256∋42∋7∋0.
	





원소가 무한히 많음에도 불구하고, 무한 하강 사슬을 만들 방법은 없습니다.








연습문제 90.3.5.


(중요) Foundation 공리를 사용하지 않고서도, 순서수의 무한 하강 사슬이 전혀 존재하지 않음을 스스로 확인해 보십시오.








정의 90.3.6.


순서수(순서수)은 ∈에 의해 정렬순서화된 추이적 집합입니다. 모든 순서수의 모임은 On으로 표기합니다.








질문 90.3.7.


이 정의가 잘 작동함을 스스로 확인해 보십시오.








예제 90.3.8.



	•

위에서 정의된 0, 1, 2, …, ω, ω+1, … 는 모두 순서수입니다.




	•

{3}은 순서수가 아닙니다 — 2∈3이지만 2∉{3}이므로 추이적이지 않습니다.




	•

{0,1,2,{0,2}}은 순서수가 아닙니다 — 두 원소 1과 {0,2}는 비교 가능하지 않습니다.












순서수를 나타낼 때 우리는 보통 그리스 문자 α, β 등을 사용합니다.





정의 90.3.9.


우리는 다음과 같이 씁니다


	•

α<β는 α∈β를 의미하고, α>β는 α∋β를 의미합니다.




	•

α≤β는 α∈β 또는 α=β를 의미하고, α≥β는 α∋β 또는 α=β를 의미합니다,













정리 90.3.10 (순서수는 엄격하게 순서화됩니다).


임의의 두 순서수 α와 β가 주어지면, α<β, α=β, 또는 α>β 중 하나가 성립합니다.







증명.


놀랍도록 성가시므로 생략합니다. 핵심 아이디어는 min(α,β)=α∩β로 정의한 다음, 이것이 반드시 α 또는 β와 같아야 함을 증명하는 것입니다. ∎






정리 90.3.11 (순서수는 모든 순서 유형을 나타냅니다).


<가 집합 X 위에서의 정렬순서라고 합시다. 그러면 순서를 보존하는 전단사 α→X가 존재하는 유일한 순서수 α가 존재합니다.







따라서 순서수는 순서형의 가능한 동치류를 나타냅니다. 정렬 집합이 주어질 때마다 그것은 유일한 순서수와 동형입니다.




이제 우리가 하던 “+1” 연산을 형식화합니다:





정의 90.3.12.


순서수 α가 주어지면, α+1=α∪{α}로 둡니다. α+1 꼴의 순서수를  후속 순서수라고 부릅니다.








정의 90.3.13.


λ가 영도 아니고 후속 순서수도 아닌 순서수라면, λ를  극한 순서수라고 부릅니다.








예제 90.3.14 (후속 순서수와 극한 순서수).


7, ω+3, ω⋅2+2015는 후속 순서수이지만, ω와 ω⋅2는 극한 순서수입니다.










90.4 순서수는 “높습니다”


먼저, 다음을 주목합니다:





정리 90.4.1 (모든 순서수의 집합은 존재하지 않습니다).


On은 고유 모임입니다.







증명.


모순을 가정하여 그렇지 않다고 합시다. 그러면 On은 ∈에 의해 정렬되고 추이적이므로, On은 순서수, 즉 On∈On이 되는데, 이는 Foundation을 위반합니다. ∎






연습문제 90.4.2 (중요하지 않음).


On+1을 고려하여 Foundation 없이 증명을 제시하십시오.







이로부터 다음을 유도합니다:





정리 90.4.3 (순서수 집합은 유계입니다).


A⊆On이라 합시다. 그러면 A⊆α가 되는 어떤 순서수 α가 존재합니다 (즉, A는 유계여야 합니다).







증명.


그렇지 않다면, ⋃A를 살펴봅시다. 이것은 집합입니다. 그러나 A가 비유계라면 그것은 On과 같아야 하는데, 이는 모순입니다. ∎





이를 고려하여, 모든 순서수 집합은 최소 상계인  상한을 가집니다. 이것을 supA로 나타냅니다.





질문 90.4.4.


다음을 보이십시오


	(a)

임의의 순서수 α에 대해 sup(α+1)=α입니다.




	(b)

임의의 극한 순서수 λ에 대해 supλ=λ입니다.












그림에서의 “높음”은 몇 절 뒤에 설명될 것입니다.







90.5 초한 귀납법과 초한 재귀법


∈에 무한 하강 사슬이 없다는 사실은 귀납법과 재귀법이 그대로 성립함을 의미합니다.





정리 90.5.1 (초한 귀납법).


명제 P(−)가 주어졌을 때, 다음을 가정합시다


	•

P(0)이 참이고,




	•

모든 α<β에 대해 P(α)가 참이면, P(β)가 참입니다.






그러면 P(α)는 모든 순서수 α에 대해 참입니다.








정리 90.5.2 (초한 재귀법).


모든 순서수 α에 대해 수열 xα를 정의하려면, 다음으로 충분합니다.


	•

x0을 정의하고, 그다음




	•

임의의 β에 대해, α<β인 임의의 α에 대한 xα만을 사용하여 xβ를 정의합니다.












이것이 일반적인 귀납법과 다른 점은 극한 순서수에 있습니다. 실생활에서는 그저 “xn+1=…을 정의한다”와 같은 일만 할 수도 있습니다. 하지만 이것만으로는 모든 α에 대해 xα를 정의하기에 충분하지 않은데, 왜냐하면 이런 방식으로는 ω에 도달할 수 없기 때문입니다. 마찬가지로, 단순히 +1을 하는 것으로는 모든 n에 대한 ω+n을 이미 가지고 있더라도 순서수 ω⋅2에 도달할 수 없습니다. 다시 말해, 단순히 1씩 증가시키는 것으로는 극한 단계를 넘어설 수 없지만, 초한 귀납법을 사용하여 위로 도약하면 이 문제를 우회할 수 있습니다.




그래서 초한 귀납법은 흔히 세 가지 경우로 나뉩니다. 귀납법 형식으로는 다음과 같습니다.


	•

(영 단계) 먼저, P(0)을 해결합니다.




	•

(후속자 단계) P(α)로부터 P(α+1)을 얻을 수 있음을 보입니다.




	•

(극한 단계) 극한 순서수 λ에 대해, 모든 α<λ에 대한 P(α)가 주어졌을 때 P(λ)가 성립함을 보입니다.






마찬가지로, 초한 재귀법 또한 흔히 경우로 나뉩니다.


	•

(영 단계) 먼저, x0을 정의합니다.




	•

(후속자 단계) xα로부터 xα+1을 정의합니다.




	•

(극한 단계) λ가 극한 순서수일 때, 모든 α<λ에 대한 xα로부터 xλ를 정의합니다.






두 상황 모두에서, 유한 귀납법은 처음 두 경우만 다루지만, 세 번째 경우를 다룰 수 있다면 장벽 ω 너머로 올라갈 수 있습니다.







90.6 순서수 산술


대표적인 예: 1+ω=ω≠ω+1.




초한 재귀법의 예를 들기 위해, 순서수의 덧셈을 정의해 봅시다. 우리가 α+1=α∪{α}로 정의했음을 상기하십시오. 초한 재귀법에 의해, 다음과 같이 둡니다.




	
	α+0
	=α
	





	
	α+(β+1)
	=(α+β)+1
	





	
	α+λ
	=⋃β<λ(α+β).
	





여기서 λ≠0입니다.




우리는 이것을 명시적으로도 할 수 있습니다. 그림으로는 그저 α를 β 앞에 나란히 놓는 것입니다. 즉, 다음 집합을 고려할 수 있습니다.




	
	X=({0}×α)∪({1}×β)
	





(즉, α의 각 원소에는 0을 표시하고, β의 각 원소에는 1을 표시합니다.) 그런 다음 사전식 순서 <lex(첫 번째 성분으로 정렬한 뒤, 두 번째 성분으로 정렬)에 의해 X에 정렬 순서를 부여합니다. 이 정렬 순서는 유일한 순서수와 동형입니다.





예제 90.6.1 (2+3=5).


α=2이고 β=3일 때의 명시적 구성 아래에서, 우리는 다음 집합을 얻습니다.




	
	X={(0,0)<(0,1)<(1,0)<(1,1)<(1,2)}
	





이는 5와 동형입니다.








예제 90.6.2 (순서수 산술은 교환법칙이 성립하지 않습니다).


1+ω=ω임에 주목하십시오! 실제로, 초한적 정의 아래에서 우리는 다음을 얻습니다.




	
	1+ω=∪n(1+n)=1∪2∪3∪⋯=ω.
	





명시적 구성으로는, 우리는 다음을 얻습니다.




	
	X={(0,0)<(1,0)<(1,1)<(1,2)<…}
	





ω와 동형인 것입니다.








연습문제 90.6.3.


모든 n∈ω에 대해 n+ω=ω임을 보이십시오.








비고 90.6.4.


순서수 덧셈은 교환적이지 않습니다. 그러나 명시적 구성으로부터 적어도 결합적이라는 것을 알 수 있습니다.




더 나아가, 충분히 작은 α≠0에 대해서는 α+β=β가 성립할 수 있음을 알 수 있습니다. 그러나 반대쪽에서는 이런 일이 일어나지 않습니다 — β<γ이면 α+β<α+γ입니다.







마찬가지로, 곱셈도 두 가지 방식으로 정의할 수 있습니다. 초한 귀납법으로는:




	
	α⋅0
	=0
	





	
	α⋅(β+1)
	=(α⋅β)+α
	





	
	α⋅λ
	=⋃β<λα⋅β.
	





명시적 구성도 할 수 있습니다: 이번에는 β개의 사본을 나란히 늘어놓되, 각 사본이 α개의 항목을 담는 그림입니다. 즉, α⋅β는 다음의 순서형입니다




	
	<lex에 적용된β×α.
	









예제 90.6.5 (순서수 곱셈은 교환적이지 않습니다).


ω⋅2=ω+ω이지만, 2⋅ω=ω입니다.








연습문제 90.6.6.


이를 증명하십시오.








연습문제 90.6.7.


순서수 곱셈이 (덧셈과 마찬가지로) 결합적이지만 교환적이지 않음을 확인하십시오. (γ×β×α를 살펴보십시오.)







순서수 덧셈과 마찬가지로, α⋅(β+1)=(α⋅β)+α로 정의하면 β<γ일 때 α⋅β<α⋅γ가 성립함이 보장됩니다 — α>0.




거듭제곱도 이와 같이 정의할 수 있지만, 명시적 구성은 덜 자연스럽습니다 — 이 책의 나머지 부분에서는 이 정의를 사용하지 않으므로 무시하셔도 됩니다.




α=0에 대해서는 00=1로, 모든 β>0에 대해 0β=0으로 정의합니다. 그 외의 경우에는:




	
	α0
	=1
	





	
	αβ+1
	=αβ⋅α
	





	
	αλ
	=⋃β<λαβ.
	









연습문제 90.6.8.


2ω=ω임을 확인하십시오.










90.7 집합의 계층


이제 초한 재귀법으로  폰 노이만 계층을 정의합니다.





정의 90.7.1.


초한 재귀법에 의해, 다음과 같이 설정합니다




	
	V0
	=∅
	





	
	Vα+1
	=𝒫(Vα)
	





	
	Vλ
	=⋃α<λVα
	











초한 귀납법에 의해, Vα가 추이적이며 모든 α<β에 대해 Vα⊆Vβ임을 알 수 있습니다.





예제 90.7.2 (α≤3일 때의 Vα).


이 계층의 처음 몇 단계는 다음과 같습니다




	
	V0
	=∅
	





	
	V1
	={0}
	





	
	V2
	={0,1}
	





	
	V3
	={0,1,2,{1}}.
	





각 n에 대해 Vn은 오직 유한 집합들로만 이루어져 있으며, 각 n은 Vn+1에서 처음으로 나타난다는 것에 주목하십시오. 다음을 관찰하십시오




	
	Vω=⋃n∈ωVn
	





오직 유한 집합들로만 이루어져 있습니다; 따라서 ω는 Vω+1에서 처음으로 나타납니다.








질문 90.7.3.


V5에는 몇 개의 집합이 있습니까?








정의 90.7.4.


집합 y의  계수(rank)는 rank(y)로 표기하며, y∈Vα+1을 만족하는 가장 작은 순서수 α입니다.








예제 90.7.5.


rank(2)=2이며, 실제로 임의의 순서수 α에 대해 rank(α)=α입니다(문제는 나중에). 이것이 여분의 “+1”이 붙는 이유입니다.








질문 90.7.6.


rank(y)가 y⊆Vα를 만족하는 가장 작은 순서수 α임을 보이십시오.







집합의 계수가 실제로 존재하는지는 아직 명확하지 않으므로, 이를 증명합니다:





정리 90.7.7 (폰 노이만 계층은 완전합니다).


클래스 V는 ⋃α∈OnVα와 같습니다. 다시 말해, 모든 집합은 어떤 Vα에 나타납니다.







증명.


귀류법으로 이것이 거짓이라고 가정합니다. 핵심은 ∈가 Foundation을 만족하므로, ∈-극소 반례 x를 취할 수 있다는 것입니다. 따라서 rank(y)는 모든 y∈x에 대해 정의되며, (Replacement에 의해) 다음 집합을 생각할 수 있습니다




	
	{rank(y)∣y∈x}.
	





이것은 순서수들의 집합이므로 유계입니다. 따라서 모든 y∈x에 대해 y∈Vα가 되는 어떤 큰 순서수 α가 존재하며, 즉 x⊆Vα이므로 x∈Vα+1입니다. ∎





이는 우주 V에 대한 다음과 같은 그림으로 우리를 이끕니다:

[image: 도표]



우주 V를, V0⊊V1⊊V2⊊…와 같이 여러 단계 또는 층으로 이루어진 삼각형으로 상상할 수 있습니다. 이 우주는 꼭대기가 없지만, 각 Vi는 꼭대기를 가집니다. 그러나 이 우주는 매우 명확한 바닥을 가집니다. 각 단계는 이전 단계보다 상당히 넓습니다.




이 우주의 중심에는 순서수들이 있습니다: 모든 후행자 Vα+1마다 정확히 하나의 새로운 순서수, 즉 α가 나타납니다. 따라서 순서수의 클래스를 우주의 전체 높이에 걸쳐 뻗어 있는 얇은 선으로 그릴 수 있습니다. 어떤 집합이 순서수 α와 같은 단계에 나타나면 그 집합은 계수 α를 가집니다.




정수의 연구인 정수론 전체는 Vω 안에 존재합니다. 실수의 연구인 실해석학은 Vω+1 안에 존재하는데, 이는 실수가 (이진 전개를 통해) ℕ의 부분집합으로 부호화될 수 있기 때문입니다. 함수해석학은 그보다 한 단계 더 나아간 Vω+2에 존재합니다. 실질적으로 대부분의 수학은 Vω+ω를 넘어서지 않습니다. 이는 우주 전체의 진정한 규모에 비하면 보잘것없습니다.







90.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 90A.


초한 귀납법을 사용하여 임의의 α에 대해 rank(α)=α임을 증명하십시오.








문제 90B (Online Math Open).


V5에 있는 추이적 집합의 개수를 세십시오.








문제 90C (Goodstein).


a2를 임의의 양의 정수라 합시다. 다음과 같이 무한 수열 a2, a3, …을 재귀적으로 정의합니다. 만약 an=0이면, an+1=0입니다. 그렇지 않으면, an을 밑 n으로 쓰고, 모든 지수도 밑 n으로 쓰며, 식에 있는 모든 수가 n 이하가 될 때까지 이 과정을 계속합니다. 그런 다음 n을(지수를 포함하여!) 모두 n+1로 바꾸고, 1을 빼서 그 결과를 an+1로 둡니다. 예를 들어 a2=11이면 다음과 같습니다




	
	a2
	=23+2+1=22+1+2+1
	





	
	a3
	=33+1+3+1−1=33+1+3
	





	
	a4
	=44+1+4−1=44+1+3
	





	
	a5
	=55+1+3−1=55+1+2
	





등등입니다. 어떤 정수 N>2에 대해 aN=0임을 증명하십시오.











장 91 기수


순서수는 전순서를 측정합니다. 그러나 크기를 측정하는 데는 그다지 훌륭한 역할을 하지 못합니다. 예를 들어, ω와 ω+1의 원소들 사이에는 전단사가 존재합니다:




	
	ω+1={ω012…}ω={0123…}.
	





실제로, 여러분이 아마 이미 알고 있듯이, ω와 ω2 사이에도 전단사가 존재합니다:




	
	+01234…0013610…ω24711…ω⋅25812…ω⋅3913…ω⋅414…
	





따라서 순서수는 크기를 추적하는 데 좋은 역할을 하지 못합니다. 이를 위해 기수라는 개념으로 눈을 돌립니다.





91.1 등수인 집합과 기수



정의 91.1.1.


두 집합 A와 B가 그 사이에 전단사가 존재하면  등수라고 하며, A≈B로 표기합니다.








정의 91.1.2.


기수란 α<κ인 어떤 α에 대해서도 α≈κ가 성립하지 않는 순서수 κ입니다.








예제 91.1.3 (기수의 예).


모든 유한한 수는 기수입니다. 또한, ω도 기수입니다. 그러나 ω+1, ω2, ω2015는 가산이므로 기수가 아닙니다.








예제 91.1.4 (ωω는 가산입니다).


ωω조차도 가산 합집합이므로 기수가 아닙니다




	
	ωω=⋃nωn
	





그리고 각 ωn은 가산입니다.








질문 91.1.5.


왜 무한 기수는 극한 순서수여야 하는가?








비고 91.1.6.


기수의 정의에는 미심쩍은 부분이 있습니다: 이는 외부 함수 f에 의존한다는 점입니다. 즉, κ가 기수임을 확인하려면 κ 자체만 보아서는 안 되며, α<κ인 α에 대해 전단사 f:κ→α가 존재하지 않음을 확인하기 위해 전체 우주 V를 살펴보아야 합니다. 지금은 이것이 문제가 되지 않지만, 나중에 모형 이론에서 이는 매우 직관에 반하는 현상으로 이어질 것입니다.










91.2 기수성


이제 기수를 정의했으므로, 집합을 기수와 연결지어 그 크기를 논할 수 있습니다.





정의 91.2.1.


집합 X의  기수성이란 X≈κ가 성립하는 가장 작은 순서수 κ입니다. 이를 |X|로 표기합니다.








질문 91.2.2.


왜 |X|는 기수여야 하는가?








비고 91.2.3.


그러한 순서수 κ가 실제로 존재함을 확립하려면 정렬 정리(동치적으로, 선택 공리)가 필요합니다.







기수는 순서수이므로, κ1≤κ2인지 묻는 것이 타당합니다. 여기서는 우리의 일반적인 직관이 잘 작동합니다.





명제 91.2.4 (농도 성질의 재서술).


X와 Y를 집합이라 합시다.


	(i)

X≈Y인 것은 |X|=|Y|인 것과 동치이며, 이는 X에서 Y로의 전단사가 존재하는 것과 동치입니다.




	(ii)

|X|≤|Y|인 것은 단사 사상 X↪Y가 존재하는 것과 동치입니다.












부지런한 독자들은 이를 직접 증명해 보시기 바랍니다.







91.3 알레프 수


대표적인 예: ℵ0=ω이며, ℵ1은 첫 번째 비가산 순서수입니다.




먼저, 기수가 임의로 커질 수 있음을 확인해 봅시다:





명제 91.3.1.


모든 집합 X에 대해 |X|<|𝒫(X)|입니다.







증명.


단사 사상 X↪𝒫(X)는 존재하지만, 보조정리 89.2.1에 의해 단사 사상 𝒫(X)↪X는 존재하지 않습니다. ∎





따라서 다음과 같이 정의할 수 있습니다:





정의 91.3.2.


기수 κ에 대해, κ+를 κ보다 큰 가장 작은 기수로 정의하며, 이를  후속 기수라 부릅니다.







이 κ+는 존재하며 κ+≤|𝒫(κ)|를 만족합니다.




다음으로, 다음을 주장합니다:





연습문제 91.3.3.


A가 기수들의 집합이면 ∪A가 기수임을 보이십시오.







따라서 초한 귀납법에 의해 다음을 얻습니다:





정의 91.3.4.


임의의 α∈On에 대해,  알레프 수를 다음과 같이 정의합니다




	
	ℵ0
	=ω
	





	
	ℵα+1
	=(ℵα)+
	





	
	ℵλ
	=⋃α<λℵα.
	











따라서 다음과 같은 기수들의 수열을 얻습니다




	
	0<1<2<⋯<ℵ0<ℵ1<⋯<ℵω<ℵω+1<….
	





정의에 의해, ℵ0은 자연수의 기수이고, ℵ1은 첫 번째 비가산 순서수이며, …입니다.




알레프 수가 모든 기수를 이룬다는 것을 주장합니다:





보조정리 91.3.5 (알레프 수는 모든 무한 기수를 이룹니다).


κ가 기수이면, κ는 유한(즉, κ∈ω)이거나, 어떤 α∈On에 대해 κ=ℵα입니다.







증명.


κ가 무한이라 가정하고, ℵα≥κ를 만족하는 최소의 α를 취합니다. 모순을 이끌기 위해 ℵα>κ라고 가정합니다. α=0인 경우는 자명하므로, α>0이라 가정할 수 있습니다.




α=α¯+1이 후속 순서수이면, 다음이 성립합니다




	
	ℵα¯<κ<ℵα=(ℵα¯)+
	





이는 후속 기수의 정의에 모순됩니다.




α=λ가 극한 순서수이면, ℵλ는 상한 ⋃γ<λℵγ입니다. 따라서 ℵγ>κ를 만족하는 어떤 γ<λ가 존재해야 하며, 이는 α의 최소성에 모순됩니다. ∎






정의 91.3.6.


후속 기수가 아닌 무한 기수를  극한 기수라 부릅니다. 이는 정확히 λ가 극한 순서수일 때 ℵλ 형태의 기수들과 ℵ0입니다.










91.4 기수 산술


대표적인 예: ℵ0⋅ℵ0=ℵ0+ℵ0=ℵ0




순서수 산술을 설정했던 방식을 떠올려 봅시다. 특히 ω+ω>ω이고 ω2>ω임에 유의하십시오. 기수는 크기를 세는 것이므로 이러한 성질은 바람직하지 않으며, 우리는 다음이 성립하기를 원합니다




	
	ℵ0+ℵ0
	=ℵ0
	





	
	ℵ0⋅ℵ0
	=ℵ0
	





ω+ω와 ω⋅ω는 가산이기 때문입니다. 기수의 경우, 우리는 단순히 “순서를 무시합니다”.




기수 산술의 정의는 예상대로입니다:





정의 91.4.1 (기수 산술).


기수 κ와 μ가 주어졌을 때, 다음과 같이 정의합니다




	
	κ+μ≔|({0}×κ)∪({1}×μ)|
	





그리고




	
	κ⋅μ≔|μ×κ|.
	












질문 91.4.2.


이것이 유한 기수에 대해 여러분이 유치원에서 배운 것과 일치하는지 확인하십시오.








표기의 남용 91.4.3.


우리가 서수 산술과 같은 기호를 사용하고 있지만 결과는 다르기 때문에(ω⋅ω=ω2이지만 ℵ0⋅ℵ0=ℵ0입니다) 이는 표기법의 약간의 남용입니다. 일반적으로, 제가 기수 산술에 대해 이야기하는지 서수 산술에 대해 이야기하는지 확실히 밝히도록 하겠습니다.







이러한 혼동을 막기 위해, 우리는 서수와 기수에 대해 서로 다른 기호를 사용합니다. 구체적으로, ω는 항상 서수로 간주된 {0,1,…}를 가리키며, ℵ0는 항상 기수로 간주된 같은 집합을 가리킵니다. 더 일반적으로,





정의 91.4.4.


ωα=ℵα를 순서수로 본 것이라 합시다.







하지만 우리가 이미 본 바와 같이 ℵ0⋅ℵ0=ℵ0입니다. 사실, 이는 훨씬 더 일반적으로 성립합니다:





정리 91.4.5 (무한 기수의 제곱).


κ를 무한 기수라고 합시다. 그러면 κ⋅κ=κ입니다.







증명.


명백히 κ⋅κ≥κ이므로, 우리는 κ⋅κ≤κ임을 보이고자 합니다.




아이디어는 ℵ0⋅ℵ0=ℵ0에 대해 우리가 가졌던 것과 같은 증명을 반복해 보는 것이므로, 여기서 다시 언급합니다. 우리는 ℵ0의 원소들의 “제곱”을 취한 다음, 대각선에 따라 재정렬했습니다:




	
	01234…0013610…124711…25812…3913…414…
	





일반적인 κ에 대해서도 이 아이디어를 그대로 사용하고 싶습니다. 그러나 무한 서수에 대해서는 덧셈이 잘 작동하지 않으므로 α+β 대신 max{α,β}를 사용하는 것이 더 편리할 것입니다. 구체적으로, 우리는 κ×κ 위에 다음과 같이 순서 <최댓값를 둡니다: κ×κ의 (α1,β1)과 (α2,β2)에 대해, 다음이 성립하면 (α1,β1)<최댓값(α2,β2)라고 선언합니다


	•

max{α1,β1}<max{α2,β2}이거나




	•

max{α1,β1}=max{α2,β2}이고 (α1,β1)이 사전식으로 (α2,β2)보다 앞섭니다.






이 대체 순서(의도적으로 덧셈을 언급하지 않는)는 다음과 같은 모습입니다:




	
	01234…0014916…12351017…26781118…31213141519…42021222324…⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋱
	








이제 우리는 κ에 대한 초한 귀납법으로 진행합니다. 기저 경우는 κ=ℵ0이며, 위에서 완료했습니다. 이제, <최댓값는 κ×κ의 정렬 순서이므로, 이것이 어떤 서수 γ와 순서를 보존하는 전단사 관계에 있음을 알 수 있습니다. 우리의 목표는 |γ|≤κ임을 보이는 것입니다. 이를 위해서는, 임의의 γ¯∈γ에 대해 |γ¯|<κ임을 증명하는 것으로 충분합니다.




이 전단사 관계 아래에서 γ¯가 점 (α,β)∈κ×κ에 대응한다고 합시다. α와 β가 둘 다 유한하면 확실히 γ¯도 유한합니다. 그렇지 않으면, κ¯=max{α,β}<κ라고 합시다. 그러면 γ¯ 아래에 있는 점들의 개수는 최대




	
	|α|⋅|β|≤κ¯⋅κ¯=κ¯
	





귀납 가설에 의해 다음과 같습니다. 따라서 원하는 대로 |γ¯|≤κ¯<κ입니다. ∎





이로부터 기수의 덧셈과 곱셈이 정말로 지루하다는 것이 따라 나옵니다:





정리 91.4.6 (무한 기수 산술은 자명합니다).


기수 κ와 μ가 주어졌고 그중 하나가 무한하다면, 우리는 다음을 얻습니다




	
	κ⋅μ=κ+μ=max{κ,μ}.
	











증명.


요점은 이 두 값이 모두 최댓값의 제곱보다 작다는 것입니다. 세부 사항을 적어보면:




	
	max{κ,μ}
	≤κ+μ
	





	
	
	≤κ⋅μ
	





	
	
	≤max{κ,μ}⋅max{κ,μ}
	





	
	
	=max{κ,μ}.∎
	












91.5 기수 지수 연산


대표적인 예: 2κ=|𝒫(κ)|.





정의 91.5.1.


κ와 λ가 기수라고 합시다. 그러면




	
	κλ≔|ℱ(λ,κ)|.
	





여기서 ℱ(A,B)는 A에서 B로 가는 함수들의 집합입니다.








표기의 남용 91.5.2.


앞서와 마찬가지로, 기수 연산과 순서수 연산 모두에 같은 표기법을 사용하고 있습니다. 죄송합니다!







특히 2κ=|𝒫(κ)|>κ이므로, 이제부터는 표기법 2κ를 자유롭게 사용할 수 있습니다. (이는 순서수 연산과는 완전히 다르다는 점에 유의하십시오. 순서수 연산에서는 2ω=⋃n∈ω2n=ω였습니다. 기수 연산에서는 2ℵ0>ℵ0입니다.)




안타깝게도 2ℵ0이 무엇과 같은지는 아직 말씀드리지 않았습니다. 자연스러운 추측은 2ℵ0=ℵ1이라는 것이며, 이를  연속체 가설이라고 부릅니다. 이는 결정 불가능한 것으로 밝혀졌습니다 – 즉 𝖹𝖥𝖢 공리로부터 이를 증명하거나 반증하는 것이 불가능합니다.







91.6 공종성


대표적인 예: ℵ0, ℵ1, … 은 모두 정칙적이지만, ℵω는 공종성이 ω입니다.





정의 91.6.1.


λ를 순서수(보통 극한 순서수)라 하고, α를 또 다른 순서수라 합시다. 순서수 사이의 사상 f:α→λ가 모든 λ¯<λ에 대해 f(α¯)≥λ¯를 만족하는 어떤 α¯∈α가 존재할 때, 이를  공종이라고 부릅니다. 다시 말해, 이 사상은 λ 안에서 임의로 높이 도달합니다.








예제 91.6.2 (공종 사상의 예).



	(a)

n↦ωn으로 정의되는 사상 ω→ωω는 공종적입니다.




	(b)

임의의 순서수 α에 대해, 항등 사상 α→α는 공종적입니다.













정의 91.6.3.


λ를 극한 순서수라 합시다. λ의  공종성은 cof(λ)로 표기하며, 공종 사상 α→λ가 존재하는 가장 작은 순서수 α입니다.








질문 91.6.4.


왜 α는 반드시 무한 기수여야 합니까?







보통 우리는 기수 κ의 공종성을 구하는 데 관심이 있습니다.




그림으로 표현하자면, 우주의 밑바닥에 서서 순서수의 사슬을 따라 κ까지 올려다본다고 상상할 수 있습니다. 여러분에게는 기관총이 있고 위쪽으로 총알을 쏘고 있으며, 임의로 높이 도달하되 κ보다는 작게 도달하고자 합니다. 공종성은 바로 이를 위해 필요한 총알의 개수입니다.




이제 ”대부분”의 경우 기수의 공종성은 자기 자신임을 관찰합니다.111주의하십시오 — 순서수의 공종성은 보통 자기 자신보다 엄밀하게 작습니다. 실제로 어떤 순서수의 공종성이 자기 자신이라면, 그 순서수는 반드시 기수여야 합니다. 이러한 기수를  정칙이라고 부릅니다.





예제 91.6.5 (ℵ0은 정칙적입니다).


cof(ℵ0)=ℵ0인데, 이는 ℵ0=ω의 어떤 유한 부분집합도 임의로 높이 도달할 수 없기 때문입니다.








예제 91.6.6 (ℵ1은 정칙적입니다).


cof(ℵ1)=ℵ1입니다. 실제로 어떤 가산 순서수 집합 A={α0,α1,…}⊆ℵ1이 ℵ1 내부에서 임의로 높이 도달한다고 가정하고 모순을 이끌어내 봅시다. 그러면 Λ=∪A는 가산 순서수인데, 이는 가산 개의 가산 순서수들의 합집합이기 때문입니다. 다시 말해 Λ∈ℵ1입니다. 그러나 Λ는 A의 상계이므로, 모순입니다.







반면, 정칙적이지 않은 기수도 존재합니다. 이들은 ”드문” 경우이므로  특이라고 부릅니다.





예제 91.6.7 (ℵω는 정칙적이지 않습니다).


ℵ0<ℵ1<ℵ2<…가 ℵ0개의 항만 가지고 있음에도 불구하고 ℵω 안에서 임의로 높은 곳까지 도달함을 주목하십시오. 따라서 cof(ℵω)=ℵ0이 성립합니다.







이제 여러분이 품고 있었을지 모를 의심을 확인해 보겠습니다:





정리 91.6.8 (후속 기수는 정칙이다).


κ=κ¯+가 후속 기수이면, 이는 정칙입니다.







증명.


ℵ1이 정칙임을 보인 증명을 그대로 따라 하겠습니다.




어떤 μ≤κ¯에 대해, 기수로서 κ 안에서 임의로 높은 곳까지 도달하는 μ개의 집합이 존재한다고 가정하고 모순을 이끌어내겠습니다. 이 집합들 각각은 농도가 많아야 κ¯여야 함을 주목하십시오. 이 μ개 집합 전체의 합집합을 취하면, 상한 역할을 하는 순서수 Λ를 얻습니다.




이 합집합의 원소의 개수는 많아야




	
	#집합⋅#원소≤μ⋅κ¯=κ¯
	





따라서 |Λ|≤κ¯<κ입니다. ∎








91.7 비가측 기수


그렇다면 극한 기수는 어떻습니까? 이들 대부분은 특이 기수인 것으로 보입니다: 만약 ℵλ≠ℵ0가 극한 기수라면(즉 λ가 극한 순서수라면), 길이가 λ인 수열 {ℵα}α∈λ는 분명히 공종적입니다.





예제 91.7.1 (알레프 부동점).


다음의 거대한 기수를 생각해 봅시다




	
	κ=ℵℵℵ⋱.
	





κ=ℵκ이므로 이는 무섭도록 거대해 보일 수 있지만, 다음 수열의 극한이므로 그 공종도는 ω입니다




	
	ℵ0,ℵℵ0,ℵℵℵ0,…
	











더 일반적으로, 실제로 다음을 증명할 수 있습니다




	
	cof(ℵλ)=cof(λ).
	





하지만 λ가 너무나 커서 λ=ℵλ가 되는 것도 실제로 가능합니다.




ℵ0이 아닌 정칙 극한 기수에는 특별한 이름이 있습니다: 이를  약비가측이라 합니다. 이러한 기수는 너무나 거대하여 𝖹𝖥𝖢 안에서 그 존재성을 증명하거나 반증하는 것이 불가능합니다. 이것이 이른바 ”큰 기수”라 불리는 것들 중 최초의 예입니다.




무한 기수 κ가 다음을 만족하면 이를  강극한 기수라 합니다




	
	∀κ¯<κ2κ¯<κ
	





임의의 기수 κ¯에 대해. 예를 들어, ℵ0은 강극한 기수입니다.





질문 91.7.2.


강극한 기수가 실제로 극한 기수여야 하는 이유는 무엇입니까? (이는 얄미울 정도로 쉽습니다.)








비고 91.7.3.


극한 기수는 다음을 만족하는 영이 아닌 기수 κ로 동치하게 정의할 수 있습니다




	
	∀κ¯<κ(κ¯)+<κ.
	





이를 강극한 기수의 정의와 비교해 보면 그 유사성을 알 수 있습니다. (이 언급은 앞선 질문에 대한 답도 함께 제공합니다.)







ℵ0이 아닌 정칙 강극한 기수를  강비가측이라 합니다.







91.8 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 91A.


|Vω|를 계산하십시오.


힌트. supk∈ω|Vk|.










문제 91B.


임의의 극한 순서수 α에 대해 cof(α)가 정칙 기수임을 증명하십시오.


힌트. 공종 사상들을 감소하지 않도록 재배열하십시오.










문제 91C (강접근불가능 기수).


임의의 강접근불가능 기수 κ에 대해 |Vκ|=κ임을 보이십시오.








문제 91D (쾨니히의 정리).


모든 무한 기수 κ에 대해




	
	κcof(κ)>κ
	





임을 보이십시오.











부 XXII 집합론 II: 모형 이론과 강제법


	92 내부 모형 이론

	93 강제법(Forcing)

	94 연속체 가설 깨뜨리기






장 92 내부 모형 이론


모형 이론은 정말로 메타적이므로, 여기서는 주의를 기울여야 합니다.




대략적으로, “𝖹𝖥𝖢의 모형”이란 군이 군 공리를 만족하는 이항 연산을 가진 집합인 것과 마찬가지로, 𝖹𝖥𝖢 공리를 만족하는 이항 관계를 가진 집합입니다. 안타깝게도, 군과는 달리, 모형의 흥미로운 예시를 제시하기는 매우 어려운데, 그 이유는 단순히 우리가 문자 그대로 전체 우주를 모형화하려 하고 있기 때문입니다.





92.1 모형


대표적인 예: (ω,∈)는 PowerSet을 만족하며, Vκ는 κ가 도달 불가능할 때의 모형입니다(나중에 다룹니다).





정의 92.1.1.


모형 ℳ은 집합 M과 이항 관계 E⊆M×M으로 구성됩니다. (E 관계는 모형에서의 “∈”입니다.)








비고 92.1.2.


여기서는 M이 집합인 집합 크기 모형만을 다루고 있습니다. 전문가라면 실제로 M이 클래스인 경우도 다룰 수 있음을 알고 있겠지만, 그러려면 지금은 지나치게 신중을 기해야 할 것입니다.







모형이 주어지면, “EmptySet을 만족하는가?”와 같이 그것에 대해 특정한 질문을 던질 수 있습니다. 무슨 뜻인지 예시를 하나 보여드린 후 엄밀하게 만들어 보겠습니다.





예제 92.1.3 (어리석은 모형).


ℳ=(M,E)=(ω,∈)로 놓아 봅시다. 이는 그다지 좋은 𝖹𝖥𝖢의 모형이 아니지만, 처음 몇 개의 공리 중 일부를 이해할 수 있는지 살펴봅시다.


	(a)

ℳ은 Extensionality를 만족하는데, 이는 다음 문장입니다




	
	∀x∀y∀a:(a∈x⇔a∈y)⟹x=y.
	





이는 단지 E가 실제로 ∈이라는 사실로부터 따라옵니다.




	(b)

ℳ은 EmptySet을 만족하는데, 이는 다음 문장입니다




	
	∃a:∀x¬(x∈a).
	





즉, a=∅∈ω로 잡으면 됩니다.




	(c)

ℳ은 Pairing을 만족하지 않는데, 1,3∈ω이지만 {1,3}은 ω에 속하지 않기 때문입니다.




	(d)

놀랍게도, ℳ은 Union을 만족하는데, 임의의 n∈ω에 대해 ∪n이 n−1이기 때문입니다(n=0인 경우는 제외). 합집합 공리는 다음을 명시합니다




	
	∀a∃U∀x[(x∈U)⇔(∃y:x∈y∈a)].
	





여기서 주목할 중요한 점은, “∀a”가 오직 모형인 우주 ℳ 안의 집합들에 대해서만 범위를 갖는다는 것입니다.













예제 92.1.4 (중요: 이 어리석은 모형은 PowerSet을 만족합니다).


무엇보다도 가장 놀라운 점은, ℳ=(ω,∈)이 PowerSet을 만족한다는 것입니다. 이는 정말 중요한 예시입니다.




이것이 터무니없다고 생각할 수도 있습니다. 2={0,1}을 보십시오. 이것의 멱집합은 {0,1,2,{1}}인데, 이는 모형 안에 있지 않지 않습니까?




자, PowerSet을 좀 더 자세히 살펴봅시다. 이는 다음을 명시합니다:




	
	∀x∃a∀y(y∈a⇔y⊆x).
	





x=2={0,1}로 놓으면 어떻게 될까요? 사실, a=3={0,1,2}가 작동한다고 주장할 수 있습니다. 핵심은 “모든 y에 대해”인데 – 이는 오직 ℳ 안의 대상들에 대해서만 범위를 갖습니다. ℳ에서, 2의 부분집합은 오직 0=∅, 1={0}, 2={0,1}뿐입니다. “실제 세계”(즉 V)에서의 “집합” {1}은 모형 ℳ에서는 집합이 아닙니다.




특히, 이 낯선 새로운 세계에서는 2n=n+1이라고 말할 수 있는데, n={0,1,…,n−1}이 실제로 오직 n+1개의 부분집합만을 가지기 때문입니다.








예제 92.1.5 (매개변수가 있는 문장).


모형에 던지는 문장에는 “매개변수”가 포함될 수도 있습니다. 예를 들어, 앞서와 같이 ℳ=(ω,∈)이라면 ℳ은 다음 문장을 만족합니다




	
	∀x∈3(x∈5).
	














92.2 문장과 만족


이 직관적인 개념을 바탕으로, 모형이 어떤 문장을 만족한다는 것이 무엇을 의미하는지 정의할 수 있습니다.





정의 92.2.1.


임의의 문장 ϕ는 다음 다섯 가지 형태 중 하나로 쓸 수 있음에 유의하십시오:


	•

x∈y




	•

x=y




	•

어떤 더 짧은 문장 ψ에 대해 ¬ψ (“ψ가 아니다”)




	•

어떤 더 짧은 문장 ψ1, ψ2에 대해 ψ1∨ψ2 (“ψ1 또는 ψ2”)




	•

어떤 더 짧은 문장 ψ에 대해 ∃xψ (“x가 존재한다”)













질문 92.2.2.


∧(그리고)와 ∀(모든 것에 대해)는 어떻게 된 것입니까? (힌트: ¬를 사용하십시오.)







흔히 (사실상 거의 항상) 우리는 이른바 “논리식 복잡도에 대한 귀납법”을 통해 진행하게 될 것인데, 이는 이것을 이용하여 귀납적으로 무언가를 정의하거나 증명한다는 뜻입니다. 우리는 모든 논리식이 유한할 것을 요구함에 유의하십시오.




이제 a=b나 ∃a∀x¬(x∈a)와 같은 문장 ϕ와, 모형 ℳ=(M,E)가 있다고 합시다. 우리는 ℳ이 ϕ를 만족하는지 묻고자 합니다.




이것에 의미를 부여하려면, 특정 변수들을  매개변수로 지정해야 합니다. 예를 들어, 제가 여러분에게


“a=b인가?”



라고 물었다면, 여러분이 가장 먼저 던질 질문은 a와 b가 무엇이냐는 것일 것입니다. 따라서 a, b는 매개변수가 될 것입니다: 이 문장이 의미를 가지려면 저는 이들에 값을 부여해야 합니다.




반면, 제가 여러분에게


“∃a∀x¬(x∈a)인가?”



라고 물었다면, 여러분은 그냥 “그렇다”라고 대답할 것입니다. 이 경우 x와 a는 매개변수가 아닙니다. 일반적으로 매개변수란 그 의미가 어떤 ∀나 ∃에 의해 주어지지 않는 변수들을 말합니다.




앞으로 우리는 ϕ(x1,…,xn)이 매개변수 x1, …, xn을 가지는 논리식 ϕ를 나타내는 것으로 하겠습니다. 여기서 n=0일 수도 있음에 유의하십시오. 예를 들어 모든 𝖹𝖥𝖢 공리는 매개변수를 갖지 않습니다.





질문 92.2.3.


아래에서 만족의 정의를 읽기 전에 미리 추측해 보십시오. (그다지 어렵지 않게 추측할 수 있습니다!)








정의 92.2.4.


ℳ=(M,E)를 모형이라 합시다. ϕ(x1,…,xn)을 문장이라 하고, b1,…,bn∈M이라 합시다. 우리는 다음과 같은 관계를 정의할 것입니다




	
	ℳ⊨ϕ[b1,…,bn]
	





그리고 ℳ이 매개변수 b1,…,bn을 가지고 문장 ϕ를  만족한다고 말합니다.




이 관계는 논리식 복잡도에 대한 귀납법으로 다음과 같이 정의됩니다:


	•

ϕ가 “x1=x2”이면 ℳ⊨ϕ[b1,b2]⇔b1=b2입니다.




	•

ϕ가 “x1∈x2”이면 ℳ⊨ϕ[b1,b2]⇔b1Eb2입니다.

(이것이 “E가 ∈을 해석한다”라는 말의 의미입니다.)




	•

ϕ가 “¬ψ”이면 ℳ⊨ϕ[b1,…,bn]⇔ℳ⊭ψ[b1,…,bn]입니다.




	•

ϕ가 “ψ1∨ψ2”이면 ℳ⊨ϕ[b1,…,bn]은 어떤 i=1,2에 대해 ℳ⊨ψi[b1,…,bn]임을 뜻합니다.




	•

가장 중요한 경우: ϕ가 ∃xψ(x,x1,…,xn)이라고 합시다. 그러면 ℳ⊨ϕ[b1,…,bn]인 것은 다음과 동치입니다




	
	∃b∈M 인 그러한ℳ⊨ψ[b,b1,…,bn].
	





ψ는 매개변수가 하나 더 있음에 유의하십시오.












모델의 정보가 실제로 어디에서 사용되는지 주목하십시오. x1∈x2를 해석할 때는 오직 E만을 사용하는데, 이는 놀랍지 않습니다. 그러나 집합 M을 사용하는 것은 오직 ∃ (그리고 따라서 ∀) 위를 훑을 때뿐입니다. 이는 명심할 만한 가치가 있습니다:


모델의 행동은 본질적으로 전체 모델 M을 훑는 ∃와 ∀에서 비롯됩니다.






그리고 마지막으로,





정의 92.2.5.


𝖹𝖥𝖢의 모델이란 모든 𝖹𝖥𝖢 공리를 만족하는 모델 ℳ=(M,E)입니다.







우리는 특히 M이 추이적인 집합인, (M,∈) 형태의 모델에 관심이 있습니다. (우리는 우주가 추이적이기를 원하는데, 그렇지 않으면 우주 자체에 속하지 않는 집합의 원소가 존재하게 되며, 이는 매우 이상한 일입니다.) 이러한 모델을  추이적 모델이라 부릅니다.





표기의 남용 92.2.6.


M이 추이적 집합이면, 모델 (M,∈)은 간단히 M으로 줄여 씁니다.








정의 92.2.7.


𝖹𝖥𝖢의  내부 모델이란 𝖹𝖥𝖢를 만족하는 추이적 모델입니다.








비고 92.2.8.


𝖹𝖥𝖢의 모델에 대한 정의는 φ에 매개변수가 없는 경우의 M⊨φ만을 사용합니다. 그럼에도 불구하고, φ가 매개변수를 가질 때 M⊨φ가 무엇을 뜻하는지도 우리가 정의하고 있음을 알 수 있는데, 이는 M⊨∃xψ(x)의 정의에서 그것이 사용되기 때문입니다.




확장 φ(x1,…,xn)은 둥근 괄호로 표기되지만, M⊨φ[b1,…,bn]은 대괄호로 표기됩니다 — 이는 매개변수 b1,…,bn을 φ에 ”형식적으로 대입”한 것으로 생각할 수 있는데, 만약 b1,…,bn을 φ에 ”실제로” 대입한다면 φ(b1,…,bn)은 그저 하나의 불리언 값일 뿐이기 때문입니다.










92.3 레비 계층


대표적인 예: 𝚒𝚜𝚂𝚞𝚋𝚜𝚎𝚝(x,y)는 절대적입니다. 공리 EmptySet은 Σ1이고, 𝚒𝚜𝙿𝚘𝚠𝚎𝚛𝚂𝚎𝚝𝙾𝚏(X,x)는 Π1입니다.




기억해야 할 핵심은 모델의 동작이 대체로 ∃와 ∀에 의해 결정된다는 것입니다. 사실 이보다 더 많은 것을 말할 수 있습니다.




다음과 같은 논리식을 생각해봅시다




	
	𝚒𝚜𝙴𝚖𝚙𝚝𝚢(x):¬∃a(a∈x)
	





이는 주어진 집합 x가 그 안에 원소를 가지는지 확인합니다. 기술적으로 이 안에는 ”∃”가 들어 있습니다. 하지만 어쩐지 이 ∃는 실제로 전체 모델을 훑지는 않는데, 이는 그것이 x 안에서 찾도록 유계되어 있기 때문입니다. 즉, 우리는 이를 비공식적으로 다음과 같이 다시 쓸 수 있습니다




	
	¬(∃a∈x)
	





이는 엄밀한 형식에 들어맞지는 않지만, 우리가 오직 a∈x 위만을 살펴보고 있다는 점을 짚어 줍니다. 우리는 이러한 한정사를  유계 한정사라 부릅니다.




우리는 유계 한정사를 가진 문장을 선호하는데, 이는 그것들이 추이적 모델에 대해  절대적인 성질을 나타내기 때문입니다. 여러분을 둘러싼 모델 M이 아무리 이상하더라도 상관없습니다. M이 추이적이기만 하다면,




	
	M⊨𝚒𝚜𝙴𝚖𝚙𝚝𝚢(∅)
	





항상 성립할 것입니다. 마찬가지로, 문장




	
	𝚒𝚜𝚂𝚞𝚋𝚜𝚎𝚝(x,y):x⊆y i.e. ∀a∈x(a∈y)
	





은 절대적입니다. 이러한 성질을 가진 문장을 Σ0 또는 Π0이라 부릅니다.




다음과 같은 문장에서는 상황이 다릅니다




	
	𝚒𝚜𝙿𝚘𝚠𝚎𝚛𝚂𝚎𝚝𝙾𝚏(y,x):∀z(z⊆x⇔z∈y)
	





이는 영어로 ”y는 x의 멱집합이다”, 즉 그냥 y=𝒫(x)를 뜻합니다. 여기서 ∀z는 유계가 아닙니다. 이러한 기이함이 다음과 같은 것들을 가능하게 합니다




	
	ω⊨”{0,1,2}는 {0,1}의 멱집합이다”
	





그리고 따라서




	
	ω⊨PowerSet
	





이는 앞서 든 우리의 어리석은 예시였습니다. 문장 𝚒𝚜𝙿𝚘𝚠𝚎𝚛𝚂𝚎𝚝𝙾𝚏는 비유계 ∀ 뒤에 절대적 문장이 오는 형태로 이루어져 있으므로, 우리는 이를 Π1이라고 말합니다.




더 일반적으로,  레비 계층은 우리의 한정사가 얼마나 유계인지를 추적합니다. 구체적으로,


	•

유계 한정사만을 가진 논리식은 Δ0=Σ0=Π0입니다.




	•

ψ가 Πn인 경우, ∃x1…∃xkψ 형태의 논리식은 Σn+1로 간주됩니다.




	•

ψ가 Σn인 ∀x1…∀xkψ 형태의 논리식은 Πn+1로 간주됩니다.






(Σn이면서 동시에 Πn인 논리식을 Δn이라고 부르지만, n=0인 경우를 제외하고는 이를 사용하지 않겠습니다.)





예제 92.3.1 (Δ0 문장의 예시).



	(a)

위에서 논의한 𝚒𝚜𝙴𝚖𝚙𝚝𝚢(x), x⊆y 문장들입니다.




	(b)

“x는 추이적이다”라는 논리식은 Δ0 문장으로 전개될 수 있습니다.




	(c)

“x는 순서수이다”라는 논리식은 Δ0 문장으로 전개될 수 있습니다.













연습문제 92.3.2.


“x는 추이적이다”와 “x는 순서수이다”의 전개를 Δ0 형태로 작성하십시오.








예제 92.3.3 (더 복잡한 논리식).



	(a)

공리 EmptySet은 Σ1이며, 이는 ∃a(𝚒𝚜𝙴𝚖𝚙𝚝𝚢(a))이고, 𝚒𝚜𝙴𝚖𝚙𝚝𝚢(a)는 Δ0입니다.




	(b)

위에서 논의했듯이 “y=𝒫(x)”라는 논리식은 Π1입니다.




	(c)

“x는 가산이다”라는 논리식은 Σ1입니다. 이를 표현하는 한 가지 방법은 “∃f가 x↪ω인 단사 사상이다”인데, 이는 필연적으로 비유계인 “∃f”를 갖습니다.




	(d)

공리 PowerSet은 Π3입니다:




	
	∀y∃P∀x(x⊆y⇔x∈P).
	

















비고 92.3.4 (왜 교대하는 무한정 한정사 개수만 고려하는가?).


공식 ∃a∃bψ(a,b)는 ∃c(c는 순서쌍 (a,b)이다∧ψ(a,b))로도 쓸 수 있음에 주목하십시오. 이는 왜 공식 ∃a∃bψ(a,b)만을 Σ1으로 간주하고자 하는지를 설명해 줍니다.










92.4 부분구조와 타르스키-보트 정리


ℳ1=(M1,E1)과 ℳ2=(M2,E2)를 모델이라고 합시다.





정의 92.4.1.


M1⊆M2이고 E1이 E2와 일치하면 ℳ1⊆ℳ2라고 말하며, 이때 ℳ1을 ℳ2의  부분구조라고 부릅니다.







그건 지루한 이야기입니다. 흥미로운 부분은 다음과 같습니다:





정의 92.4.2.


ℳ1⊆ℳ2이고 모든 문장 ϕ(x1,…,xn)과 매개변수 b1,…,bn∈M1에 대해 다음이 성립하면, ℳ1≺ℳ2이다, 또는 ℳ1이 ℳ2의  초등 부분구조이다라고 말하며, 이때 다음이 성립합니다




	
	ℳ1⊨ϕ[b1,…,bn]⇔ℳ2⊨ϕ[b1,…,bn].
	











다시 말해, ℳ1과 ℳ2는 가능한 모든 문장에 대해 일치합니다. bi는 반드시 ℳ1에서 와야 함에 유의하십시오. 만약 bi가 ℳ2에서 왔다면 ℳ1에 무언가를 묻는 것은 말이 되지 않을 것입니다.




이제 물어봅시다: ℳ1≺ℳ2는 어떻게 성립하지 않을 수 있을까요? 가능한 문장들을 살펴보면, 원자 논리식이나 “∧”, “¬” 중 어느 것도 문제를 일으키지 않을 것입니다.




지금쯤 여러분이 갖게 될 직관은, 문제가 발생하는 것은 ∀과 ∃에 도달했을 때라는 것입니다. 유계 한정사에 대해서는 문제가 생기지 않습니다. 그러나 비유계 한정사는 모델 전체를 탐색하며, 바로 그 지점에서 문제가 발생합니다.




“구체적인 예”를 들자면: ℳ1을 MIT, ℳ2를 매사추세츠 주라고 상상해봅시다. ℳ1이 MIT에 해커가 존재한다고 생각한다면, 확실히 매사추세츠 주에도 해커가 존재합니다. 문제가 생기는 경우는 다음과 같은 것입니다:




	
	ℳ2⊨”∃x : x는 번호가 >50인 강의이다”.
	





이는 ℳ2에서는 참인데, 예컨대 목격자로 x=Math 55를 취할 수 있기 때문입니다. 하지만 ℳ1에서는 거짓인데, MIT에서는 모든 과목이 18.701과 같은 식으로 번호가 매겨지기 때문입니다.


문제는 ℳ2에서의 명제들에 대한 목격자가 반드시 ℳ1에 대한 목격자로 전파되지는 않는다는 점입니다.






Tarski-Vaught 판정법은 이것이 유일한 장애물임을 말해줍니다: ℳ2의 모든 증인을 ℳ1의 증인으로 대체할 수 있다면 ℳ1≺ℳ2입니다.





보조정리 92.4.3 (Tarski-Vaught).


ℳ1⊆ℳ2라고 합시다. 그러면 ℳ1≺ℳ2인 것은 다음과 동치입니다: 모든 문장 ϕ(x,x1,…,xn)와 매개변수 b1,…,bn∈M1에 대해, ℳ2⊨ϕ(b~,b1…,bn)에 대한 증인 b~∈M2가 존재하면 ℳ1⊨ϕ(b,b1,…,bn)에 대한 증인 b∈M1이 존재합니다.







증명.


위의 논의 이후에는 쉽습니다. 이를 형식화하려면 논리식의 복잡도에 대한 귀납법을 사용하십시오. ∎








92.5 𝖹𝖥𝖢의 공리 얻기


이제 M이 𝖹𝖥𝖢 공리를 만족하기 위한 조건을 적어보고자 합니다. 그 발상은, 𝖹𝖥𝖢 공리들의 거의 전부가 어떤 원하는 집합에 대한 단순한 Σ1 주장이며, 따라서 어떤 공리를 검증하는 것은 그 공리의 증인이 실제로 모델 안에 있는지를 확인하는 적절한 ”닫힘” 조건을 확인하는 것으로 귀결된다는 것입니다.




예를 들어, EmptySet 공리는 ”∃a(𝚒𝚜𝙴𝚖𝚙𝚝𝚢(a))”이며, 따라서 ∅∈M이기만 하면 만족되는데, 이는 물론 공집합이 아닌 임의의 추이적 집합 M에 대해 참입니다.





보조정리 92.5.1 (𝖹𝖥𝖢를 물려받는 추이적 집합).


M을 공집합이 아닌 추이적 집합이라고 합시다. 그러면


	(i)

M은 Extensionality, Foundation, EmptySet을 만족합니다.




	(ii)

x,y∈M⟹{x,y}∈M이면 M⊨Pairing입니다.




	(iii)

x∈M⟹∪x∈M이면 M⊨Union입니다.




	(iv)

x∈M⟹𝒫(x)∩M∈M이면 M⊨PowerSet입니다.




	(v)

모든 x∈M과 매개변수를 사용해 M-정의가능한 모든 함수 F:x→M에 대해 Fimg(x)∈M이 성립하면 M⊨Replacement입니다.




	(vi)

ω∈M이기만 하면 M⊨Infinity입니다.












여기서, 집합 X⊆M이 다음과 같이 실현될 수 있으면 이를  매개변수를 사용해 M-정의가능하다고 합니다




	
	X={x∈M∣ϕ[x,b1,…,bn]}
	





어떤 (고정된) 매개변수 b1,…,bn∈M의 선택에 대해서 말입니다. n=0도 허용하며, 이 경우 X를  매개변수 없이 M-정의가능하다고 합니다. X 자체가 M에 속할 필요는 없다는 점에 유의하십시오! 사소한 예로, X=M은 매개변수 없이 M-정의가능하며(그저 ϕ[x]가 항상 참이 되도록 잡으면 됩니다), 이때 당연히 X∈M은 성립하지 않습니다.





연습문제 92.5.2.


위의 (i)-(iv)를 확인하십시오.








비고 92.5.3.


보조정리 92.5.1의 명제들에 대한 역은 (vi)를 제외한 모든 주장에서 참입니다.










92.6 Mostowski 붕괴


지금까지는 생각하기 더 쉬웠기 때문에 추이적 모델에 대해서만 이야기해 왔습니다. 여기 우리가 추이적 모델에만 관심을 가져도 되는 두 번째, 더 나은 이유가 있습니다.





보조정리 92.6.1 (Mostowski 붕괴 정리).


X=(X,∈)을 Extensionality를 만족하는 모델이라 하고, X는 (추이적이 아닐 수도 있는) 집합이라고 합시다. 그러면 추이적 모델 M=(M,∈)에 대해 동형사상 π:X→M이 존재합니다.







이는 추이적 붕괴라고도 불립니다. 실제로 π와 M은 모두 유일합니다.




증명.


증명의 발상은 매우 간단합니다. ∈이 정초적이고 외연적이므로(각각 Foundation과 Extensionality를 만족하므로), ∈에 대해 X의 ∈-극소 원소 x∅을 살펴볼 수 있습니다. 명백히, 우리는 그것을 0=∅으로 보내고자 합니다.




그다음 ∈ 하에서 그다음으로 작은 집합을 취해 1={∅}으로 보냅니다. 이를 ”계속 반복”하는데, 이것이 정확히 우리가 원하는 바를 수행함을 확인하기는 어렵지 않습니다.




형식화하기 위해, π를 초한 재귀법으로 정의합니다:




	
	π(x)≔{π(y)∣y∈x}.
	





이렇게 구성된 이 π는 그 역할을 해냅니다. ∎






비고 92.6.2 (전문가를 위한 여담).


Napkin의 초기 버전에서는 이것이 𝒳⊨Foundation+Extensionality를 만족하는 일반적인 모델 𝒳=(X,E)에 대해서도 참이라고 주장했습니다. 이는 거짓입니다. 이는 E가 정초적임을 함의하지도 않는데, X 자체에는 속하지 않는 X의 부분집합들의 무한 하강 사슬이 존재할 수 있기 때문입니다. 또 다른 문제는 E가 집합류(set-like)가 아닐 수도 있다는 것입니다.







이에 대한 그림은 M의 원소들을 V의 바닥으로 ”붕괴시키는” 것이며, 이름도 여기서 유래합니다.


그림 작성 예정: Mostowski 붕괴의 그림









92.7 비가측 기수 추가하기


대표적인 예: Vκ




이쯤에서 이렇게 물으실 수 있습니다. 그런데 제 𝖹𝖥𝖢의 모델은 어디 있습니까?




유감스럽지만 이제 인정해야 합니다: 𝖹𝖥𝖢는 𝖹𝖥𝖢의 모델이 존재한다는 것을 결코 증명할 수 없습니다(단, 𝖹𝖥𝖢가 모순적인 경우는 예외이지만, 그것은 더 나쁜 상황일 것입니다). 이것은 괴델의 불완전성 정리라고 불리는 결과입니다.




그럼에도 불구하고, 매우 소박한 가정 몇 가지를 추가하면 실제로 모델이 존재함을 보일 수 있습니다: 예를 들어, 강비가측 기수 κ가 존재한다고 가정하면 그 역할을 하기에 충분하며, Vκ가 그러한 모델이 될 것입니다 (문제 92D). 직관적으로 왜 그런지 알 수 있습니다: κ는 너무 커서 그보다 낮은 계수를 가진 어떤 집합도, 심지어 그것의 멱집합을 취하거나, Replacement 공리를 사용하거나, 𝖹𝖥𝖢가 허용하는 다른 어떤 방법을 쓰더라도 그것을 벗어날 수 없습니다.




더 비관적으로 말하면, 이는 그러한 κ가 존재한다는 것을 𝖹𝖥𝖢에서 증명하는 것이 불가능함을 보여줍니다. 그럼에도 불구하고, 편의를 위해 이제부터는 𝖹𝖥𝖢+ 하에서 논의를 진행하는데, 이는 그러한 κ의 존재를 마지막 공리로 추가한 것입니다. 이제 우리는 가지고 놀 수 있는 모델 Vκ를 갖게 되었습니다. 기쁩니다!




좋습니다. 이제 정말로 미친 짓을 해보겠습니다.





정리 92.7.1 (가산 추이적 모델).


𝖹𝖥𝖢+를 가정합니다. 그러면 X가 가산 집합인, 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모델 X가 존재합니다.







증명.


안전벨트를 매십시오.




먼저, 우리는 𝖹𝖥𝖢+를 가정했으므로, Vκ=(Vκ,∈)를 우리의 𝖹𝖥𝖢 모델로 취할 수 있습니다. 집합 X0=∅에서 시작합니다. 그런 다음 모든 정수 n에 대해, Xn+1을 얻기 위해 다음을 수행합니다.


	•

Xn의 모든 원소를 포함하는 Xn+1에서 시작합니다.




	•

Xn에 속한 논리식 ϕ(x,x1,…,xn)과 b1,…,bn을 생각합니다. Vκ가 다음을 만족하는 b∈Vκ가 존재한다고 생각한다고 가정합니다.




	
	Vκ⊨ϕ[b,b1,…,bn].
	





그런 다음 원소 b를 Xn+1에 추가합니다.




	•

우리는 이를 집합론 언어에서 가능한 모든 논리식에 대해 수행합니다. 또한 이전 집합 Xn으로부터 나온 가능한 모든 매개변수 집합을 넣어야 합니다.






매 단계마다 Xn은 가산입니다. 이유: Xn에는 가능한 유한 매개변수 집합이 가산 개 있고, 가능한 논리식도 가산 개 있으므로, 각 단계에서 우리가 추가하는 것은 전체적으로 가산 개뿐입니다. 이는 가산 집합들의 무한 중첩 수열을 보여줍니다




	
	X0⊆X1⊆X2⊆…
	





이들 중 어느 것도 Vκ의 초등 부분구조가 아닌데, 각 Xn이 Xn+1 안의 증인들에 의존하기 때문입니다. 그래서 우리는 대신 합집합을 취합니다:




	
	X=⋃nXn.
	





이는 Tarski-Vaught 판정법을 만족하며, 가산입니다.




한 가지 사소한 주의사항이 있습니다: X는 추이적이지 않을 수도 있습니다. 우리는 신경 쓰지 않는데, 그저 그것의 Mostowski 붕괴를 취하면 되기 때문입니다. ∎





잠시 시간을 내어 이것이 얼마나 미친 짓인지 감상해 보십시오. 이는 우리가 적을 수 있는 문장이 가산 개라는 사실에 돌이킬 수 없이 의존합니다.





비고 92.7.2.


이 증명은 원소 b를 Xn+1에 추가할 때 선택 공리에 크게 의존합니다. 선택 공리 없이는 이러한 결정들을 한꺼번에 내릴 방법이 없습니다.




보통 선택 공리 사용을 형식화하는 올바른 방법은, 모든 논리식 ϕ(x,x1,…,xn)에 대해 (아주 처음부터) 함수 fϕ(x1,…,xn)를 미리 정해 놓아서, 임의의 b1,…,bn이 주어졌을 때 fϕ(b1,…,bn)이 (존재한다면) b의 적절한 값을 내놓도록 하는 것입니다. 개인적으로는 이것이 증명의 정신을 감추고 있다고 생각하지만, 선택 공리가 정확히 어떻게 사용되는지는 명확하게 보여줍니다.




이 fϕ들에는 이름이 있는데,  스콜렘 함수라고 합니다.







증명에서 사용한 트릭은 더 일반적인 상황에서도 성립합니다.





정리 92.7.3 (하향 Löwenheim-Skolem 정리).


ℳ=(M,E)가 모델이고, A⊆M이라고 합시다. 그러면 A⊆B⊆M이며 (B,E)≺ℳ인 집합 B(A의  스콜렘 껍질이라 불림)가 존재하며,




	
	|B|=max{ω,|A|}.
	











우리의 경우, 우리가 한 것은 단순히 A를 공집합으로 잡은 것입니다.





질문 92.7.4.


이를 증명하십시오. (이전과 정확히 같은 증명입니다.)










92.8 가산 모형에 관한 자주 묻는 질문


가장 흔한 질문은 ”이게 어떻게 가능한가?”이며, 근소한 차로 뒤를 잇는 것은 ”방금 무슨 일이 일어난 것인가?”입니다.




첫 번째 질문에 최선을 다해 답해 보겠습니다. 서로 부딪히는 두 가지가 있는 것처럼 보입니다.


	(1)

M은 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모형이지만, 그 전체 집합은 가산입니다.




	(2)

𝖹𝖥𝖢는 비가산 집합이 존재한다고 우리에게 말해 줍니다!






(이는 매우 많은 사람들을 혼란스럽게 했기에 이름이 있는데,  스콜렘의 역설이라고 합니다.)




이것이 성립하는 이유는 사실 앞서 지적했습니다. 가산성은 절대적이지 않으며, 이는 Σ1 개념입니다.




집합 x가 가산이라는 것은 단사 사상 x↪ω가 존재한다는 것임을 상기하십시오. 첫 번째 진술은 단지 우주 V 안에서 단사 사상 F:M↪ω가 존재한다는 것을 말할 뿐입니다. 특히 임의의 x∈M에 대해 (M이 추이적이므로 x⊆M이기도 합니다), x는 V 안에서 가산입니다. 이것이 첫 번째 진술의 내용입니다.




그러나 M이 𝖹𝖥𝖢의 모형이 되려면, M은 𝖹𝖥𝖢의 진술들이 참이라고 여기기만 하면 됩니다. 더 정확히 말하면, 𝖹𝖥𝖢가 비가산 집합이 존재한다고 말한다는 사실은 다음을 의미합니다




	
	M⊨∃x 비가산.
	





다시 말해,




	
	M⊨∃x∀ff:x→ω이면 f는 단사가 아닙니다.
	





핵심은 ∀f가 오직 우리의 작은 모형 M 안에 있는 함수들만 찾는다는 것입니다. ”실제 세계” V에서는 단사 함수 f:x→ω가 존재한다는 것이 참입니다.111M이 추이적이고 가산이므로, 임의의 x∈M에 대해 x 자체도 많아야 가산 개의 원소만을 가질 수 있습니다. M이 추이적이지 않다면 이는 반드시 성립하지는 않습니다. 그러나 M은 그것들이 존재한다는 사실을 전혀 모릅니다! 이는 통 속의 뇌와 같습니다. M은 자신 바깥의 어떤 정보에도 무지합니다.




그래서 실제로 M에 나타나는 모든 순서수는 실제 세계에서는 가산입니다. 다만 M 안에서는 가산이 아닐 뿐입니다. M⊨𝖹𝖥𝖢이므로, M은 가장 작은 비가산 기수, 이를테면 ℵ1M이 존재한다고 여길 것입니다. 이는 모형 M 안에서 ℵ1M과 ω 사이에 전단사가 없다는 성질을 가진 M 안의 가장 작은 (무한) 순서수가 될 것입니다. 그러나 우리는 그러한 전단사가 실제 세계 V에서는 반드시 존재한다는 것을 알고 있습니다.




다른 방식으로 말하면, M에서의 농도는 실제 세계에서의 농도와 매우 다르게 보일 수 있는데, 이는 농도가 전단사로 측정되기 때문이며, 이는 아마도 불가피한 일이지만 혼란을 초래합니다.







92.9 내부 모형 그려 보기


다음은 가산 추이적 모형 M의 그림입니다.




[image: 도표]



M과 V는 유한 집합에 대해서는 반드시 일치해야 하는데, 모든 유한 집합은 이를 표현할 수 있는 논리식을 가지기 때문입니다. 그러나 Vω를 지나면 모형과 실제 우주는 갈라지기 시작합니다.




전체 모형 M은 가산이므로, 첫 번째 비가산 기수 ℵ1V (위 첨자는 ”실제 우주 V의”를 의미합니다) 아래로 우주의 작은 부분만을 차지합니다. M 안의 순서수는 정확히 V의 순서수 중 우연히 모형 안에 속하는 것들인데, ”α는 순서수이다”라는 문장이 절대적이기 때문입니다. 반면, M은 오직 하찮은 집합, 그것도 가산 집합에 불과하므로, 이러한 순서수들의 일부만을 가집니다. M의 순서수를 나타내기 위해 우리는 OnM이라고 쓰며, 위 첨자는 ”M에서 계산된 순서수”를 의미합니다. 마찬가지로, OnV는 이제 ”실제 순서수의 집합”을 나타낼 것입니다.




그럼에도 불구하고, 모델 M은 자신만의 버전의 첫 번째 비가산 기수 ℵ1M을 가지고 있습니다. 참된 우주에서 ℵ1M은 가산입니다(ℵ1V보다 작습니다), 하지만 이를 증언하는 필요한 전단사가 M 내부에 존재하지 않을 수 있습니다. 이것이 바로 ℵ1M이 원래 우주에서는 가산 기수임에도, M이 그것을 비가산이라고 생각할 수 있는 이유입니다.




그러므로 우리의 모델 M은 통 속의 뇌입니다. M은 우연히 𝖹𝖥𝖢의 모든 공리를 믿게 되며, 따라서 M에서 참인 모든 명제는 V에서도 참일 수 있습니다. 하지만 M은 자신을 둘러싼 우주를 볼 수 없습니다. M은 자신이 비가산이라고 믿는 ℵ1M이 사실은 그저 평범한 가산 순서수에 불과하다는 것을 전혀 알지 못합니다.







92.10 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 92A.


임의의 추이적 모델 M에 대해, M 안의 순서수들의 집합 자체가 하나의 순서수임을 보이십시오.








문제 92B.


ℳ1⊆ℳ2라고 가정합시다. 다음을 보이십시오.


	(a)

ϕ가 Δ0이면, ℳ1⊨ϕ[b1,…,bn]⇔ℳ2⊨ϕ[b1,…,bn]입니다.




	(b)

ϕ가 Σ1이면, ℳ1⊨ϕ[b1,…,bn]⟹ℳ2⊨ϕ[b1,…,bn]입니다.




	(c)

ϕ가 Π1이면, ℳ2⊨ϕ[b1,…,bn]⟹ℳ1⊨ϕ[b1,…,bn]입니다.






(이 장을 이해했다면 쉬울 것입니다.)








문제 92C (반영).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

κ를 비가산 기수라고 하고, 모든 α<κ에 대해 |Vα|<κ라고 합시다. 임의의 δ<κ에 대해 δ<α<κ이면서 Vα≺Vκ인 α가 존재함을 증명하십시오. 다시 말해, Vα≺Vκ인 α들의 집합이 κ에서 비유계임을 증명하십시오. 이는 Vκ의 성질들이 Vα의 성질로 반영됨을 의미합니다.


힌트. 이는 뢰벤하임-스콜렘(Löwenheim-Skolem) 정리의 증명과 매우 유사합니다. 문장 ϕ에 대해, fϕ가 α를 다음과 같은 최소의 β<κ로 보낸다고 합시다: 모든 b→∈Vα에 대해, Vκ⊨ϕ[a,b→]인 a∈Vκ가 존재하면, Vκ⊨ϕ[a,b→]인 ∃a∈Vβ입니다. (이 β가 존재함을 증명하려면 κ가 정칙(regular)이라는 사실을 이용하십시오.) 그런 다음, 각 α에 대해 가산 개의 문장들에 걸친 상한을 취합니다.




풀이. 문장 ϕ에 대해




	
	fϕ:κ→κ
	





가 α를 다음과 같은 최소의 β<κ로 보낸다고 합시다: 모든 b→∈Vα에 대해, Vκ⊨ϕ[a,b→]인 a∈Vκ가 존재하면, Vκ⊨ϕ[a,b→]인 ∃a∈Vβ입니다.

이것이 잘 정의됨을 주장합니다. b→의 가능한 선택지는 오직 |Vα|n개뿐이며, 특히 이는 κ보다 적습니다(우리는 |Vα|<κ임을 알고 있기 때문입니다; 문제 91C과 비교해 보십시오). 그렇지 않다면, 명제가 성립하지 않는 β로 각 벡터 b→를 대응시킴으로써 |Vαn|에서 κ로의 공종 사상을 구성할 수 있습니다. 그리고 그것은 κ가 정칙이므로 불가능합니다!

다시 말해, 우리가 한 일은 ϕ를 고정한 다음 모든 b→∈Vαn에 대해 타르스키-보트 정리를 사용한 것입니다. 이제 g:κ→κ를 다음과 같이 정의합시다.




	
	α↦supfϕ(α).
	





κ가 정칙이고 논리식이 가산 개뿐이므로, g(α)는 잘 정의됩니다.

α가 g에 의해 α 자신으로 사상되는 성질을 가진다면(다시 말해, α가 g 아래에서 닫혀 있다면), 타르스키-보트 검사법에 의해 Vα≺Vκ임을 확인하십시오.

따라서 g 아래에서 닫혀 있는 임의로 큰 α<κ가 존재함을 보이면 충분합니다. α0을 고정합시다. α1=g(α0)라 하고, 이런 식으로 계속하여 다음과 같이 정의합니다:




	
	α=supn<ωαn.
	





이 α는 g에 대해 닫혀 있으며, α0을 임의로 크게 함으로써 α도 원하는 만큼 크게 만들 수 있습니다.










문제 92D (강비가산 기수는 모델을 만들어 냅니다).

††margin:  [image: [Uncaptioned image]] 

κ를 강비가산 기수라고 합시다. Vκ가 𝖹𝖥𝖢의 모델임을 증명하십시오.


힌트. 보조정리 92.5.1를 사용하십시오. Vκ⊨PowerSet을 증명하려면 κ가 강한 극한 기수여야 하고, Vκ⊨Replacement를 증명하려면 κ가 비가측 기수여야 합니다 — 이것이 우리가 공종성과 비가측성에 관심을 가졌던 이유입니다.













장 93 강제법(Forcing)


이제 폴 코언(Paul Cohen)의  강제법(forcing) 기법을 소개하며, 이를 이용해 연속체 가설을 무너뜨릴 것입니다.




작동 방식은 다음과 같습니다. 추이적 모델 M과 그 안에 있는 순서집합 ℙ가 주어졌을 때, ”제네릭(generic)” 부분집합 G⊆ℙ를 생각할 수 있으며, 이때 G는 M 안에 있지 않습니다. 그런 다음 M과 G를 모두 포함하는 더 큰 우주 M[G]를 구성할 것입니다. (이 표기법은 의도적으로 예를 들어 ℤ[2]와 같은 표기법입니다 – 대수학의 경우, ℤ를 취해 새로운 원소 2와 그로부터 생성될 수 있는 모든 것을 추가하는 것입니다.) ℙ를 잘 선택함으로써 M[G]가 바람직한 성질을 갖도록 만들 수 있습니다.




그림:




[image: 도표]



모델 M은 초록색으로 그려져 있으며, 그 확장인 M[G]는 빨간색으로 그려져 있습니다.




모델 M과 M[G]는 같은 순서수를 공유하며, 이는 여기서 M이 M[G]보다 높지 않은 것으로 표현되어 있습니다. 그러나 이와 관련된 한 가지 문제는, 강제법이 원래는 존재하지 않았던 M의 기수들 사이의 새로운 전단사 함수를 도입할 수 있다는 것입니다. 이는  기수 붕괴(cardinal collapse)라 불리는 현상으로 이어집니다: 말 그대로, M에서의 기수가 M[G]에서는 더 이상 기수가 아니라 그저 하나의 순서수가 되어버립니다. 이는 G를 첨가하는 과정에서 이전 우주에는 없었던 전단사 함수를 우연히 얻게 될 수 있기 때문입니다. 그려진 도식에서, 이것이 바로 ω를 ℵ1M으로 대응시키는 함수 f입니다. 본질적으로, 이 어려움은 ”κ가 기수이다”라는 명제가 Π1 명제라는 데 있습니다.




연속체 가설의 경우, 임의의 제네릭 부분집합 G가 ℵ2M개의 실수를 ”인코딩”하게 되는 ℙ를 도입할 것입니다. 그런 다음 기수 붕괴가 일어나지 않는다는 것, 즉 ℵ2M[G]=ℵ2M임을 보일 것입니다. 따라서 M[G]는 원하는 대로 ℵ2M[G]개의 실수를 갖게 될 것입니다.





93.1 순서집합 설정하기


대표적인 예: 무한 이진 트리




M을 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모델이라 합시다. ℙ=(ℙ,≤)∈M을 모델 M 안에 존재하며 최대 원소 1ℙ를 갖는 순서집합이라 합시다. ℙ의 원소들은  조건(conditions)이라 불리는데, 이는 그것들이 M[G]에서 참이 되도록 강제하기 때문입니다.





정의 93.1.1.


부분집합 D⊆ℙ가  조밀(dense)하다는 것은, 모든 p∈ℙ에 대해 q≤p인 q∈D가 존재함을 의미합니다.







조밀 부분집합의 예로는 ℙ 전체뿐 아니라 아래쪽으로의 임의의 ”조각(slice)”도 있습니다.





정의 93.1.2.


p,q∈ℙ에 대해, r≤p이고 r≤q인 r∈ℙ가 존재하면 ”p는 q와  양립가능(compatible)하다”고 하며 p∥q라고 씁니다. 그렇지 않으면 p와 q는  양립불가능(incompatible)하다고 하며 p⟂q라고 씁니다.








예제 93.1.3 (무한 이진 트리).


ℙ=2<ω를 아래에 나타낸, 자명한 방식으로 무한히 확장된  무한 이진 트리(infinite binary tree)라 합시다:

[image: 도표]




	(a)

최대 원소 1ℙ는 빈 문자열 ∅입니다.




	(b)

D={001로 끝나는 모든 문자열}은 조밀 집합의 예시입니다.




	(c)

ℙ의 두 원소는 비교 가능하지 않는 한 양립가능하지 않습니다.













예제 93.1.4 (무한 사슬).


ℙ=(ℕ,≥)라 합시다. 이는 ”무한 일진 트리(infinite unary tree)”로 볼 수 있습니다.


	•

최대 원소 1ℙ는 1입니다.




	•

어떤 집합이 조밀하다는 것은 그것이 무한히 많은 원소를 가짐과 동치입니다. 예를 들어, 모든 양의 짝수의 집합과 모든 소수의 집합은 조밀합니다.












이제 ”제네릭(generic)”하다는 것이 무엇을 의미하는지 구체적으로 명시할 수 있습니다.





정의 93.1.5.


공집합이 아닌 집합 G⊆ℙ가  필터(filter)라는 것은 다음을 만족함을 의미합니다


	(a)

집합 G는 위로 닫혀 있습니다: ∀p∈G(∀q≥p)(q∈G).




	(b)

G의 임의의 두 원소 쌍은 서로 양립가능합니다.






모델 M 안에 있는 모든 D에 대해, D가 조밀하면 G∩D≠∅일 때, G를  M-제네릭이라고 합니다.








질문 93.1.6.


G가 필터이면 1ℙ∈G임을 보이십시오.







D∈M이라는 조건이 중요하다는 점에 유의하십시오. 그 이유는 다음과 같습니다:





질문 93.1.7.


무한 이진 트리에서 다음을 보이십시오:


	•

모든 필터 G에 대해, G∩D=∅을 만족하는 (반드시 M에 속할 필요는 없는) 조밀한 부분집합 D가 존재합니다.




	•

구체적으로, G∈M이면 그러한 집합 D를 D∈M이 되도록 선택할 수 있습니다 — 특히 이 경우 G는 M-제네릭이 아닙니다.






이는 보조정리 93.2.5에서 나중에 형식화하겠습니다.








예제 93.1.8 (무한 이진 트리 위의 제네릭 필터).


ℙ=2<ω라고 합시다. ℙ 위의 제네릭 필터는 다음과 같은 형태의 집합입니다




	
	{0,b1,b1b2,b1b2b3,…}.
	





따라서 ℙ 위의 모든 제네릭 필터는 이진수 b=0.b1b2b3…에 대응합니다.111서로 다른 두 필터가 0.1000…과 0.0111…처럼 같은 실수에 대응하는 경우가 있을 수 있지만, 그러한 필터는 반드시 제네릭이 아니라는 점에 유의하십시오.




어떤 실수가 제네릭 필터에 대응하는지를 설명하기는 더 어렵지만, 그러한 실수는 정말로 “무작위처럼 보여야” 합니다. 예를 들어, 011로 끝나는 문자열들의 집합은 조밀하므로, b 안에 “011”이 나타나리라 기대할 수 있고, 더 일반적으로는 b가 모든 이진 문자열을 포함하리라 기대할 수 있습니다. 따라서 π−3의 이진 전개는 제네릭에 대응할 것이라 기대할 수 있지만, 0.010101… 같은 것은 그렇지 않을 것입니다. 이것이 바로 이들을 “제네릭”이라고 부르는 이유입니다.




[image: 도표]







예제 93.1.9 (무한 사슬 위의 제네릭 필터).


ℙ=(ℕ,≥) 위에는 오직 하나의 제네릭 필터가 있습니다: 바로 ℕ 자체입니다.




이는 실제로 제네릭입니다 — 모든 조밀한 집합과 교차합니다. 이는 어떤 기준으로 보아도 “무작위처럼 보이지” 않는다고 말할 수도 있습니다 — 하지만 생각해보면, 뿌리 1ℙ=1에서 시작하여 매 단계마다 무작위로 아래로 내려간다고 해도, 갈 수 있는 곳은 오직 한 곳뿐입니다!








연습문제 93.1.10.


모든 제네릭 필터 2<ω가 위와 같은 형태를 가짐을 확인하십시오. 반대로, 이진수가 필터를 준다는 것을 보이되, 그것이 반드시 제네릭일 필요는 없음을 보이십시오.







p≥q이면, 문장 q∈G는 문장 p∈G보다 더 많은 정보를 알려준다는 점에 주목하십시오. 그런 의미에서 q는 더 강한 조건입니다. 또 다른 의미에서 1ℙ는 가능한 가장 약한 조건인데, 이는 G에 대해 아무것도 알려주지 않기 때문입니다; G가 위로 닫혀 있으므로 우리는 항상 1ℙ∈G를 가집니다.







93.2 부분 순서 집합의 추가 성질


제네릭 필터가 존재함을 반드시 확인해야 합니다.





예제 93.2.1.


ℙ가 무한 이진 트리이고 M이 ℙ의 모든 부분집합을 포함한다면, 제네릭 필터는 존재하지 않습니다 — 모든 필터 G⊆ℙ에 대해, ℙ∖G는 조밀한 집합 D∈M이고, G∩D=∅이기 때문입니다.







사실 이는 다소 까다롭지만, 가산 모델에 대해서는 성립합니다:





보조정리 93.2.2 (Rasiowa-Sikorski 보조정리).


M이 𝖹𝖥𝖢의 가산 추이적 모델이고 ℙ가 부분 순서 집합이라고 합시다. 그러면 M-제네릭 필터 G가 존재합니다.







증명.


본질적으로, 하나씩 처리하십시오. 문제 93B. ∎





다행히도, 𝖢𝖧를 깨뜨리기 위해서는 어차피 M이 가산이기를 원할 것입니다.




우리가 올바른 길을 가고 있는지 확인하기 위해 해야 할 또 다른 일은 제네릭 집합 G가 실제로 M에 속하지 않음을 보장하는 것입니다. (비유: ℤ[3]은 정말로 어리석은 확장입니다.) 이를 보장하는 조건은 다음과 같습니다:





정의 93.2.3.


부분순서 ℙ가 모든 p∈ℙ에 대해 q⟂r인 q,r≤p가 존재할 때  분할이라고 합니다.








예제 93.2.4 (무한 이진 나무는 (매우) 분할적입니다).


무한 이진 나무는 분할적일 수 있는 만큼 최대로 분할적입니다. p∈2<ω가 주어지면, 그 바로 아래에 있는 두 원소를 생각하면 됩니다.








보조정리 93.2.5 (분할 부분순서는 제네릭 집합을 배제합니다).


ℙ가 분할적이라고 합시다. 그러면 F⊆ℙ가 F∈M인 필터이면, ℙ∖F는 조밀합니다. 특히, G⊆ℙ가 제네릭이면, G∉M입니다.








증명.


p∉ℙ∖F⇔p∈F을 생각해봅시다. ℙ가 분할적이므로, 서로 호환되지 않는 q,r≤p가 존재합니다. F는 필터이므로 둘 다를 포함할 수 없으며, 그중 하나는 F 밖에 있어야 합니다. 이를 q라고 합시다. 따라서 p∈ℙ∖(ℙ∖F)의 모든 원소는 ℙ∖F에 속하는 원소 q≤p를 갖습니다. 이것으로 ℙ∖F가 조밀함을 증명하기에 충분합니다.






질문 93.2.6.


제네릭 G에 관한 보조정리의 마지막 주장을 유도하십시오. ∎












93.3 이름과 제네릭 확장


이제 부분순서 ℙ와 연관된 이름을 정의하겠습니다.





정의 93.3.1.


M이 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모형이고, ℙ=(ℙ,≤)∈M이 부분순서라고 합시다.  ℙ-이름의 계층을 다음과 같이 재귀적으로 정의합니다




	
	Name0
	=∅
	





	
	Nameα+1
	=𝒫(Nameα×ℙ)
	





	
	Nameλ
	=⋃α<λNameα.
	





마지막으로, Name=⋃αNameα는 모든 ℙ-이름의 클래스를 나타냅니다.







(이 Nameα들은 Vα들의 유사물입니다: 각 Nameα는 그저 랭크가 ≤α인 모든 이름들의 집합입니다.)





정의 93.3.2.


필터 G에 대해, τG로 표기되는 τ의 G에 의한  해석을 다음의 초한 재귀법을 사용하여 정의합니다




	
	τG={σG∣⟨σ,p⟩∈τ그리고p∈G}.
	





그런 다음 모형을 다음과 같이 정의합니다




	
	M[G]={τG∣τ∈NameM}
	





여기서 NameM은 클래스 Name의 원소 중 M에 속하는 것들입니다. 따라서 M[G]는 집합입니다. 말로 표현하면, M[G]는 (M에 의해 계산된) 가능한 모든 ℙ-이름들의 해석입니다.







ℙ-이름을 “퍼지 집합”이라고 생각하면 됩니다. 아이디어는 이렇습니다. 보통의 집합은 보통의 집합들의 모임이므로, 퍼지 집합은 퍼지 집합들의 모임이어야 합니다. 이 퍼지 집합들은 아직 오지 않은 크리스마스의 유령들과 같다고 생각할 수 있습니다: 그것들은 확실한 것이 아니라 있을 수 있는 것을 나타냅니다. 다시 말해, 그것들은 다양한 G의 선택에 대한 M[G]의 가능한 미래들을 나타냅니다.




모든 퍼지 집합에는 원소 p∈ℙ가 고정되어 있습니다. 심판의 때가 오면, 우리는 제네릭 G를 선택하여 ℙ-이름들의 우주를 걸러냅니다. G의 원소가 붙어 있는 퍼지 집합들은 실제 세계로 구현되고, G 밖의 원소가 붙어 있는 퍼지 집합들은 존재에서 사라집니다. 그 결과가 M[G]입니다.





예제 93.3.3 (이름 계층의 처음 몇 단계).


계산해 봅시다




	
	Name0
	=∅
	





	
	Name1
	=𝒫(∅×ℙ)
	





	
	
	={∅}
	





	
	Name2
	=𝒫({∅}×ℙ)
	





	
	
	=𝒫({⟨∅,p⟩∣p∈ℙ}).
	











이에 대응하는 폰 노이만 우주와 비교해 보십시오.




	
	V0=∅,V1={∅},V2={∅,{∅}}.
	









예제 93.3.4 (해석의 예시).


앞서 언급했듯이, Name1={∅}입니다. 이제 다음을 가정합시다




	
	τ={⟨∅,p1⟩,⟨∅,p2⟩,…,⟨∅,pn⟩}∈Name2.
	





그러면




	
	τG={∅∣⟨∅,p⟩∈τ그리고p∈G}={{∅}만약 어떤pi∈G∅그렇지 않으면.
	





특히, 1ℙ∈G이므로, 다음이 성립합니다:


	•

n=0일 때, τ=∅이므로, τG=∅입니다.




	•

n=1이고 p1=1ℙ일 때, τ={⟨∅,1ℙ⟩}이므로, τG={∅}입니다.






따라서,




	
	{τG∣τ∈Name2}=V2.
	





사실, 이는 2뿐만 아니라 임의의 자연수 n에 대해서도 성립합니다.







따라서, M[G]와 M은 유한 집합에 대해 일치합니다.




이제, M[G]가 M의 원소들을 포함하는지 확인하고자 합니다. 위의 {τG∣τ∈Name2}=V2의 증명은 쉽게 응용할 수 있습니다: 1ℙ가 반드시 G에 속해야 하므로, 모든 x∈M에 대해 다음 집합을 정의합니다




	
	xˇ={⟨yˇ,1ℙ⟩∣y∈x}
	





초한 재귀법으로 정의합니다. 기본적으로, xˇ는 모든 중첩 단계에서 모든 원소에 1ℙ를 태그로 붙인 x의 복사본일 뿐입니다.





예제 93.3.5.


0ˇ=0과 1ˇ={⟨0ˇ,1ℙ⟩}을 계산해 보십시오. 따라서




	
	(0ˇ)G=0그리고(1ˇ)G=1.
	





입니다.








질문 93.3.6.


일반적으로 (xˇ)G=x임을 보이십시오. (계수 귀납법.)







그러나, 우리는 G 또한 M[G]에 속하도록 만들고 싶습니다. 사실, 그 이름을 정확히 적어낼 수 있습니다: 다음과 같이 정의합니다




	
	ℙ˙≔{⟨pˇ,p⟩∣p∈ℙ}.
	









질문 93.3.7.


(ℙ˙)∈NameM이고, (ℙ˙)G=G임을 보이십시오.








질문 93.3.8.


M[G]가 추이적임을 확인하십시오: 즉, σG∈τG∈M[G]이면, σG∈M[G]임을 보이십시오. (이는 어처구니없을 정도로 쉽습니다.)







요약하면,


M[G]는 M을 확장하는 추이적 모델입니다 (G를 포함합니다).






게다가, G가 단지 필터일 뿐이라 해도 이는 상당히 잘 작동합니다. 당장 얻을 수 있는 것이 무엇인지 살펴봅시다.





보조정리 93.3.9 (필터로부터 얻어지는 성질들).


M을 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모델이라 합시다. G가 필터이면, M[G]는 추이적이며 Extensionality, Foundation, EmptySet, Infinity, Pairing, Union을 만족합니다.







이제 PowerSet, Replacement, 그리고 선택공리가 남습니다.




증명.


Extensionality와 Foundation은 거저 얻어집니다. 그러면 Infinity와 EmptySet은 M⊆M[G]로부터 따라옵니다.




Pairing에 대해서는, σ1G,σ2G∈M[G]라고 가정합시다. 그러면




	
	σ={⟨σ1,1ℙ⟩,⟨σ2,1ℙ⟩}
	





σG={σ1G,σ2G}를 만족합니다. (M⊨Pairing을 사용했음에 유의하십시오.) Union은 문제로 남겨두니, 지금 바로 시도해 보시기를 권합니다. ∎





여기까지는 M[G]에서 어떤 문장이 언제 참인지에 대해 전혀 알 필요가 없었습니다. 우리가 원하는 사실들을 얻기 위해서는 xˇ나 {⟨σ1,1ℙ⟩,⟨σ2,1ℙ⟩}와 같은 이름들을 고안하기만 하면 되었습니다. 하지만 나머지 공리들에 대해서는, 이러한 추가적인 힘이 정말로 필요합니다. 이를 위해 강제법의 기본 정리를 도입해야 합니다.







93.4 강제법의 기본 정리


모델 M은 안타깝게도 G가 무엇일지 전혀 알지 못하며, 다만 그것이 어떤 제네릭 필터라는 것만 알 뿐입니다.222이것을 좋은 일이라고 말할 수도 있는데, 이유는 다음과 같습니다. 우리는 ¬𝖢𝖧가 𝖹𝖥𝖢와 무모순임을 보이려 하고 있으며, 실제 우주 V의 모델 M에서 시작했습니다. 하지만 우리가 아는 한 V에서 𝖢𝖧가 참일 수도 있으므로(V=L이라면 어떻겠습니까?), 그렇다면 M에서도 참일 것입니다. 그럼에도 불구하고, 우리는 대담하게 모델 M의 확장 M[G]를 구성합니다. 그것이 M과 다르게 행동하려면, M이 도달할 수 없는 범위에 있어야 합니다. 반대로, 만약 M이 M[G]에 대한 모든 것을 계산할 수 있다면, M[G]는 M의 믿음에 순응해야 할 것입니다. 그렇기 때문에 우리는 G∈M[G]이지만 G∉M이 되도록 그토록 애를 썼던 것입니다. 그럼에도 불구하고, 우리는 강제법 관계라 불리는 관계 ⊩를 정의하려 합니다. 대략적으로, 우리는 다음과 같이 쓰려고 합니다




	
	p⊩φ(σ1,…,σn)
	





여기서 p∈ℙ, σ1,…,σn∈M[G]이며, 이는 다음과 동치입니다:


임의의 제네릭 G에 대해, 만약 p∈G이면, M[G]⊨φ[σ1G,…,σnG]입니다.



⊩는 G를 참조하지 않고 정의된다는 점에 주목하십시오. 이는 M이 볼 수 있는 것입니다. 우리는 p가 문장 φ(σ1,…,σn)을  강제한다고 말합니다. 그리고 놀랍게도, 우리는 이 관계를 역도 성립하도록 정의할 수 있습니다: 어떤 문장이 성립하는 것은 어떤 p가 그것을 강제하는 경우이고 오직 그 경우입니다.





정리 93.4.1 (강제법의 기본 정리).


M이 ZF의 추이적 모델이라고 합시다. ℙ∈M을 poset이라 하고, G⊆ℙ가 M-제네릭 필터라고 합시다. 그러면,


	(1)

σ1,…,σn∈NameM을 생각해봅시다. 그러면




	
	M[G]⊨φ[σ1G,…,σnG]
	





이는 조건 p∈G가 존재하여 p가 문장 φ(σ1,…,σn)을 강제하는 것과 동치입니다. 이를 p⊩φ(σ1,…,σn)로 표기합니다.




	(2)

이 강제법 관계는 M에서 (균일하게) 정의 가능합니다.












다음 절에서 이 정의가 어떻게 작동하는지 말씀드리겠습니다.







93.5 (선택적) 관계 정의하기


우리가 진행할 방식은 다음과 같습니다. 강제법이 한쪽 방향으로 작동하도록(p⊩φ(σ1,…,σn)이 M[G]⊨φ[σ1G,…,σnG]을 의미하도록) 가능한 가장 관대한 조건을 정의할 것입니다. 그런 다음 그 역도 성립하기를 바라볼 것입니다.




우리는 논리식의 복잡도에 대한 귀납법으로 진행합니다. 이 경우 원자 논리식(기저 경우)이 가장 어렵다는 것이 밝혀지며, 그 자체로 계수에 대한 귀납법이 필요합니다.




동기 부여를 위해, 이미 p⊩τ1=τ2를 정의했다고 가정하고 p⊩τ1∈τ2를 어떻게 정의해야 할지 생각해봅시다. 우리는 이것이 다음과 동치가 되도록 보장해야 합니다




	
	∀p∈G인 M-제네릭 G:M[G]⊨τ1G∈τ2G.
	





따라서 임의의 제네릭 G∋p가 τ1G를 τ2G의 원소 τG와 같도록 강제하는 조건 q에 도달함을 보장하는 것으로 충분합니다. 다시 말해, 우리는 p⊩τ1∈τ2의 정의를 다음과 동치가 되도록 선택하고자 합니다




	
	{q∈ℙ∣∃⟨τ,r⟩∈τ2(q≤r∧q⊩(τ=τ1))}
	





p 아래에서 조밀합니다. 다시 말해, 만약 그 집합이 조밀하다면, 제네릭은 반드시 q에 도달해야 하고, 따라서 r에도 도달해야 하며(필터가 위로 닫혀 있음을 기억하십시오), 이는 ⟨τ,r⟩∈τ2가 τG∈τ2G가 되도록 해석될 것이며, 게다가 q∈G는 τ1=τ를 강제할 것임을 의미합니다.




이제 그 정의를 써 내려가 봅시다…이하에서 ⊩는 M과 ℙ를 생략합니다.





정의 93.5.1.


M을 ZFC의 가산 추이적 모델이라고 합시다. ℙ∈M을 부분 순서라고 합시다. p∈ℙ와 집합론의 언어로 된 논리식 φ(σ1,…,σn)에 대해, 우리는 p⊩φ(σ1,…,σn)을 다음을 의미하는 것으로 쓰며, 이는 논리식의 복잡도와 계수에 대한 귀납법으로 정의됩니다.


	(1)

p⊩τ1=τ2는 다음을 의미합니다


	(i)

모든 ⟨σ1,q1⟩∈τ1에 대해, 집합




	
	Dσ1,q1≔{r∣r≤q1→∃⟨σ2,q2⟩∈τ2(r≤q2∧r⊩(σ1=σ2))}.
	





은 p 아래에서 조밀합니다. (이는 ”τ1⊆τ2”를 부호화합니다.)




	(ii)

모든 ⟨σ2,q2⟩∈τ2에 대해, 유사하게 정의된 집합 Dσ2,q2는 p 아래에서 조밀합니다.









	(2)

p⊩τ1∈τ2는 다음을 의미합니다




	
	{q∈ℙ∣∃⟨τ,r⟩∈τ2(q≤r∧q⊩(τ=τ1))}
	





p 아래에서 조밀합니다.




	(3)

p⊩φ∧ψ는 p⊩φ이고 p⊩ψ임을 의미합니다.




	(4)

p⊩¬φ는 ∀q≤p에 대해 q⊮φ임을 의미합니다.




	(5)

p⊩∃xφ(x,σ1,…,σn)는 다음 집합이




	
	{q∣∃τ(q⊩φ(τ,σ1,…,σn))}
	





p 아래에서 조밀함을 의미합니다.












이것은 M에서 정의 가능합니다! 우리가 언급한 것은 오직 ℙ와 이름들뿐이며, 이들은 M에 있습니다. (조밀하다는 것이 정의 가능한 성질임에 주목하십시오.) 사실, 위 정의의 (3)항부터 (5)항까지는 논리식의 복잡도에 대한 귀납법을 사용합니다. 하지만 원자적인 경우인 (1)과 (2)에서는 이름의 계수(rank)에 대한 귀납법을 사용하고 있습니다.




그래서 위의 구성은 한쪽 방향을 제공합니다(엄청나게 많은 세부 사항을 생략했습니다만…).




그렇다면 역방향은 어떻게 얻을 수 있을까요: 즉 어떤 문장이 참인 것과 무언가가 그것을 강제하는 것이 동치라는 사실 말입니다. 사실, 귀납법을 사용하면 다음을 보일 수 있습니다:





보조정리 93.5.2 (일관성과 지속성).


다음이 성립합니다


	(1)

(일관성) p⊩φ이고 q≤p이면 q⊩φ입니다.




	(2)

(지속성) {q∣q⊩φ}가 p 아래에서 조밀하면 p⊩φ입니다.












이 두 가지는 모두 논리식의 복잡도에 대한 귀납법으로 증명할 수 있습니다. 이로부터 다음을 얻습니다:





따름정리 93.5.3 (완전성).


집합 {p∣p⊩φ또는p⊩¬φ}는 조밀합니다.







증명.


우리는 p⊮φ일 때마다 어떤 p¯≤p에 대해 p¯⊩¬φ가 성립함을 주장합니다; 이것이 따름정리를 확립할 것입니다.




앞선 보조정리의 대우에 의해, {q∣q⊩φ}는 p 아래에서 조밀하지 않으며, 이는 어떤 p¯≤p가 존재하여 모든 q≤p¯에 대해 q⊮φ가 성립함을 의미합니다. p⊩¬φ의 정의에 의해, p¯⊩¬φ입니다. ∎





그리고 이로써 역방향이 성립합니다: M-제네릭 G는 어느 쪽이든 판정을 내리는 어떤 조건에 반드시 도달해야 합니다. 이것으로 기본 정리의 증명이 완료됩니다.







93.6 나머지 공리들



정리 93.6.1 (제네릭 확장은 𝖹𝖥𝖢를 만족합니다).


M이 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모형이라고 가정합시다. ℙ∈M을 부분순서집합(poset)이라 하고, G⊆ℙ를 M-제네릭 필터라 합시다. 그러면




	
	M[G]⊨𝖹𝖥𝖢.
	











증명.


나머지 공리들은 유사하므로, 여기서는 Comprehension만 다루겠습니다.




σG,σ1G,…,σnG∈M[G]가 집합과 매개변수이고, φ(x,x1,…,xn)이 집합론 언어의 논리식이라고 합시다. 우리는 다음 집합이




	
	A={x∈σG∣M[G]⊨φ[x,σ1G,…,σnG]}
	





M[G]에 속함을, 즉 그것이 어떤 이름의 해석임을 보이고자 합니다.




σG의 모든 원소는 어떤 ρ∈dom(σ)에 대해 ρG의 꼴임에 유의하십시오 (여기서 표기가 다소 남용되었는데, σ는 이름들과 p들의 순서쌍 뭉치이고, 정의역 dom(σ)은 그저 이름들의 집합입니다). 따라서 강제법의 기본 정리에 의해, 우리는 다음과 같이 쓸 수 있습니다




	
	A={ρG∣ρ∈dom(σ)그리고∃p∈G(p⊩ρ∈σ∧φ(ρ,σ1,…,σn))}.
	





A∈M[G]임을 보이려면 이름 τG가 A와 일치하는 τ를 명시적으로 써 내려야 합니다. 우리는 다음이




	
	τ={⟨ρ,p⟩∈dom(σ)×ℙ∣p⊩ρ∈σ∧φ(ρ,σ1,…,σn)}
	





올바른 선택이라고 주장합니다. 구성에 의해 τG=A임은 실제로 명백합니다; ”본질적인 내용”은 τ가 실제로 M의 이름임을 보이는 것인데, 이는 M⊨Comprehension으로부터 따라 나옵니다.




그러므로 사실 강제법의 기본 정리의 요점은 단지 이 τ를 명시적으로 쓸 수 있게 해준다는 데 있습니다; 그것은 실제로 G를 참조하지 않고도 τ가 NameM에 속함을 보일 수 있게 해줍니다. ∎








93.7 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 93A.


필터 G와 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모형 M에 대해, M[G]⊨Union임을 보이십시오.








문제 93B (Rasiowa-Sikorski 보조정리).


𝖹𝖥𝖢의 가산 추이적 모형 M에서는 임의의 부분 순서 집합 위에서 M-제네릭 필터를 찾을 수 있음을 보이십시오.


힌트. D1, D2, … 를 조밀 집합들이라고 합시다 (이들은 가산 개 있습니다).




풀이. M은 가산이므로, 조밀 집합은 가산 개만 존재합니다(이들은 M 안에 있습니다!) —




	
	D1,D2,…,Dn,…∈M.
	





이라 합시다. 선택공리를 사용하여 p1∈D1을 취하고, 그다음 p2≤p1이면서 p2∈D2인 p2를 취하고(D2가 조밀하므로 이것이 가능합니다), 이런 식으로 계속합니다. 이러한 방식으로 다음 사슬을 귀납적으로 제시할 수 있습니다




	
	p1≥p2≥p3≥…
	





여기서 모든 i에 대해 pi∈Di입니다.

따라서 우리는 {pi}로부터 필터를 생성하고자 합니다. 위쪽 폐포를 취하기만 하면 됩니다 – 어떤 n에 대해 q≥pn을 만족하는 q∈ℙ의 집합을 G라 합시다. 구성에 의해 G는 필터입니다(이는 사실 자명합니다). 게다가 구성에 의해 G는 모든 조밀 집합과 교차합니다.













장 94 연속체 가설 깨뜨리기


이제 좋은 반순서 집합 ℙ를 선택함으로써 강제법 기법을 사용하여 연속체 가설을 깨뜨립니다. 앞서 언급했듯이, 연속체 가설이 참이 되는 모형을 만들 수도 있는데, 이를 구성 가능 전체 L이라고 부릅니다. 하지만 저는 무언가가 깨질 때가 더 재미있다고 생각합니다…





94.1 실수 추가하기


가산 추이적 모형 M에서 시작합니다.




(ℵ2)M개의 실수가 나타나도록 ℙ∈M을 선택하고, 기수 붕괴는 나중에 걱정하고자 합니다.




ℙ를 무한 완전 이진 트리로 설정했던 앞의 상황을 떠올려 봅시다. 이 트리의 노드는 부분 함수 n→2 (단, n<ω)로 생각할 수 있습니다. 그러면 G 자체는 이 트리를 따라 내려가는 경로이며, 즉 전함수 G:ω→2로 부호화될 수 있고 하나의 실수에 대응됩니다.




[image: 도표]



이와 비슷한 것을 하고 싶지만, 하나가 아니라 ω2개의 실수로 하고자 합니다. 이를 염두에 두고 M에서 다음의 반순서 집합을 생각해 봅시다




	
	ℙ=Add(ω,ω2)≔({p:ω2×ω→2,dom(p)유한합니다},⊇).
	





이 원소 p(조건)들은 ”부분 함수”로서, ω2×ω의 어떤 유한 부분집합을 취하여 이를 2={0,1}로 사상하는 것입니다. (여기서 dom(p)는 p의 정의역을 나타내며, 이는 앞서 언급한 ω2×ω의 유한 부분집합입니다.) 또한, dom(p)⊇dom(q)이고 두 함수가 dom(q) 위에서 일치할 때 p≤q라고 말합니다.





질문 94.1.1.


여기서 최대 원소 1ℙ는 무엇입니까?








연습문제 94.1.2.


제네릭 G가 함수 ω2×ω→2로 부호화될 수 있음을 보이십시오.








보조정리 94.1.3 (G는 서로 다른 실수들을 부호화합니다).


α∈ω2에 대해 다음과 같이 정의합니다




	
	Gα={n∣G(α,n)=0}∈𝒫(ℕ).
	





그러면 α≠β인 임의의 α, β에 대해 Gα≠Gβ입니다.








증명.


다음 집합이




	
	D={q∣∃n∈ω:q(α,n)≠q(β,n)둘 다 정의됩니다}
	





조밀하다고 주장합니다.






질문 94.1.4.


이를 확인하십시오. (정의역이 모두 유한하다는 사실을 이용하십시오.)







G는 M-제네릭이므로 이 조밀 집합 D와 만납니다. 따라서 Gα≠Gβ입니다. ∎






G∈M[G]이고 M[G]⊨𝖹𝖥𝖢이므로, 각 Gα가 M[G]에 속함을 알 수 있습니다. 따라서 M[G]에는 적어도 ℵ2M개의 실수가 존재합니다. 기수 붕괴가 없음을 보이기만 하면 끝납니다.







94.2 가산 사슬 조건


ℙ=Add(ω,ω2)일 때 다음을 보이는 일이 남아 있습니다




	
	ℵ2M[G]=ℵ2M.
	





그 경우, M[G]는 ℵ2M=ℵ2M[G]개의 실수를 갖게 되므로, 이로써 증명이 끝납니다.




이를 위해 ℙ의 다음과 같은 조합적 성질에 의존하고자 합니다:





정의 94.2.1.


A⊆ℙ의 서로 다른 임의의 p와 q에 대해 p⟂q일 때, A를  강한 반사슬이라고 말합니다.








예제 94.2.2 (반사슬의 예).


무한 이진 트리에서, 집합 A={00,01,10,11}은 강 반사슬(strong antichain)입니다 (사실은 포함관계에 대해 극대입니다).







이것은 여러분에게 익숙한 ”반사슬(antichain)”이라는 개념보다 더 강한 조건입니다!111강제법(forcing)의 맥락에서, 일부 저자들은 ”반사슬”이라는 용어를 ”강 반사슬”을 가리키는 데 사용합니다. 저는 이것이 별로라고 생각합니다. 우리는 단지 모든 두 원소가 비교 불가능하다는 것만을 요구하는 것이 아니라, 그것들이 실제로 양립 불가능(incompatible)하다는 것을 요구합니다.





질문 94.2.3.


유한 순서집합과 그 안에서 강하지 않은 반사슬을 그려 보십시오.








질문 94.2.4.


무한 이진 트리에서의 모든 반사슬은 강 반사슬이지만, 위에서 정의한 순서집합 ℙ에서는 강하지 않은 반사슬이 존재함을 스스로 확인해 보십시오.








정의 94.2.5.


순서집합 ℙ가  κ-사슬 조건을 갖는다는 것은 (여기서 κ는 기수) ℙ의 모든 강 반사슬이 κ보다 작은 크기를 가짐을 의미합니다. 특수한 경우 κ=ℵ1은  가산 사슬 조건이라고 불리는데, 이는 모든 강 반사슬이 가산집합임을 함의하기 때문입니다.








비고 94.2.6 (표기법에 대한 여담: 왜 ≤ 대신 <를 쓸까요?).


우리는 순서집합 ℙ가 κ-사슬 조건을 갖는다는 것을, ℙ의 모든 강 반사슬이 ≤κ인 크기를 갖는 것으로 정의할 수도 있었습니다. 그럼에도 불구하고, 이 대안적 정의는 활용도가 떨어집니다 — 예를 들어, ℙ의 모든 강 반사슬이 유한하다는 것을 표현할 방법이 없게 됩니다!







우리는 순서집합이 κ-사슬 조건을 가지면 ≥κ인 모든 기수를 보존함을 보일 것입니다. 특히, 가산 사슬 조건은 ℙ가 모든 기수를 보존함을 보여줄 것입니다. 그런 다음, Add(ω,ω2)가 실제로 이 성질을 가짐을 보일 것입니다. 이로써 증명이 완성됩니다.




유용한 보조정리를 하나 분리해 냅니다:





보조정리 94.2.7 (가능한 값 논법).


M이 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모형이고 ℙ가 부분 순서 집합이며, 이 ℙ가 M에서 κ-사슬 조건을 만족한다고 합시다. X,Y∈M이라 하고, f:X→Y가 M[G]에서의 어떤 함수이지만 f∉M이라고 합시다.




그러면 F∈M이고 F:X→𝒫(Y)인 함수 F가 존재하여, 임의의 x∈X에 대해 다음을 만족합니다,




	
	f(x)∈F(x)그리고|F(x)|M<κ.
	











이것이 말하는 바는, f가 새로 생성된 어떤 함수라고 할 때, M은 여전히 f의 값들을 κ보다 적은 수의 값으로 제한할 수 있다는 것입니다.




증명.


증명의 아이디어는 간단합니다: f의 가능한 값 각각은 그것을 강제하는 순서집합 ℙ 내의 어떤 조건을 우리에게 제공합니다. 서로 다른 값들은 양립 불가능한 조건을 가져야 하므로, κ-사슬 조건은 그러한 값이 최대 κ개임을 보장합니다.




세부 사항은 다음과 같습니다. f˙, Xˇ, Yˇ를 각각 f, X, Y의 이름이라고 합시다. p가 다음 문장을 강제하는 조건 p에서 시작합니다




	
	“f˙는 Xˇ에서 Yˇ로 가는 함수입니다”.
	





우리는 바로 아래 지점에서부터 작업할 것입니다.




각 x∈X에 대해, (선택 공리를 사용하여) f(x)가 어떤 값 y∈Y와 같음을 강제하는, q≤p인 양립 불가능한 조건들의 극대 강 반사슬 A(x)를 생각할 수 있습니다. 그런 다음, F(x)가 그 결과로 나온 모든 y-값들을 모은 것이라고 합시다. 이것들이 모든 가능한 값이며, 그 개수는 κ보다 적습니다. ∎








94.3 기수의 보존


앞서 보았듯이, 기수 붕괴는 여전히 일어날 수 있습니다. 연속체 가설을 위해서는 이러한 가능성을 피하고자 하므로, ℵ2M개의 실수를 추가하면서도 ℵ2M[G]=ℵ2M이 성립하도록 할 수 있습니다. 이를 확인하기 위해서는 더 약한 결과를 확인하면 충분하다는 것이 밝혀져 있습니다.





정의 94.3.1.


M이 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모형이고 ℙ∈M이 순서집합일 때, ℙ가  기수를 보존한다는 것은, ℙ에 대한 임의의 M-생성 필터 ∀G⊆ℙ에 대해, 모형 M과 M[G]가 모든 κ에 대해 ”κ는 기수이다”라는 문장에 대해 일치함을 의미합니다. 마찬가지로 ℙ가  정칙 기수를 보존한다는 것은, M과 M[G]가 모든 κ에 대해 ”κ는 정칙 기수이다”라는 문장에 대해 일치함을 의미합니다.







직관: 모형 M에서는, V에서는 전단사 관계에 있는 두 기수가 M에서는 더 이상 전단사 관계에 있지 않을 수 있습니다. 마찬가지로, κ∈M인 어떤 기수가 정칙일 수 있지만, V에서는 f:κ¯→κ인 어떤 공종 함수가 V에만 존재하게 되어 정칙성을 잃을 수도 있습니다. 다시 말하면, ”κ는 정칙 기수이다”라는 것 역시 Π1 문장임이 드러납니다.




다행히도 각각은 서로를 함의합니다. 다음을 증명 없이 인용합니다.





명제 94.3.2 (기수 보존 ⇔ 정칙 기수 보존).


M을 𝖹𝖥𝖢의 추이적 모형이라고 합시다. ℙ∈M을 순서집합이라고 합시다. 그러면 임의의 λ에 대해, ℙ가 λ 이하의 기수를 보존하는 것은 ℙ가 λ 이하의 정칙 기수를 보존하는 것과 동치입니다. 나아가 “이하”를 “이상”으로 바꾸어도 동일한 결과가 성립합니다.







따라서, ℙ가 기수성과 공종성을 보존함을 보이려면 ℙ가 정칙성을 보존함을 보이는 것으로 충분합니다. 다음 정리가 이를 가능하게 해 줍니다:





정리 94.3.3 (사슬 조건은 정칙 기수를 보존합니다).


M을 ZFC의 추이적 모델이라 하고, ℙ∈M을 포셋이라 하십시오. M이 ”ℙ는 κ-사슬 조건을 가지며 κ는 정칙이다”라는 문장을 만족한다고 가정하십시오. 그러면 ℙ는 κ 이상의 정칙성을 보존합니다.







증명.


가능값 논법을 사용하십시오. 문제 94A. ∎





특히, ℙ가 가산 사슬 조건을 가진다면 ℙ는 모든 기수(그리고 공종성)를 보존합니다. 따라서 Add(ω,ω2)가 가산 사슬 조건을 만족함을 보이는 것만 남았습니다.







94.4 무한 조합론


이제 Add(ω,ω2)가 가산 사슬 조건을 만족함을 증명하겠습니다. 이는 순전히 조합론적이므로 간략히 다루겠습니다.





정의 94.4.1.


C를 유한 집합들의 비가산 모임이라 하십시오. C의 임의의 서로 다른 X와 Y에 대해 X∩Y=R이 되는  근 R이 존재하면 C를  Δ-시스템이라 합니다.








보조정리 94.4.2 (Δ-시스템 정리).


C가 유한 집합들의 비가산 모임이라고 가정합니다. 그러면 ∃C¯⊆C가 성립하여 C¯는 비가산 Δ-시스템이 됩니다.







증명.


C가 길이 n인 원소를 비가산 개만큼 가지는 정수 n이 존재합니다. 따라서 나머지 집합들은 모두 버리고, C의 모든 집합이 크기 n이라고 가정할 수 있습니다.




이제 n에 대한 귀납법으로 진행하겠습니다. 기저 사례 n=1은 자명한데, R=∅을 취하면 되기 때문입니다. 귀납 단계에서는 두 가지 경우를 고려합니다.




먼저, 비가산 개의 F∈C에 속하는 원소 a가 존재한다고 가정하십시오. 나머지는 모두 버리십시오. 그러면 a를 그냥 삭제하고 귀납 가정을 적용하면 됩니다.




이제 모든 a에 대해, C의 원소 중 a를 포함하는 것이 가산 개뿐이라고 가정하십시오. 이 경우 R=∅인 C¯까지도 얻을 수 있다고 주장합니다. 먼저 F0∈C를 하나 고르십시오. F1∩F0=∅이 되는 F1을 구성하는 것은 어렵지 않습니다. 그리고 F2,F3,…도 마찬가지로 구성할 수 있습니다. ∎






보조정리 94.4.3.


모든 κ에 대해, Add(ω,κ)는 가산 사슬 조건을 만족합니다.







증명.


그렇지 않다고 가정하십시오. 다음을 두겠습니다




	
	{pα∣α<ω1}
	





강한 반사슬이라 하겠습니다. 다음을 두겠습니다




	
	C={dom(pα)∣α<ω1}.
	





C¯⊆C를 C¯가 비가산이고 C¯가 근 R을 갖는 Δ-시스템이 되도록 잡습니다. 그러면 다음과 같이 둡니다:




	
	B={pα∣dom(pα)∈C¯}.
	





각 pα∈B는 함수 pα↾R:R→{0,1}로 제한되므로, 서로 같은 두 개가 존재합니다. ∎





따라서 우리는 연속체 가설이 𝖹𝖥𝖢에서 증명될 수 없음을 증명했습니다.







94.5 생각해 볼 만한 조금 더 어려운 문제



문제 94A.


M을 ZFC의 추이적 모델이라 하고, ℙ∈M을 포셋이라 하십시오. M이 ”ℙ는 κ-사슬 조건을 가지며 κ는 정칙이다”라는 문장을 만족한다고 가정하십시오. ℙ가 κ 이상의 정칙성을 보존함을 보이십시오.


힌트. 그렇지 않다고 가정하고, M에서 정칙인 λ>κ를 취하십시오. f:λ¯→λ일 때, f에 가능값 논법을 사용하여 M 안에서 λ의 공종성을 깨는 함수를 만들어내십시오.




풀이. ℙ가 κ 이상의 정칙성을 보존함을 보이는 것으로 충분합니다. M에서 정칙인 λ>κ를 생각하고, 귀류법으로 λ가 M[G]에서 정칙이 아니라고 가정합니다. 이는 공종인 함수 f∈M[G], f:λ¯→λ가 존재하여 λ¯<λ인 것과 같습니다. 그러면 가능값 논법에 의해, F∈M인 함수가 존재하여 λ¯→𝒫(λ)이고, 모든 α에 대해 f(α)∈F(α)이며 |F(α)|M<κ입니다.

이제 다시 M 안에서 작업하겠습니다. 각 α∈λ¯에 대해, λ가 M에서 정칙이고 |F(α)|보다 크므로 F(α)는 λ에서 유계임에 주목하십시오. 이제 M 안에서 다음과 같이 정의되는 함수 λ¯→λ를 살펴보십시오




	
	α↦∪F(α)<λ.
	





이는 M에서 공종이며, 모순입니다.













부 XXIII 부록


	A 교육적 논평과 참고 문헌

	B 표기법 용어집

	C 집합과 함수에 관한 용어

	참고 문헌






Appendix A 교육적 논평과 참고 문헌


여기서는 특정 주제가 서술된 방식에 대한 더 높은 수준의 논평과 더불어, 추가 읽을거리에 대한 안내를 제공합니다.





A.1 기초 대수학과 위상수학



A.1.1 선형대수학과 다변수 미적분학


절 9.9의 논평에 이어, 저는 선형대수학과 다변수 미적분학의 대다수 서술 방식을 좋아하지 않는데, 그 이유는 이들이 두 가지 핵심 아이디어를 놓치고 있기 때문입니다. 즉:


	•

선형대수학에서 우리는 공간 사이의 선형 사상을 연구합니다.




	•

미적분학에서 우리는 함수를 각 점에서 선형 함수로 근사합니다.






따라서 저는 선형대수학이 다변수 미적분학보다 항상 먼저 가르쳐져야 한다고 생각합니다. 특히 저는 대부분의 선형대수학이나 다변수 미적분학 책을 추천하지 않습니다.




선형대수학에 관해서는, [AXL97]가 이러한 접근법을 따른다고 들었는데, 그래서 ”Linear Algebra Done Right”라는 적절한 이름이 붙었습니다. 저는 Math 55a의 강의록을 크게 수정하여 따랐습니다. [GAI14]를 참고하십시오.




다변수 미적분학과 미분기하학에 관해서는, [SJA05] 노트가 유난히 잘 쓰여졌다고 느꼈습니다. 저는 Math 55b [GAI15]를 수강하는 동안 이를 자주 참고했습니다.







A.1.2 일반위상수학


공간에 대한 저의 개인적인 견해는, 제가 다루는 모든 공간이 거리화 가능하거나 자리스키 위상이라는 것입니다.




저는 [PUG02]의 접근법을 채택하여, 거리 위상수학을 먼저 사용합니다. 저는 거리 공간이 훨씬 더 직관적이며, 열린/닫힌/콤팩트 등의 집합이 어떤 모습인지에 대한 그림을 얻는 데 훨씬 더 나은 방법이라고 생각합니다. 이는 역사가 밟아온 접근법입니다. 일반위상수학은 거리 위상수학으로부터 성장했습니다.




저는 개인적으로 일반적인 위상 공간이 무엇인지를 정의하는 것으로 일반위상수학 수업을 시작하는 것을 좋아하지 않는데, 이는 그림을 그려볼 열린집합과 닫힌집합에 대한 좋은 그림을 전달하지 못하기 때문입니다.







A.1.3 군과 가환대수학


저는 가환환보다 군을 먼저 가르치지만 나중에 바꿀 수도 있습니다. 환은 더 좋은 예시를 가지고 있고, 덧셈 군에 대한 곱셈 표기법의 혼동이 없으며, 아이디얼로 나누는 것이 더 직관적입니다.




군론에서 제가 못마땅하게 여기는 특정한 사항이 하나 있습니다: 바로 정규 부분군이라는 개념이 도입되는 방식입니다. 오직 [GOW11]만이 제가 하는 것과 비슷한 방식을 취합니다. 대부분의 다른 사람들은 그저 정규 부분군 N을 gNg−1를 만족하는 것으로 정의하고 나서 이 정의가 어디서 비롯되었는지 설명하는 시간을 들이지 않은 채 몫을 정의하는 것으로 넘어갑니다. 저는 이 개념을 수학을 배우면서 무슨 일이 일어나고 있는지 이해하지 못했던 첫 순간으로 뚜렷이 기억합니다. 돌이켜봐서야 비로소 이 정의가 어디서 비롯되었는지 알게 되었으며, 저는 제 자신의 서술 방식에는 이러한 문제가 없도록 애를 썼습니다.




저는 환과 아이디얼에 관한 장을 제외하고는, 오직 가환대수학만을 다루는 장을 의도적으로 포함하지 않았습니다. 그 이유는 저 자신이 대수적 정수론이나 대수기하학 같은 것의 맥락 속에서 가환대수학 정리들을 즉석에서 배우는 것이 항상 더 쉽다고 느꼈기 때문입니다. 예를 들어, 저는 근기(radical)와 힐베르트 영점 정리(Nullstellensatz)가 왜 중요했는지를 대수기하학에서 이들이 어떻게 쓰이는지 보고 나서야 비로소 이해했습니다. 그 전까지는 제가 왜 이것들을 신경 써야 하는지 전혀 이해하지 못했습니다.







A.1.4 미적분학


저는 거리 위상수학과 일반위상수학을 주된 재료로 삼아 실해석학을 다루는데, 이것이 이후에 가장 유용하고 가장 깨우침을 준다고 생각하기 때문입니다. 어떤 의미에서 저는 여전히 [PUG02]를 따르고 있습니다.









A.2 2학년 주제



A.2.1 측도론과 확률론


이 강의들의 주된 영감은 MIT에서 개설된 Vadim Gorin의 18.175 강의입니다. [GOR18]에는 Tony Zhang이 작성한 정말 좋은 강의록이 실려 있습니다. 저는 측도론에 대해서는 조금 더 자세히 다루고, (현재로서는) 확률론에 대해서는 덜 다룹니다. 하지만 저는 확률론이 어쨌든 측도론에 동기를 부여하는 훌륭한 방법이라고 생각하며, 반대로 이는 중심극한정리 같은 것을 진술하기에 적절한 배경이기도 합니다.




저는 또한 [CHE08]가 또 다른 참고 자료로서 상당히 도움이 된다고 느꼈습니다.







A.2.2 복소해석학


저는 코시-구르사 정리를 (슈토크스 정리를 이용해 더 약한 버전을 증명하는 등의 방법 대신) 주어진 것으로 제시한 뒤, 이로부터 정칙 함수가 해석적이라는 핵심 결과를 유도하는 접근법을 선택했습니다. 이 방식이 복소해석학의 “실생활” 활용, 즉 등고선 적분의 계산을 가장 근접하게 반영한다고 생각합니다.




이 장의 주된 참고문헌은 [YAN12]이며, 이를 추천합니다.







A.2.3 범주론


제 장들의 바탕이 된 [LEI14]를 적극 추천하며, 이 책은 제가 다룰 시간이 있었던 것보다 훨씬 많은 내용을 담고 있습니다.




다만 2-4장은 역순으로 읽어보셔도 좋을 것입니다: 저는 극한이 딸림 함자보다 훨씬 직관적이라고 느꼈습니다. 하지만 사람마다 다를 수 있습니다.




구조의 예시를 더 많이 배울수록 범주론이 더 이해가 될 것입니다: 예를 들어 군, 환, 가군에 관한 장들을 읽어두면 도움이 될 것입니다.







A.2.4 양자 알고리즘


여기서 제시하는 내용은 세스 로이드가 MIT에서 한 학기 전체에 걸쳐 강의한 18.435J [LLO15]를 바탕으로 합니다. 훨씬 더 수학적인 관점에서 서술되어 있습니다.




저는 유한 차원 힐베르트 공간만을 다루는데, 이는 이 장의 목적인 쇼어 알고리즘에 필요한 것이 그것뿐이기 때문입니다. 이는 양자역학을 진지하게 공부하고자 하는 사람을 위한 해설이 아닙니다(다만 첫 입문서로는 적절할 수도 있습니다): 주된 목적은 학생들에게 모두가 계속 이야기하는 이 “쇼어 알고리즘”이 무엇인지에 대한 작은 이해를 주는 것입니다.







A.2.5 표현론


저는 대수의 표현을 먼저 가르친 뒤 k[G]를 살펴봄으로써 군의 경우로 특수화하는 방식을 강력히 지지합니다. 여기 있는 장들의 주된 영향은 [ETI11]이며, 여기 있는 내용을 이 자료의 처음 네 장에서 발췌한 일부라고 생각하셔도 좋습니다.







A.2.6 집합론


집합론은 일반적인 경로에서 크게 벗어나 있습니다. 제가 작성한 노트는 하버드 칼리지에서 수강한 Math 145a [KOE14] 수업을 바탕으로 합니다.




제가 집합론을 제시하는 방식(논리의 지뢰밭 속에서 직관적이고 비형식적인 태도를 유지하려는 시도)이 표준적이지 않다는 것이 제 전반적인 인상입니다. 다른 참고문헌으로는 [MIQ14]가 가능할 것입니다.









A.3 고급 주제



A.3.1 대수적 위상수학


저는 기본군 π1을 먼저 다루는데, 이 방식이 더 직관적이라고 생각하기 때문입니다. 이 주제에 관한 참고문헌으로는 [MUN00]가 가능할 것입니다. 그보다 훨씬 복잡한 호몰로지 군은 나중에서야 다룹니다. 대수적 위상수학에서 유명한 표준 참고문헌은 [HAT02]이며, 요즘 거의 모든 사람이 사용하는 자료입니다. 하지만 저는 [MAX13]도, 특히 코호몰로지 환에 관한 부분에서 매우 유용하다고 느꼈습니다.




저는 사실 대수적 위상수학을 그리 많이 다루지는 않습니다. 특히, 대수적 위상수학을 배우는 주된 이유는 사슬 복합체로부터 호몰로지 군과 코호몰로지 군이 구성되는 과정을 보고, 긴 완전열이 작동하는 모습을 관찰하는 데 있다고 생각합니다. (공)사슬 복합체의 개념은 층의 코호몰로지나 갈루아 코호몰로지처럼 다른 맥락에서도 자주 등장합니다. 대수적 위상수학은 단연 가장 자연스러운 경우입니다.




저는 범주를 사랑하는 사람으로서 범주론을 광범위하게 사용합니다.







A.3.2 대수적 정수론


저는 [OGG10]로부터 배웠으며, 체보타료프 밀도 정리에 관한 부분은 [LEN02]를 사용했습니다.




가능한 경우 저는 대수적 정수론 장을 “올림피아드 정신”에 가깝게 유지하려고 노력합니다. ℤ[i]와 ℤ[−5] 같은 환에서의 인수분해는 그 본질에 있어 매우 올림피아드적인 색채를 띠는 주제입니다: 이로부터 자연스럽게 일반적인 정수환에서의 인수분해라는 개념으로 이어지며, 이 서술은 바로 그 개념을 중심으로 구성되어 있습니다. 지금까지 쌓아온 모든 내용에 대한 보상으로, 이 해설은 체보타료프 밀도 정리를 IMO 2003 6번 문제에 적용하는 것으로 마무리됩니다.







A.3.3 대수기하학


제가 대수기하학을 처음 접할 때 선호하는 입문서는 처음 읽을 때는 [GAT03]이고, 본격적인 버전으로는 [VAK17]입니다. 두 강의노트 모두 본질적으로 자기완결적입니다.




지금 고백하자면 저는 대수기하학을 비교적 잘 알지 못하며, 개인적인 의견으로는 대수기하학 부분이 Napkin에서 가장 취약한 부분입니다. 이는 여기서의 작업에도 반영되어 있습니다. 전체 노트에서 저는 이 분야의 첫 번째 핵심 정의인 스킴의 정의를 겨우 마무리하는 데 그칩니다.




그럼에도 불구하고, 저는 무모하게도 제 자신의 학습 경험에 대해 몇 가지 의견을 말해보고자 합니다. 저는 스킴 연구를 시작하는 데 크게 세 가지 접근법이 있다고 생각합니다.


	•

전형적인 학부 과정과 같은 “입문” 수업의 일환으로, 아핀 및 사영 다양체만을 살펴보는 방법.




	•

아핀 및 사영 다양체를 자세히 공부하여 이를 스킴의 동기가 되는 예시로 사용한 다음, 거기서부터 대수기하학을 전개해 나가는 방법.




	•

널리 인정받으면서도 도전적인 [VAK17]에서처럼, 스킴의 정의로 곧바로 뛰어드는 방법.






저는 두 번째 접근법을 택했습니다. 저는 스킴이 무엇인지 모른다면 대수기하학을 배운 것이 아니라고 생각합니다. 하지만 다른 한편으로는, 먼저 다양체를 잘 파악하지 않은 상태에서는 스킴의 정의를 소화하기 어렵다고 생각합니다.




이러한 의견들은 제가 1년에 걸쳐 세 가지 접근법 모두를 통해 이 분야를 배우려 시도했던 개인적인 경험에 근거한 것입니다. 여러분의 경험은 다를 수 있습니다.




저는 적어도 두 번째 부분에서는 주로 아핀 스킴에 집중하기로 결정했습니다. 이들은 이미 여러 방식으로 다양체를 일반화하고 있으며, 스킴들을 곧바로 접합하기 시작하면 그 도약이 너무 크다고 생각합니다. 저는 학생이 국소적으로 아핀이지만(아마도 그 자체로는 아핀이 아닐) 일반적인 스킴 X를 다루는 세계로 나아가기 전에, 먼저 아핀 스킴이 어떻게 작동하는지를 정말로 이해했다고 느끼기를 바랍니다. 아핀 스킴의 수많은 예시들에 전적으로 할애된 장은 바로 이 점을 암시합니다.







A.3.4 리만 곡면


제 친구는 [MIR95]를 추천합니다. 이 책의 서문은 다음과 같습니다.


하지만 저는 (대수기하학의 관점에서 볼 때) 주된 예시들이 사영 곡선에서 나온다는 점을 강조하고자 하며, 텍스트는 서서히 그러나 확실하게 대수적 범주로 발전하여, 리만-로흐 정리의 대수적 증명으로 절정에 이릅니다. 아벨의 정리를 위해 해석적 측면으로 돌아온 뒤, 층과 코호몰로지를 논의할 때 이 진행이 다시 반복됩니다. 즉 먼저 해석적 범주, 그다음 대수적 범주 순입니다.



따라서 이 책은 대수기하학을 배우는 자료로도 활용하실 수 있습니다.




때때로 인자, 평면 곡선에 유도된 복소 구조, 혹은 선다발과 같은 몇몇 개념들은 그다지 동기가 잘 설명되어 있지 않습니다. 이러한 경우 저희는 Napkin에서 그 동기를 명확히 설명하고자 노력합니다.









A.4 Napkin에 없는 주제들



A.4.1 해석적 정수론


저는 이에 대한 노트를 Napkin에 작성할 시간이 없었습니다. 그래도 관심이 있으시다면 [HIL13]를 추천합니다. 이 책은 매우 접근하기 쉽고 읽기에 즐겁습니다. 유일한 실질적인 선행 지식은 코시의 유수 공식에 대한 확실한 이해입니다.










Appendix B 표기법 용어집



B.1 일반



	•

∀: 모든




	•

∃: 존재한다




	•

sign(σ): 순열 σ의 부호




	•

X⟹Y: X는 Y를 함의합니다












B.2 함수와 집합



	•

fimg(S)는 S⊆X일 때 f:X→Y에 의한 상입니다.




	•

f−1(y)는 y∈Y일 때 f:X→Y의 역입니다.




	•

fpre(T)는 T⊆Y일 때 f:X→Y의 원상입니다.




	•

f↾S는 f:X→Y를 S⊆X로 제한한 것입니다.




	•

fn은 함수 f를 n번 적용한 함수입니다









아래는 몇 가지 흔한 집합입니다. 이들은 자명한 방식으로 군, 환, 체 등으로도 생각할 수 있습니다.


	•

ℂ: 복소수의 집합




	•

ℝ: 실수의 집합




	•

ℕ: 양의 정수의 집합




	•

ℚ: 유리수의 집합




	•

ℤ: 정수의 집합




	•

∅: 공집합









집합에 관한 몇 가지 흔한 표기법:


	•

A⊂B: A는 B의 임의의 부분집합입니다




	•

A⊆B: A는 B의 임의의 부분집합입니다




	•

A⊊B: A는 B의 진부분집합입니다




	•

S×T: 집합 S와 T의 데카르트 곱




	•

S∖T: 집합 S와 T의 차집합




	•

S∪T: S와 T의 합집합




	•

S∩T: S와 T의 교집합




	•

S⊔T: S와 T의 분리 합집합




	•

|S|: S의 농도




	•

S/∼: ∼가 S 위의 동치 관계라면, 이는 동치류들의 집합입니다.




	•

x+S: 집합 {x+s∣s∈S}를 나타냅니다.




	•

xS: 집합 {xs∣s∈S}를 나타냅니다.












B.3 추상대수학과 선형대수학


몇 가지 흔한 군/환/체:


	•

ℤ/nℤ: 위수 n인 순환군




	•

(ℤ/nℤ)×: ℤ/nℤ의 단원들의 집합입니다.




	•

Sn: {1,…,n} 위의 대칭군




	•

D2n: 위수 2n인 이면체군입니다.




	•

0, 1: 자명군 (문맥에 따라 다름)




	•

𝔽p: p를 법으로 하는 정수






군에 관한 표기법:


	•

1G: 군 G의 항등원




	•

N⊴G: 부분군 N이 G의 정규 부분군임을 나타냅니다.




	•

G/N: 정규 부분군 N에 의한 G의 몫군




	•

Z(G): 군 G의 중심




	•

NG(H): G의 부분군 H의 정규화군




	•

G×H: G와 H의 곱군




	•

G⊕H: 이 또한 곱군이지만, G와 H가 아벨 군일 때(따라서 이들을 ℤ-가군으로 생각할 수 있을 때) 자주 사용됩니다.




	•

StabG(x): X가 G의 작용을 받는 경우, x∈X의 안정화 부분군




	•

FixPtg, (군의 작용 아래) g∈G에 의한 고정점들의 집합






환에 관한 표기법:


	•

R/I: 환 R을 아이디얼 I로 나눈 몫




	•

(a1,…,an): ai들로 생성된 아이디얼




	•

R×: R의 단원군




	•

R[x1,…,xn]: xi들에 대한 다항식환, 즉 R에 xi들을 첨가하여 얻은 환




	•

F(x1,…,xn): F에 xi들을 첨가하여 얻은 체




	•

Rd: 등급 (유사)환 R의 d번째 등급 부분






선형대수학:


	•

id: 항등행렬




	•

V⊕W: 직합




	•

V⊕n: V의 n개 직합




	•

V⊗W: 텐서곱




	•

V⊗n: V의 n개 텐서곱




	•

V∨: 쌍대 공간




	•

T∨: (T가 선형 사상일 때) 쌍대 사상




	•

T†: (T가 선형 사상일 때) 켤레 전치




	•

⟨−,−⟩: 쌍선형 형식




	•

Mat(V): V의 자기준동형사상, 즉 Homk(V,V)




	•

𝐞1, …, 𝐞n: k⊕n의 “표준 기저”












B.4 양자 계산



	•

|ψ⟩: 어떤 벡터 공간 H의 벡터




	•

⟨ψ|: |ψ⟩에 쌍대인, 어떤 벡터 공간 H∨의 벡터.




	•

⟨ϕ|ψ⟩: ⟨ϕ|∈H∨의 원소를 |ψ⟩∈H에서 평가한 값입니다.




	•

|↑⟩, |↓⟩: 스핀 z-업, 스핀 z-다운




	•

|→⟩, |←⟩: 스핀 x-업, 스핀 x-다운




	•

|⊗⟩, |⊙⟩: 스핀 y-업, 스핀 y-다운












B.5 위상수학과 실/복소 해석학


흔히 쓰이는 위상 공간들:


	•

S1: 단위원




	•

Sn: n-구의 표면(ℝn+1 안에서)




	•

Dn+1: 닫힌 n+1차원 공(ℝn+1 안에서)




	•

ℝℙn: 실 사영 n-공간




	•

ℂℙn: 복소 사영 n-공간






몇 가지 위상수학적 표기법:


	•

∂Y: (어떤 위상 공간 안에서) 집합 Y의 경계




	•

X/S: S⊆X에 의한 X의 몫위상




	•

X×Y: 공간 X와 Y의 곱위상




	•

X∐Y: 공간 X와 Y의 분리합집합




	•

X∨Y: (점을 가진) 공간 X와 Y의 쐐기곱






실해석학(미적분학 개론):


	•

lim inf: 하극한




	•

lim sup: 상극한




	•

inf: 하한




	•

sup: 상한




	•

ℤp: p진 정수




	•

ℚp: p진 수




	•

f′: f의 도함수




	•

∫abf(x)dx: [a,b]에서 f의 리만 적분






복소해석학:


	•

∫αfdz: 경로 α를 따른 f의 경로 적분




	•

Res(f;p): 유리형 함수 f의 점 p에서의 유수




	•

𝐈(γ,p): p를 중심으로 한 γ의 감김수












B.6 측도론과 확률론



	•

𝒜cm: Carathéodory-측정 가능 집합들의 σ-대수




	•

ℬ(X): X에 대한 보렐 공간




	•

μcm: 𝒜cm 위에서 유도된 측도




	•

λ: 르베그 측도




	•

𝟏A: A의 지시함수




	•

∫Ωfdμ: f의 르베그 적분




	•

limn→∞fn: fn의 점별 극한




	•

G^: G의 폰트랴긴 쌍대












B.7 대수적 위상수학



	•

α≃β: 경로에 대해, 이는 경로 호모토피를 나타냄




	•

∗: 경로 이음




	•

π1(X)=π1(X,x0): (점을 가진) 공간 X의 기본군




	•

πn(X)=πn(X,x0): (점을 가진) 공간 X의 n번째 호모토피 군




	•

f♯: f:X→Y에 의해 유도된 사상 π1(X)→π1(Y)




	•

Δn: 표준 n-단체




	•

∂σ: 특이 n-단체 σ의 경계




	•

Hn(A∙): 사슬 복합체 A∙의 n번째 호몰로지 군




	•

Hn(X): 공간 X의 n번째 호몰로지 군




	•

H~n(X): X의 n번째 축소 호몰로지 군




	•

Hn(X,A): X와 A⊆X의 n번째 상대 호몰로지 군




	•

f∗: f:A∙→B∙에 의한 Hn(A∙)→Hn(B∙) 위의 유도 사상, 또는 f:X→Y에 대한 Hn(X)→Hn(Y)




	•

χ(X): 공간 X의 오일러 지표




	•

Hn(A∙): 코사슬 복합체 A∙의 n번째 코호몰로지 군




	•

Hn(A∙;G): A∙에 Hom(−,G)를 적용하여 얻은 코사슬 복합체의 n번째 코호몰로지 군




	•

Hn(X;G): G-계수를 갖는 X의 n번째 코호몰로지 군/환




	•

H~n(X;G): G-계수를 갖는 X의 n번째 축소 코호몰로지 군/환




	•

Hn(X,A;G): G-계수를 갖는 X와 A⊂X의 n번째 상대 코호몰로지 군/환




	•

f♯: f:A∙→B∙에 의한 Hn(A∙)→Hn(B∙) 위의 유도 사상, 또는 f:X→Y에 대한 Hn(X)→Hn(Y)




	•

Ext(−,−): Ext 함자




	•

ϕ⌣ψ: 코사슬 ϕ와 ψ의 컵 곱












B.8 범주론


몇 가지 흔한 범주들(알파벳순):


	•

𝖦𝗋𝗉: 군의 범주




	•

𝖢𝖱𝗂𝗇𝗀: 가환환의 범주




	•

𝖳𝗈𝗉: 위상 공간의 범주




	•

𝖳𝗈𝗉∗: 점을 갖는 위상 공간의 범주




	•

𝖵𝖾𝖼𝗍k: k-벡터 공간의 범주




	•

𝖥𝖣𝖵𝖾𝖼𝗍k: 유한 차원 벡터 공간의 범주




	•

𝖲𝖾𝗍: 집합의 범주




	•

𝗁𝖳𝗈𝗉: 위상 공간의 범주로, 그 사상은 사상들의 호모토피 류입니다




	•

𝗁𝖳𝗈𝗉∗: 𝗁𝖳𝗈𝗉의 점을 갖는 버전




	•

𝗁𝖯𝖺𝗂𝗋𝖳𝗈𝗉: 사상이 쌍-호모토피 동치류인 쌍 (X,A)의 범주




	•

OpenSets(X): 반순서 집합으로서의 X의 열린집합의 범주






범주에 대한 연산:


	•

obj𝒜: 범주 𝒜의 대상들




	•

𝒜op: 반대 범주




	•

𝒜×ℬ: 곱 범주




	•

[𝒜,ℬ]: 𝒜에서 ℬ로 가는 함자들의 범주




	•

kerf:Kerf→B: f:A→B에 대해, 범주론적 핵




	•

cokerf:A→Cokerf: f:A→B에 대한 범주론적 여핵




	•

imf:A→Imf: f:A→B에 대한 범주론적 상












B.9 미분기하학



	•

Df: f의 전미분




	•

(Df)p: 점 p에서의 f의 전미분




	•

∂f∂ei: i번째 편도함수




	•

αp: k-형식 α를 p에서 계산한 값




	•

∫cα: 미분 형식 α의 셀 c 위에서의 적분




	•

dα: k-형식 α의 외미분




	•

ϕ∗α: ϕ에 의한 k-형식 α의 당겨오기












B.10 대수적 수론



	•

ℚ¯: 대수적 수들의 환




	•

ℤ¯: 대수적 정수들의 환




	•

F¯: 체 F의 대수적 폐포




	•

NK/ℚ(α): 확장 K/ℚ에서 α의 노름




	•

TrK/ℚ(α): 확장 K/ℚ에서 α의 트레이스




	•

𝒪K: K의 정수환




	•

𝔞+𝔟: 두 아이디얼 𝔞와 𝔟의 합




	•

𝔞𝔟: 아이디얼 𝔞와 𝔟의 원소들의 곱으로 생성된 아이디얼




	•

𝔞∣𝔟: 아이디얼 𝔞가 아이디얼 𝔟를 나눔




	•

𝔞−1: 아이디얼 군에서 𝔞의 역원




	•

N(I): 아이디얼 노름




	•

ClK: K의 유수군




	•

ΔK: 수체 K의 판별식




	•

μ(𝒪K): 𝒪K에 포함된 단위근들의 집합




	•

[K:F]: 체 확장의 차수




	•

Aut(K/F): F를 고정하는 K의 체 자기동형사상들의 집합




	•

Gal(K/F): K/F의 갈루아 군




	•

D𝔭: 소 아이디얼 𝔭의 분해군




	•

I𝔭: 소 아이디얼 𝔭의 관성군




	•

Frob𝔭: 𝔭의 프로베니우스 원소 (Gal(K/ℚ)의 원소)




	•

PK(𝔪): 모듈러스 𝔪의 주 아이디얼들의 광선




	•

IK(𝔪): 모듈러스 𝔪의 분수 아이디얼들




	•

CK(𝔪): 모듈러스 𝔪의 광선 유수군




	•

(L/K∙): 아르틴 기호




	•

Ram(L/K): L에서 분지하는 K의 소수들




	•

𝔣(L/K): L/K의 도체












B.11 표현론



	•

k[G]: 군 대수




	•

V⊕W: 대수 A의 표현 V=(V,ρV)와 W=(W,ρW)의 직합




	•

V∨: 표현 V=(V,ρV)의 쌍대 표현




	•

Reg(A): 대수 A의 정규 표현




	•

Homrep(V,W): 표현의 사상 V→W의 대수




	•

χV: A-표현 V에 부착된 지표 A→k




	•

Classes(G): G의 켤레류의 집합




	•

Funclass(G): 함수 Classes(G)→ℂ의 복소 벡터 공간




	•

V⊗W: 군 G(대수가 아니라)의 표현 V=(V,ρV)와 W=(W,ρW)의 텐서곱




	•

ℂtriv: 자명 표현




	•

ℂsign: 부호 표현












B.12 대수기하학



	•

𝒱(−): 집합 또는 아이디얼의 소멸 궤적




	•

𝔸n: n차원 (복소) 아핀 공간




	•

I: 아이디얼 I의 근기




	•

ℂ[V]: 아핀 다양체 V의 좌표환




	•

𝒪V(U): U 위의 유리 함수의 환




	•

D(f): 판별 열린집합




	•

ℂℙn: 복소 사영 n-공간 (사영 다양체의 주변 공간)




	•

(x0:…:xn): 사영 공간의 좌표




	•

Ui: 표준 아핀 차트




	•

𝒱pr(−): 사영 소멸 궤적.




	•

hI, hV: 아이디얼 I 또는 사영 다양체 V의 힐베르트 함수




	•

π♯ 또는 π♯U: π:X→Y로부터 얻어지는 당겨오기 𝒪Y→𝒪X(πpre(U))




	•

ℱp: 점 p에서의 (준)층 ℱ의 줄기




	•

[s]p: 점 p에서의 s∈ℱ(U)의 배아




	•

𝒪X,p: (𝒪X)p의 축약형입니다.




	•

ℱsh: 전층 ℱ의 층화입니다.




	•

αp:ℱp→𝒢p: α:ℱ→𝒢로부터 얻어지는 줄기 사이의 사상입니다.




	•

𝔪X,p: 𝒪X,p의 극대 아이디얼입니다.




	•

SpecA: 환 A의 스펙트럼입니다.




	•

S−1A: 환 A를 집합 S에서 국소화한 것입니다.




	•

A[1/f]: 환 A를 원소 f 바깥에서 국소화한 것입니다.




	•

A𝔭: 환 A를 소 아이디얼 𝔭에서 국소화한 것입니다.




	•

f(𝔭): 𝔭에서의 f의 값, 즉 f(mod𝔭)입니다.




	•

κ(𝔭): SpecA의 원소 𝔭에서의 잉여체입니다.




	•

π♯𝔭: π♯에서 유도되는 줄기 사이의 사상입니다.












B.13 집합론



	•

𝖹𝖥𝖢: 표준적인 ZFC 이론입니다.




	•

𝖹𝖥𝖢+: 표준적인 ZFC 이론에 “강한 비가측 기수가 존재한다”라는 문장을 추가한 것입니다.




	•

2S 또는 𝒫(S): S의 멱집합입니다.




	•

A∧B: A이고 B입니다.




	•

A∨B: A이거나 B입니다.




	•

¬A: A가 아닙니다.




	•

V: 모든 집합의 클래스(폰 노이만 우주)입니다.




	•

ω: 첫 번째 무한 순서수이며, 음이 아닌 정수 전체의 집합이기도 합니다.




	•

Vα: 폰 노이만 우주의 단계입니다.




	•

On: 순서수의 클래스입니다.




	•

⋃A: A 내부 원소들의 합집합입니다.




	•

A≈B: 집합 A와 B가 동수(equinumerous)입니다.




	•

ℵα: 알레프 수




	•

cofλ: λ의 공종도




	•

ℳ⊨ϕ[b1,…,bn]: 모델 ℳ이 매개변수 b1, …, bn을 가진 문장 ϕ를 만족합니다




	•

Δn, Σn, Πn: 레비 계층의 단계




	•

ℳ1⊆ℳ2: ℳ1은 ℳ2의 부분구조입니다




	•

ℳ1≺ℳ2: ℳ1은 ℳ2의 초등 부분구조입니다




	•

p∥q: 포셋 ℙ의 원소 p와 q가 양립 가능합니다




	•

p⟂q: 포셋 ℙ의 원소 p와 q가 양립 불가능합니다




	•

Nameα: ℙ-이름의 계층




	•

τG: 필터 G에 의한 이름 τ의 해석




	•

M[G]: 강제 포셋 G⊆ℙ로부터 얻은 모델




	•

p⊩φ(σ1,…,σn): p∈ℙ가 문장 φ를 강제합니다




	•

xˇ: 해석되었을 때 x∈M을 주는 이름




	•

G˙: 해석될 때 G에 주어지는 이름













Appendix C 집합과 함수에 관한 용어


이 부록에서는 ”전단사”, ”동치류” 등과 같이 집합과 함수에 관한 몇 가지 개념을 다룰 것입니다.




전문가를 위한 참고: 이 장에서는 기초론적 문제를 다루지 않습니다. 관심이 있다면 장 89(및 이후 장)를 참고하십시오. 따라서 대부분의 주장에 대해 증명하지 않을 것입니다.





C.1 집합


우리에게  집합이란 그저 원소들의 모임입니다(그것이 무엇이든 간에). 예를 들어, 집합 ℕ={1,2,3,4,…}는 양의 정수들이고, ℤ={…,−2,−1,0,1,2,…}는 모든 정수의 집합입니다. 또 다른 예로, 우리는 사람들의 집합을 가지고 있습니다:




	
	H={x∣x는 깃털 없는 두발 동물입니다}.
	





(여기서 ”∣”는 ”다음을 만족하는”을 의미합니다.)




원소가 하나도 없는 집합도 있는데, 이를  공집합이라고 부릅니다. 이는 ∅으로 표시됩니다.




관례적으로 집합에는 대문자를 사용하고(예: H), 집합의 원소에는 소문자를 사용합니다(예: x).





정의 C.1.1.


우리는 ”x가 S에 속한다”는 것을 나타내기 위해 x∈S라고 씁니다. 예를 들어 3∈ℕ입니다.








정의 C.1.2.


집합 A의 모든 원소가 집합 B에도 속한다면, A는 B의  부분집합이라고 하며, 이를 A⊆B로 표시합니다. 만약 더 나아가 A≠B라면, A를  진부분집합이라고 하며 A⊊B라고 씁니다. (이는 ≤와 <의 관계와 유사합니다.)




집합 A가 주어졌을 때, 모든 부분집합의 집합을 2A 또는 𝒫(A)로 표시하며, 이를 A의  멱집합이라고 부릅니다.








예제 C.1.3 (부분집합의 예).



	(a)

{1,2,3}⊆ℕ⊆ℤ.




	(b)

임의의 집합 A에 대해 ∅⊆A입니다. (왜 그럴까요?)




	(c)

임의의 집합 A에 대해 A⊆A입니다.




	(d)

A={1,2}라면 2A={∅,{1},{2},{1,2}}입니다.













정의 C.1.4.


우리는 다음과 같이 씁니다


	•

A∪B는 A 또는 B 둘 중 하나(어쩌면 둘 다)에 속하는 원소들의 집합으로, A와 B의  합집합이라고 부릅니다.




	•

A∩B는 A와 B 둘 다에 속하는 원소들의 집합으로, A와 B의  교집합이라고 부릅니다.




	•

A∖B는 A에는 속하지만 B에는 속하지 않는 원소들의 집합입니다.













예제 C.1.5 (집합 연산의 예).


A={1,2,3}이고 B={3,4,5}라고 합시다. 그러면




	
	A∪B
	={1,2,3,4,5}
	





	
	A∩B
	={3}
	





	
	A∖B
	={1,2}.
	












연습문제 C.1.6.


스스로 확인해 보십시오: 임의의 집합 A와 B에 대해 A∩B⊆A⊆A∪B입니다.







자주 등장하는 몇 가지 집합은 다음과 같습니다:


	•

ℂ는 3.2+2i와 같은 복소수들의 집합입니다.




	•

ℝ은 2나 π와 같은 실수들의 집합입니다.




	•

ℕ은 5나 9와 같은 양의 정수의 집합입니다.




	•

ℚ는 7/3과 같은 유리수의 집합입니다.




	•

ℤ는 −2나 8과 같은 정수의 집합입니다.






(이들은 여러분이 예상하는 대로 발음됩니다: “씨”, “아르”, “엔”, “큐”, “제드”.)







C.2 함수


두 집합 A와 B가 주어졌을 때, A에서 B로 가는  함수 f는 A의 모든 원소를 B의 어떤 원소로 대응시키는 사상입니다.




A를 f의  정의역이라 부르고, B를  공역이라 부릅니다. 이를 f:A→B 또는 A→𝑓B로 씁니다.





표기의 남용 C.2.1.


f라는 이름이 중요하지 않다면, 종종 그냥 A→B로 쓰겠습니다.







f가 a를 b로 보낸다는 것을 나타내기 위해 f(a)=b 또는 a↦b로 씁니다.




B가 원소로 0을 가지고 f(a)=0이면, 우리는 종종 a가 f의  근 또는  영점이라고 말하며, f가 a에서  소멸한다고 말합니다.





C.2.1 단사, 전사, 전단사 함수



정의 C.2.2.


함수 f:A→B가 다음과 같은 의미에서 “일대일”이면  단사라고 합니다: f(a)=f(a′)이면 a=a′입니다. 다시 말해, 임의의 b∈B에 대해, f(a)=b인 a∈A가 많아야 하나 존재합니다.




이를 강조하기 위해 종종 f:A↪B로 쓰겠습니다.








정의 C.2.3.


함수 f:A→B가 다음과 같은 의미에서 “위로의” 함수이면  전사라고 합니다: 임의의 b∈B에 대해, f(a)=b인 a∈A가 적어도 하나 존재합니다.




이를 강조하기 위해 종종 f:A↠B로 쓰겠습니다.








정의 C.2.4.


함수 f:A→B가 단사이면서 동시에 전사이면  전단사라고 합니다. 다시 말해, 각 b∈B에 대해, f(a)=b인 a∈A가 정확히 하나 존재합니다.








예제 C.2.5 (함수의 예시).


“인간”이란 “깃털 없는 두 발 생명체”를 뜻합니다.


	(a)

모든 인간을 (가장 가까운 정수로 반올림한) 나이(년 단위)로 보내는 함수가 있습니다. 이 함수는 예를 들어 나이가 20인 사람이 많기 때문에 단사가 아닙니다. 이 함수는 또한 나이가 10000인 사람이 없으므로 전사도 아닙니다.




	(b)

모든 미국 시민을 그들의 사회보장번호로 보내는 함수가 있습니다. 이 함수 역시 SSN이 3인 사람이 없으므로 전사가 아니지만, 적어도 동일한 SSN을 가진 두 사람이 없으므로 단사이기는 합니다.













예제 C.2.6 (전단사의 예시).



	(a)

A={1,2,3,4,5}이고 B={6,7,8,9,10}이라고 합시다. 그러면 a↦a+5로 정의되는 함수 f:A→B는 전단사입니다.




	(b)

좌석이 30개인 교실에서, 모든 좌석에는 정확히 한 명의 학생이 있습니다. 따라서 각 학생을 그가 앉은 좌석으로 보내는 함수는 전단사입니다. 특히, 학생은 정확히 30명입니다.













비고 C.2.7.


편의를 위해 A와 B가 유한 집합이라고 가정합시다. 그러면 다음이 성립합니다:


	•

f:A↪B가 단사이면, A의 크기는 B의 크기 이하입니다.




	•

f:A↠B가 전사 함수라면, A의 크기는 B의 크기 이상입니다.




	•

f:A→B가 전단사라면, A의 크기는 B의 크기와 같습니다.












이제 f:A→B가 전단사라면, “f를 거꾸로 적용”할 수 있다는 점에 주목하십시오: (예를 들어, 각 학생을 그가 앉아 있는 좌석으로 대응시키는 대신, 각 좌석을 그 좌석에 앉아 있는 학생으로 대응시킵니다). 이를  역함수라 하며, f−1:B→A로 표기합니다.







C.2.2 상과 원상


X→𝑓Y를 함수라 합시다.





정의 C.2.8.


T⊆Y라 합시다.  원상 fpre(T)는 f(x)∈T를 만족하는 모든 x∈X의 집합입니다. 따라서 fpre(T)는 X의 부분집합입니다.








예제 C.2.9 (원상의 예).


앞서 나온 나이 함수 f:H→ℤ를 생각합시다. 그러면


	(a)

fpre({13,14,15,16,17,18,19})는 십대들의 집합입니다.




	(b)

fpre({0})는 신생아들의 집합입니다.




	(c)

fpre({1000,1001,1002,…})=∅인데, 그렇게 나이가 많은 사람은 없다고 생각하기 때문입니다.













표기의 남용 C.2.10.


표기의 남용으로, fpre({y})를 fpre(y)로 줄여 쓸 수 있습니다. 예를 들어 위의 fpre({0})는 fpre(0)으로 줄여 씁니다.







쌍대 개념은 다음과 같습니다:





정의 C.2.11.


S⊆X라 합시다.  상 fimg(S)는 f(s) 꼴인 모든 것들의 집합입니다.








예제 C.2.12 (상의 예).


A={1,2,3,4,5}이고 B=ℤ라 합시다. 다음과 같이 주어진 함수 f:A→B를 생각합시다




	
	f(1)=17f(2)=17f(3)=19f(4)=30f(5)=234.
	






	(a)

상 fimg({1,2,3})는 집합 {17,19}입니다.




	(b)

상 fimg(A)는 집합 {17,19,30,234}입니다.













질문 C.2.13.


f:A↠B가 전사 함수라 합시다. fimg(A)는 무엇입니까?












C.3 동치 관계


이제 X를 고정된 집합이라 합시다. X 위의 이항 관계 ∼는 각 x와 y에 대해 x∼y에 “참” 또는 “거짓”이라는 진리값을 부여합니다. 이제 X 위의  동치 관계 ∼는 다음 공리들을 만족하는 이항 관계입니다:


	•

반사성: x∼x가 성립합니다.




	•

대칭성: x∼y이면 y∼x입니다




	•

추이성: x∼y이고 y∼z이면 x∼z입니다.






그러면  동치류는 서로 동치인 모든 것들의 집합입니다. 이러한 동치류들에 의해 X가 분할됨을 보일 수 있습니다:





예제 C.3.1 (동치 관계의 예).


ℕ을 양의 정수들의 집합이라 합시다. 그러면 a와 b의 마지막 자릿수가 같을 때 a∼b라고 정의한다고 합시다. 예를 들어 131∼211, 45∼125 등입니다.




그러면 ∼는 동치 관계입니다. 이는 ℕ을 마지막 자리 숫자별로 열 개의 동치류로 분할합니다.







종종 동치류들의 집합은 X/∼로 표기됩니다 (“X mod sim”이라고 읽습니다).
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